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Ao estudante 


Com a esperança de que esta obra estimule o 
interesse pela resistência dos materiais 
e proporcione um guia aceitável para o entendimento da matéria. 
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Prefácio 


O objetivo deste livro é oferecer ao estudante uma 
apresentação clara e minuciosa da teoria e da apli- 
cação dos princípios fundamentais da resistência dos 
materiais. O entendimento é baseado na explanação 
do comportamento físico dos materiais sob carga e na 
subsequente modelagem desse comportamento para 
desenvolver a teoria. A ênfase recai sobre a importân- 
cia de satisfazer os requisitos de equilíbrio, compatibi- 
lidade de deformação e comportamento do material. 


Elementos novos e aprimorados 


e Material de revisão. Foram acrescentadas no- 
vas seções de revisão no final de cada capítulo 
para atender às solicitações dos estudantes. Es- 
sas novas seções foram planejadas para ajudá- 
los a relembrar e estudar conceitos fundamen- 
tais dos capítulos. 


e Ilustrações. Com base no impressionante re- 
torno positivo em relação às ilustrações inseri- 
das na edição anterior, aprimoramos 100 ilus- 
trações adicionais como parte do programa de 
arte fotorrealista. 


e Problemas. Nesta sétima edição, os proble- 
mas foram revisados, porém o equilíbrio entre 
aplicações fáceis, médias e difíceis foi mantido. 
Cada página do livro passou por uma revisão 
detalhada executada por três pessoas, além do 
autor, para verificar a precisão. 


Conteúdo 


O livro está organizado em 14 capítulos. O Capí- 
tulo 1 começa com uma revisão dos conceitos impor- 
tantes da estática, seguida por uma definição formal 
de tensão normal e de cisalhamento e por uma discus- 
são da tensão normal em eixos com cargas axiais e da 
tensão de cisalhamento média provocada por cisalha- 
mento direto. 


No Capítulo 2 são definidas as deformações nor- 
mal e por cisalhamento, e no Capítulo 3 discutimos 
algumas das propriedades mecânicas importantes dos 
materiais. Tratamentos separados para carga axial, 
torção e flexão são apresentados nos capítulos 4, 5 e 
6, respectivamente. Em cada um deles são considera- 
dos o comportamento linear elástico e o comporta- 
mento plástico do material. Além disso, também estão 
incluídos tópicos relacionados com concentrações de 
tensões e tensão residual. Cisalhamento transversal é 
abordado no Capítulo 7, juntamente com uma discus- 
são de tubos de parede fina, fluxo de cisalhamento e 
centro de cisalhamento. O Capítulo 8 inclui uma dis- 
cussão de vasos de pressão de parede fina e apresenta 
uma revisão parcial do material abrangido nos capítu- 
los anteriores, como o estado de tensão que resulta de 
cargas combinadas. No Capítulo 9 são apresentados 
os conceitos de transformação de estados multiaxiais 
de tensão. De modo semelhante, o Capítulo 10 discute 
os métodos de transformação de deformação, incluin- 
do a aplicação de várias teorias de falha. O Capítulo 
11 apresenta um meio para fazer um resumo e uma 
revisão adicionais de material anterior, ao abordar 
aplicações de projetos de vigas e eixos. O Capítulo 12 
examina vários métodos para calcular deflexões de vi- 
gas e eixos, além de incluir uma discussão sobre a de- 
terminação das reações desses elementos estruturais, 
se forem estaticamente indeterminados. O Capítulo 
13 dá uma discussão de flambagem de colunas e, por 
fim, no Capítulo 14, são considerados o problema do 
impacto e a aplicação de vários métodos de energia 
para calcular deflexões. 


As seções deste livro que contêm material mais 
avançado são indicadas por um asterisco sobrescrito 
(O. Se o tempo disponível permitir, alguns desses tó- 
picos poderão ser incluídos no curso. Além do mais, 
este material oferece uma referência adequada para 
os princípios básicos, quando forem estudados em ou- 
tros cursos, e pode ser usado como base para projetos 
especiais. 
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Método alternativo de abordagem. Al- 
guns professores preferem abordar transformações 
de tensão e deformação primeiro, antes de discutir 
aplicações específicas de carga axial, torção, flexão e 
cisalhamento. Um método possível seria discutir pri- 
meiro a tensão e sua transformação, capítulos 1 e 9,se- 
guidas por deformação e sua transformação, Capítulo 
2ea primeira parte do Capítulo 10. A discussão e os 
problemas nesses últimos capítulos foram estrutu- 
rados de modo a possibilitar essa abordagem. Além 
disso, os conjuntos de problemas foram subdivididos 
de modo que esse material possa ser estudado sem 
conhecimento prévio dos capítulos envolvidos. Então, 
os capítulos 3 a 8 podem ser estudados sem perda de 
continuidade. 


Elementos distintivos 


Organização e abordagem. O conteúdo de 
cada capítulo é organizado em seções bem definidas 
que contêm uma explanação de tópicos específicos, 
problemas ilustrativos resolvidos e um conjunto de 
problemas como exercícios para o estudante. Os tópi- 
cos em cada seção estão reunidos em subgrupos espe- 
cíficos definidos por títulos. A finalidade é apresentar 
um método estruturado para introduzir cada nova de- 
finição ou conceito e tornar o livro conveniente para 
referência e revisão posteriores. 


Sumário do capítulo. Na primeira página de 
cada capítulo são apresentados os “Objetivos do ca- 
pítulo”, que dão uma visão geral do material que será 
estudado. 


Procedimentos para análise. Encontrado 
após várias seções do livro, esse recurso exclusivo ofe- 
rece ao leitor um método lógico e ordenado para se- 
guir quando aplicar a teoria. Os problemas dados como 
exemplo que vêm em seguida são resolvidos segundo 
o método descrito, de modo a esclarecer sua aplica- 
ção numérica. Entretanto, é preciso entender que, uma 
vez dominados os princípios e adquiridas a confiança 
e a capacidade de julgamento suficientes, o estudante 
poderá desenvolver seus próprios procedimentos para 
resolver problemas. 


Pontos importantes. Esse recurso proporciona 
uma revisão ou resumo dos conceitos mais importan- 
tes apresentados em uma seção e destaca os pontos 
mais significativos que devem ser levados em conta na 
aplicação da teoria para resolver problemas. 


Problemas como exemplos. Todos os pro- 
blemas dados como exemplo são apresentados de um 
modo conciso e em estilo fácil de entender. 


Problemas para o estudante resolver. Vá- 
rios problemas neste livro descrevem situações reais 
encontradas na prática da engenharia. Esperamos que 
esse realismo estimule o interesse do estudante pela 
matéria e propicie-lhe um meio para desenvolver sua 
capacidade de, partindo da descrição física do proble- 
ma, reduzi-lo a um modelo ou a uma representação sim- 
bólica aos quais possa aplicar os princípios aprendidos. 
Há, no livro, um equilíbrio aproximado entre proble- 
mas que usam unidades SI ou FPS. Além disso, tenta- 
mos organizar os conjuntos de problemas e ordená-los 
segundo o grau crescente de dificuldade. As respostas 
para todos os problemas, exceto o quarto de cada série 
são apresentadas na parte final deste livro. Um aste- 
risco sobrescrito(” colocado antes do número de um 
problema indica que sua resposta não foi apresentada. 
As respostas são dadas com precisão de três algarismos 
significativos, ainda que os dados para as propriedades 
dos materiais possam não ter tal grau de precisão. Em- 
bora pareça uma prática pouco recomendável, foi ado- 
tada simplesmente por consistência e para permitir ao 
estudante melhor oportunidade de verificar a validade 
de sua solução. Um quadrado preto (ícone quadrado) 
é usado para identificar problemas que requerem aná- 
lise numérica ou uma aplicação de computador. 


Apêndices. Os apêndices do livro oferecem uma 
fonte de revisão e listas de dados em forma de tabelas. 
O Apêndice A dá informações sobre o centroide e o 
momento de inércia de uma área. Os apêndices Be € 
apresentam tabelas com dados para formas estruturais 
e a deflexão e inclinações para vários tipos de vigas e ei- 
xos. O Apêndice D contém problemas típicos, acompa- 
nhados de soluções parciais, que são comumente usados 
em exames. Esses problemas também podem ser usados 
para revisão e prática na preparação para os exames. 


Verificação tripla da precisão. A sétima edi- 
ção foi submetida à nossa rigorosa revisão, denomi- 
nada triple accuracy checking (verificação tripla de 
precisão). Além da revisão feita pelo autor de toda a 
arte gráfica e também de todas as páginas, o texto foi 


verificado por: 


e Scott Hendricks, Virginia Polytechnic University 
e Karim Nohra, University of South Florida 


e Kurt Norlin, Laurel Technical Services 
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Recursos para os professores 


Manual de soluções (em inglês). Manual de so- 
luções preparado pelo autor; também verificado 
pelo programa triple accuracy checking. 


Recursos de apresentação. Toda a arte gráfica do 
texto está disponível em slides em PowerPoint e 
formato JPEG. Esses arquivos estão disponíveis 
no endereço www.prenhallLcom/hibbeler br. Se 
você precisar de um login e uma senha para esse 
site, favor entrar em contato com seu represen- 
tante local da Pearson Education. 
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Tensão 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo, faremos uma revisão dos princípios importantes da estática e mostraremos como eles são 


usados para determinar as cargas resultantes internas em um corpo. Depois, apresentaremos os conceitos 


de tensão normal e tensão de cisalhamento e aplicações específicas da análise e do projeto de elementos 


sujeitos a carga axial ou a cisalhamento direto. 


1.1 Introdução 


A resistência dos materiais é um ramo da mecânica 
que estuda as relações entre as cargas externas aplica- 
das a um corpo deformável e a intensidade das forças 
internas que agem no interior do corpo. Esse assunto 
também envolve o cálculo das deformações do corpo 
e proporciona o estudo de sua estabilidade quando su- 
jeito a forças externas. 

No projeto de qualquer estrutura ou máquina, 
em primeiro lugar, é necessário usar os princípios 
da estática para determinar as forças que agem sobre 
os vários elementos, bem como no seu interior. O 
tamanho dos elementos, sua deflexão e estabilidade 
dependem não só das cargas internas, mas também do 
tipo de material de que são feitos. Por consequência, a 
determinação precisa e a compreensão fundamental do 
comportamento do material serão de vital importância 
para o desenvolvimento das equações necessárias usadas 
na resistência dos materiais. Tenha sempre em mente que 
muitas fórmulas e regras de projeto definidas em códigos 
de engenharia e utilizadas na prática são baseadas nos fun- 
damentos da resistência dos materiais, e, por essa razão, é 
muito importante entender os princípios dessa matéria. 


Desenvolvimento histórico. A origem da 
resistência dos materiais (ou mecânica dos mate- 
riais) remonta ao início do século XVII, quando Ga- 
lileu realizou experimentos para estudar os efeitos 
de cargas sobre hastes e vigas feitas de diferentes 
materiais. Entretanto, para a compreensão adequada 
desses efeitos, foi necessário fazer descrições expe- 
rimentais precisas das propriedades mecânicas dos 
vários materiais. Os métodos utilizados passaram 
por uma notávelmelhoria no início do século XVIII. 
Nessa época, foram desenvolvidos estudos experi- 
mentais e teóricos sobre o assunto, principalmen- 
te na França, por cientistas extraordinários, como 


Saint-Venant, Poisson, Lamé e Navier. Como esses 
estudos se baseavam em aplicações da mecânica de 
corpos materiais, foram denominados “resistência 
dos materiais”, Nos dias atuais, contudo, em geral são 
denominados “mecânica de corpos deformáveis” ou, 
simplesmente, “mecânica dos materiais” ou, como é 
mais comum, “resistência dos materiais”. 

Com o«passar dos anos, depois de muitos dos 
problemas fundamentais da mecânica dos materiais 
terem sido resolvidos, tornou-se necessário usar téc- 
nicas avançadas da matemática e da computação 
para resolver problemas mais complexos. Como re- 
sultado, esse assunto se expandiu para outras áreas 
da mecânica avançada, como a teoria da elasticidade 
ea teoria da plasticidade. A pesquisa nessas áreas 
é contínua, não apenas para atender à necessidade 
de resolver problemas avançados de engenharia, 
mas também para justificar a maior utilização e as 
limitações a que está sujeita a teoria fundamental da 
mecânica dos materiais. 


1.2 Equilíbrio de um corpo 
deformável 


Haja vista o importante papel desempenhado pela 
estática no desenvolvimento e na aplicação da resis- 
tência dos materiais, também é muito importante que 
seus fundamentos sejam bem compreendidos. Por essa 
razão, revisaremos alguns dos princípios essenciais da 
estática que serão usados neste livro. 


Cargas externas. Um corpo pode ser submeti- 
do a vários tipos de cargas externas; todavia, qualquer 
uma delas pode ser classificada como uma força de su- 
perfície ou uma força de corpo (Figura 1.1). 


Forças de superfície. Como o nome sugere, forças de 
superfície são causadas pelo contato direto de um corpo 
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Idealização da 
força concentrada 


== —Força de 
=== superfície 
E rm 


Idealização da carga de corpo 
linear distribuída 
Figura 1.1 


coma superfície de outro. Em todos os casos, essas forças 
estão distribuídas pela área de contato entre os corpos. 
Se essa área for pequena em comparação com a área 
da superfície total do corpo, então a força de superfície 
pode ser idealizada como uma única força concentrada, 
aplicada a um ponto do corpo. Por exemplo, a força do 
solo sobre as rodas de uma bicicleta pode ser conside- 
rada uma força concentrada quando estudamos a carga 
que age sobre a bicicleta. Se a carga de superfície for apli- 
cada ao longo de uma área estreita, ela pode ser idea- 
lizada como uma carga distribuída linear, w(s). Neste 
caso, a carga é medida como se tivesse uma intensidade 
de força/comprimento ao longo da área, e é representada 
graficamente por uma série de setas ao longo da linha s. 
A força resultante F, de w(s) é equivalente à área sob 
a curva da carga distribuída, e essa resultante age no 
centroide C ou centro geoinétrico dessa área. A carga ao 
longo do comprimento de uma viga é um exemplo típico 
de aplicação frequente dessa idealização. 


Força de corpo. A força de corpo é desenvolvida 
quando um corpo exerce uma força sobre outro, sem 
contato físico direto entre eles. Citamos como exem- 
plo os efeitos causados pela gravitação da Terra ou 
seu campo eletromagnético. Embora as forças de cor- 
po afetem cada uma das partículas que compõem o 
corpo, elas normalmente são representadas por uma 
única força concentrada que age sobre ele. No caso da 
gravidade, essa força é denominada peso do corpo e 
age no centro de gravidade deste. 


Reações do apoio. As forças de superfície que 
se desenvolvem nos apoios ou pontos de contato en- 
tre corpos são denominadas reações. Para problemas 
bidimensionais, isto é, corpos sujeitos a sistemas de 
forças coplanares, os apoios mais comuns são mostra- 
dos na Tabela 1.1. Observe cuidadosamente o símbolo 
usado para representar cada apoio e o tipo de reações 
que cada um exerce sobre o elemento de contato. Em 
geral, sempre podemos determinar o tipo de reação 
do apoio imaginando que o elemento a ele acopla- 


do está sendo transladado ou está girando em uma 
determinada direção. Se o apoio impedir a transla- 
ção em uma determinada direção, então uma força 
deve ser desenvolvida no elemento naquela direção. 
Da mesma forma, se o apoio impedir a rotação, um 
momento deve ser exercido no elemento. Por exem- 
plo, um apoio de rolete só pode impedir translação na 
direção do contato, perpendicular ou normal à super- 
fície. Por consequência, o rolete exerce uma força nor- 
mal F sobre o elemento no ponto de contato. Como 
o elemento pode girar livremente ao redor do rolete, 
não é possível desenvolver um momento sobre ele. 


Equações de equilíbrio. O equilíbrio de um 
corpo exige um equilíbrio de forças, para impedir a 
translação ou um movimento acelerado do corpo ao 
longo de uma trajetória reta ou curva, e um equilíbrio 
de momentos, para impedir que o corpo gire. Essas 
condições podem ser expressas matematicamente pe- 
las duas equações vetoriais 


(1.1) 


Nessas fórmulas, XF representa a soma de todas as 
forças que agem sobre o corpo, e LM, é a soma dos 
momentos de todas as forças em torno de qualquer 
ponto O dentro ou fora do corpo. Se estipularmos um 
sistema de coordenadas x, y, Zz com origem no ponto 
O, os vetores força e momento podem ser resolvidos 
em componentes ao longo dos eixos coordenados, e as 
duas equações apresentadas podem ser escritas como 
seis equações em forma escalar, ou seja, 


SF =0 SF =0 57 =0 
3M=0 3M=0 3M=0/ 2) 


Na prática da engenharia, muitas vezes a carga so- 
bre um corpo pode ser representada como um siste- 
ma de forças coplanares. Se for esse o caso, e se as for- 
ças encontrarem-se no plano x-y, então as condições 
de equilíbrio do corpo podem ser especificadas por 
apenas três equações de equilíbrio escalares, isto é, 


ZFx=0 
2h, =0 (1.3) 
2M,=0 


Neste caso,se o ponto O for a origem das coordenadas, 
então os momentos estarão sempre dirigidos ao longo do 
eixo z, perpendicular ao plano que contém as forças. 

A aplicação correta das equações de equilíbrio 
exige a especificação completa de todas as forças co- 
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Tipo de acoplamento 


Cabo Uma incógnita: F 


Duas incógnitas: F,, F, 


F 


Uma incógnita: F 


Apoio liso 


Uma incógnita: F 


ice 


AeIsENdi ess EDoRU sea a nene cenas 


nhecidas ou desconhecidas que agem sobre o corpo. A 
melhor maneira de levar em conta essas forças é dese- 
nhar o diagrama de corpo livre do corpo. Certamente, 
se o diagrama de corpo livre for desenhado de maneira 
correta, os efeitos de todas as forças e momentos biná- 
rios aplicados poderão ser levados em conta quando as 
equações de equilíbrio forem escritas. 


Cargas resultantes internas. Uma das mais 
importantes aplicações da estática na análise de pro- 
blemas de resistência dos materiais é poder determi- 
nar a força e o momento resultantes que agem no in- 
terior de um corpo e que são necessários para manter 
a integridade do corpo quando submetido a cargas 
externas. Como exemplo, considere o corpo mostrado 
na Figura 1.2a, mantido em equilíbrio pelas quatro 
forças externas.” Para obtenção das cargas internas 
que agem sobre uma região específica no interior 
de um corpo, é necessário usar o método das seções. 
O método exige que seja feita uma seção ou “corte” 
imaginário passando pela região onde as cargas inter- 
nas deverão ser determinadas. Então, as duas partes 
do corpo são separadas e o diagrama de corpo livre 
de uma das partes é desenhado (Figura 1.2b). Pode- 
mos ver que há, na verdade, uma distribuição de força 
interna agindo sobre a área “exposta” da seção. Essas 
forças representam os efeitos do material que está na 
parte superior do corpo agindo no material adjacente 
na parte inferior. 


k 


O peso do corpo não é mostrado, já que admitimos que é bem peque- 
no e, portanto, desprezível em comparação com as outras cargas. 


Três incógnitas: F,, F,, M 


ICS epoca ac De Eu iias Des epoca zo os asas 


Embora a distribuição exata da carga interna seja 
desconhecida, podemos usar as equações de equilíbrio 
para relacionar as forças externas sobre o corpo com a 
força eo momento resultantes da distribuição, F, eM,,, 
em qualquer ponto específico O na área secionada (Fi- 
gura 1.2c). Observe que F, age no ponto O, embora seu 
valor calculado não dependa da localização desse pon- 
to. Por outro lado, M,, depende dessa localização, pois 
os braços do momento devem se estender de O até a 
linha de ação de cada força externa no diagrama de cor- 
po livre. Mais adiante, mostraremos que, na maioria das 
vezes, o ponto O escolhido coincide com o centroide da 
área secionada e, portanto, sempre escolheremos essa 
localização para O, a menos que digamos o contrário. 
Além disso, se um elemento for longo e delgado, como 
no caso de uma haste ou viga, a seção considerada será, 
de modo geral, perpendicular ao eixo longitudinal do 
elemento. Esta seção é denominada seção transversal. 


Três dimensões. Mais adiante, mostraremos como 
relacionar as cargas resultantes, F, e Mp,, com a dis- 
tribuição de forças na área secionada e, desse modo, 
desenvolver equações que possam ser usadas para 
análise e projeto. Todavia, para isso devemos conside- 
rar as componentes de F, e M,,, que agem normal ou 
perpendicularmente à área secionada e no interior do 
plano da área (Figura 1.2d). Há quatro tipos diferentes 
de cargas resultantes que podem ser definidos; 


Força normal, N. Essa força age perpendicularmen- 
te à área e se desenvolve sempre que as cargas exter- 
nas tendem a empurrar ou puxar os dois segmentos 
do corpo. 
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seção 


(b) 


Momento 
de torção T 


Momento 
fletor 


(d) 
Figura 1.2 


Força de cisalhamento, V. A força de cisalhamento 
encontra-se no plano da área e é desenvolvida quando 
as cargas externas tendem a provocar o deslizamento 
de um dos segmentos do corpo sobre o outro. 


Momento de torção ou torque, T. Esse efeito é 
desenvolvido quando as cargas externas tendem a tor- 
cer um segmento do corpo com relação ao outro. 


Momento fletor, M. O momento fletor é causado 
pelas cargas externas que tendem a fletir o corpo em 
torno de um eixo que se encontra no plano da área. 

Observe que, neste livro, a representação gráfica 
de um momento ou torque é apresentada em três 
dimensões, como um vetor acompanhado pelo sím- 
bolo gráfico de uma seta curvada. Pela regra da mão 
direita, o polegar dá à seta o sentido do vetor e os 
dedos, ou curvatura da seta, indicam a tendência da 
rotação (torção ou flexão). Usando um sistema de 
coordenadas x, y, z, cada uma das cargas descritas 
pode ser determinada diretamente pelas seis equa- 
ções de equilíbrio aplicadas a qualquer segmento do 
corpo. 


Cargas coplanares. Se ocorpo for submetido a um 
sistema de forças coplanares (Figura 1.3a), então ha- 
verá na seção apenas componentes da força normal, 
força de cisalhamento e momento fletor (Figura 1.3b). 
Se usarmos os eixos coordenados x, y, Z com origem 
no ponto O, como mostrado no segmento à esquerda, 
então a solução direta para N pode ser obtida apli- 
cando-se 3F = 0,e V pode ser obtida diretamente 
de SF, = 0. Por fim, o momento fletor M, pode ser 
determinado diretamente pela soma dos momentos 
em torno do ponto O (o eixo z), LM, = 0 de modo a 
eliminar os momentos causados pelas forças desco- 
nhecidas N e V. 

Os seguintes exemplos ilustram esse procedimento 
numericamente e também servem como revisão de al- 
guns dos princípios importantes da estática. 


E seção 


(a) 


y 


Força de 
cisalhamento 


Mo Momento 
fletor 


“* Força 
normal 


(b) 


Figura 1.3 
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O método das seções é usado para determinar as cargas resultantes internas em um ponto localizado sobre aseção de. 
um corpo. Para obter essas resultantes, a aplicação do método das seções deve obedecer às etapas descritas a seguir. 


Reação dos apoios 
* Em primeiro lugar, decida qual segmento do corpo deverá ser considerado. Se esse segmento tiver um apoio ou um 
acoplamento com outro corpo, será necessário determinar as reações que agem no segmento do corpo escolhido. 


antes de secioná-lo. Desenhe o diagrama de corpo livre para O corpo inteiro e aplique as equações de equilíbrio 
necessárias para obter essas reações. 


Diagrama de corpo livre 


* Mantenha todas as cargas distribuídas externas, momentos, torques e forças que agem sobre o corpo em suas Jocali- 
zações exatas e, então, trace uma seção imaginária que passe pelo corpo no ponto onde ascargasresultantesinternas 
devem ser determinadas. E 

e Normalmente, se o corpo representar um elemento de uma estrutura ou dispositivo mecânico, a seção será perpen- 
dicular ao eixo longitudinal do elemento. 

e Desenhe um diagrama de corpo livre de um dos segmentos “cortados” e indique as resultantes desconhecidas N, 
Y,Me T na seção. Essas resultantes geralmente são localizadas no ponto que representa o centro geométrico ou 
centroide da área secionada. 

* Se O elemento estiver sujeito a um sistema de forças coplanares, somente N, Y é M agem no centroide. 


* Defina os eixos coordenados x, y, z com origem no centroide e mostre as componentes resultantes que agem ao 
longo dos eixos. 


Equações de equilíbrio 


e Os momentos gerados na seção em torno de cada um dos eixos coordenados onde as resultantes agem devem ser so- 
mados. Isso elimina as forças desconhecidas N e V e permite uma solução direta para M (e T). 

* Se a solução das equações de equilíbrio produzir um valor negativo para uma resultante, o sentido direcional admi- 
tido-para a resultante será oposto ao mostrado no diagrama de corpo livre. 
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EXEMPLO 1,1 


Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal em C da viga mostrada na Figura 1.4a. 


270 N/m 


-—[[===-180N/m 
Lg 
Lx 


Figura 1.4 


SOLUÇÃO 


Reações dos apoios. Este problema pode ser resolvido 
da maneira mais direta considerando o segmento CB da 
viga, já que, assim, as reações dos apoios em 4 não têm de 
ser calculadas. 


Diagrama de corpo livre. Passar uma seção imaginária 
pela perpendicular ao eixo longitudinal da viga resulta no 
diagrama de corpo livre do segmento CB mostrado na Figu- 
ral 4b.É importante manter a carga distribuída exatamente 
onde ela se encontra no segmento até que a seção tenha sido 
feita. Somente depois disso é que essa carga será substituída 
por uma única força resultante. Observe que a intensidade 
da carga distribuída em C é determinada por proporção, isto 
é, pela Figura 1.4a, w/6 m = (270 N/m)/9 m, w = 180 N/m. O 
valor da resultante da carga distribuída é igual à área sob 
a curva de carga (triângulo) e age no centroide dessa área. 
Assim,F = 1/2 (180 N/m)(6 m) = 540N,queagea 1/3(6m) = 
2m de €, como mostra a Figura 1.4b. 


Equações de equilíbrio. 
líbrio, temos: 


Aplicando as equações de equi- 


BsF,=0; -N,=0 
Nç=0 Resposta 
+IZF,=0; V.— 540N=0 
V. = 540 N Resposta 
L+2M, = 0; =M.— 540N (2m) = 0 
M,= —1.080 Nm Resposta 


OBSERVAÇÃO: Osinalnegativo indica que Mage na direção 
oposta à mostrada no diagrama de corpo livre. Tente resolver 
esse problema usando o segmento AC, obtendo, em primeiro 
lugar, as reações do apoio em 4, que são dadas na Figura 1.4c. 


EXEMPLO 1.2 


Determine as cargas resultantes internas que agem na 
seção transversal em C do eixo de máquina mostrado na 
Figura 1.5a. O eixo está apoiado em mancais em 4 e B, que 
exercem somente forças verticais no eixo. 


SOLUÇÃO 
Resolveremos esse problema usando o segmento AC do 
eixo. 


225N 
800 N/m 


0,125m (0,100m 


18,75 N 


Figura 1,5 


Reações dos apoios. A Figura 1.5b mostra um diagrama 
de corpo livre do eixo inteiro. Visto que apenas o segmento 
AC deverá ser considerado, somente a reação em A terá de 
ser determinada. Por quê? 


(+2M, = 0;—-A,(0,400m) + 120N(0,125m) — 225 N(0,100m) 
=0 
A =—18575 N 
O sinal negativo para 4, indica que A, age no sentido 


contrário ao mostrado no diagrama de corpo livre. 


Diagrama de corpo livre. Se passarmos uma seção ima- 
ginária perpendicular à linha de centro do eixo em C, obte- 
remos o diagrama de corpo livre do segmento AC mostrado 
na Figura 1.5c. 


Equações de equilíbrio. 


a =0; Nç=0 Resposta 
+ZF, =0; —1875N — 40N — V.=0 
Vo = —58,8 N Resposta 


SM, =0;M, + 40 N(0,025 m) + 18,75 N(0,250 m) = O 


M,= —5,69 Nm Resposta 


OBSERVAÇÃO: Ossinais negativos para V,. e M indicam que 
elas agem em direções opostas às mostradas no diagrama de 
corpo livre. Como exercício,calcule a reação em B e tente obter 
os mesmos resultados usando o segmento CBD do eixo. 


EXEMPLO 1.3 


O guindaste na Figura 1.6a é composto pela viga AB e rol- 
danas acopladas, além do cabo e do motor. Determine as cargas 
internas resultantes que agem na seção transversal em C se o 
motor estiver levantando a carga W de 2.000 N (= 200 kg) com 
velocidade constante. Despreze o peso dasroldanas e da viga. 


0,5 E 


2.000 N (b) 
Figura 1.6 
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SOLUÇÃO 
O modo mais direto de resolver este problema é secio- 


nar o cabo e a viga em C e, então, considerar todo o seg- 


mento esquerdo. 
Diagrama de corpo livre. Veja Figura 1.6b. 


Equações de equilíbrio. 


ASR; 2000 N + N,=0 

No = —2.000 N Resposta 
HF, =0; —2.000N — V. = 0 

Ve. = —2.000 N Resposta 
L+2M,= 0; 


2.000 N(1,125 m) — 2.000 N(0,125 m) + M .=0 


Me = —2.000 Nm Resposta 


OBSERVAÇÃO: Como exercício, tente obter esses mesmos re- 
sultados considerando apenas o segmento de viga AC, isto é, 
retire a roldana em A da viga e mostre as componentes da força 
de 2.000 N da roldana que agem sobre o segmento AC da viga. 


EXEMPLO 1.4 | 


Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal em G da viga de madeira mostrada na Fi- 
gura 1.7a. Considere que as articulações em 4,B,C,De E 
estejam acopladas por pinos. 


SOLUÇÃO 


Reações dos apoios. Neste problema, consideraremos o 
segmento AG para análises. A Figura 1.7b mostra um diagra- 
ma de corpo livre da estrutura inteira. Verifique as reações 
calculadas em E e C. Observe, particularmente, que BC é 
um elemento de duas forças, pois somente duas forças agem 
sobre ele. Por essa razão, a reação em C deve ser horizontal, 
como mostrado. 

Uma vez que BA e BD também são elementos de duas 
forças, o diagrama de corpo livre da articulação B é mos- 
trado na Figura 1.7c. Novamente, verifique os valores das 
forças calculadas F, e F,,. 


Diagrama de corpo livre. Usando o resultado obtido para 


F,, à seção esquerda da viga é mostrada na Figura 1.7d. 


Equações de equilíbrio. Aplicando as equações de equi- 
líbrio ao segmento AG, temos 


+3F,=0; 7750 N(&) + N, = 0 
Nç = —6.200 N Resposta 
+1ZF,= 0; —1.500N + 7.750 N(3) — V, = 0 
Vo = 3.150N Resposta 
L+2M, =0; 
M, — (7.150 NJX(S)(1 m) + (1.500 NJ1 m) = 0 
Mg = 3.150 Nm Resposta 
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Como exercício, obtenha esses mesmos resultados usando o 
segmento GE. 


3m ” É(a m)=2 " 
5 (3 m)(600 N/m) = 900 N 
(b) 


1.500 N 7.750N 
B 

(2572 —> 6.200 N 

5 

Al 

Pd ; 
Faa = 7.150N 
BA Fap = 4.650 N 

(c) (d) 


Figura 1.7 


EXEMPLO 1.5 | 


Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal em B do cano mostrado na Figura 1.8a. A 
massa do cano é 2 kg/m, e ele está sujeito a uma força vertical 
de 50 N e a um momento de 70 N-m em sua extremidade 4. 
O tubo está preso a uma parede em €. 


SOLUÇÃO 


O problema pode ser resolvido considerando o segmento 
AB, que não envolve as reações do apoio em €C. 


Diagrama de corpo livre. Os eixos x, y, z são definidos 
em B, e o diagrama de corpo livre do segmento AB é mos- 
trado na Figura 1.8b. Consideramos que as componentes da 
força resultante e do momento na seção agem nas direções 
positivas das coordenadas e passam pelo centroide da área 
da seção transversal em B. O peso de cada segmento do tubo 
é calculado da seguinte maneira: 


(b) 
Figura 1.8 


Wap = (2 kg/m)(0,5 m)(9,81 N/kg) = 9,81 N 
Wo = (2 kg/m)(1,25 m)(9,81 N/kg) = 24,525 N 


Essas forças agem no centro de gravidade de cada segmento. 


Equações de equilíbrio. 
lares de equilíbrio, temos” 


Aplicando as seis equações esca- 


2ZF,=0; (E) =0 Resposta 
2F, =0; (F,),=0 Resposta 
2F,=0; (F,). — 9,81 N — 24,525 N — 50N = 0 

(F, pn), = 843 N Resposta 


S(M |). = 0:(M,), + 70 Nem — 50 N (0,5m) — 24,525 N (0,5 m) 
—- 981 N(025m)=0 


(M,), = —30,3 Nem Resposta 


X(M,), =0; (M,), + 24,525 N (0,625 m) + 50 N (1,25 m) = 0 
(M,), = —77,8 Nm Resposta 


2(M,), = 0; (M,).= 0 Resposta 


E 


O valor de cada momento em torno de um eixo é igualao valor de 
cada força vezes a distância perpendicular entre o eixo e a linha de 
ação da força. A direção de cada momento é determinada pela re- 
gra da mão direita, com os momentos positivos (polegar) dirigidos 
ao longo dos eixos de coordenadas positivos. 


OBSERVAÇÃO: O que ossinais negativos para (M,), e(M,), 
indicam? Observe que a força normal N, = (F 5), = (,ao 
passo que a força de cisalhamento é V, = (02 + (84,32 
= 84,3N. Além disso, o momento de torção é T, = (M ,), = 
77,8 N:m e o momento fletor é M, = (30,32 + (0) = 30,3 
Nm. 


IE re tas erre error orem 


PROBLEMAS 


1.1. Determine a força normal interna resultante que age na 
seção transversal no ponto 4 em cada coluna. Em (a), o seg- 
mento BC tem massa de 300 kg/m e o segmento CD tem massa 
de 400 kg/m. Em (b), a coluna tem uma massa de 200 kg/m. 


Problema 1.1 


1.2. Determine o torque resultante interno que age sobre 
as seções transversais nos pontos C e D do eixo. O eixo está 
preso em B. 


400 Nm 
Í 


250 N'm 
0,4m 
Problema 1.2 


1.3. Determine o torque resultante interno que age nas se- 
ções transversais nos pontos Be C. É 
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Problema 1.3 


“1.4. O dispositivo mostrado na figura sustenta uma força 
de 80 N. Determine as cargas internas resultantes que agem 
sobre a seção no ponto 4, 


Problema 1.4 


1.5. Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal no ponto D do elemento AB, 


S0mm 5S0mm 


Problema 1.5 


1.6. A viga AB é suportada por um pino em A e por um 
cabo BC. Determine as cargas internas resultantes que agem 
na seção transversal no ponto D. 


1.7. Resolva o Problema 1.6 para as cargas internas resul- 
tantes que agem no ponto E. 
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NB que passam pelos pontos D e E. Considere que as reações 
, ; nos apoios 4 e B sejam verticais. 


6,0 kN/m 
4,5 kN/m 


RR O a 


s 7 - N 
ne ET TCC UR RN ETE ET 


Problemas 1.6/7 Problemas 1.10/11 


“1.8. A lança DF do guindaste giratório e a coluna DE têm LIZ Determine as toras internas Tesultantes que agi 
peso uniforme de 750 N/m. Se o guincho e a carga pesam Sobre: (a) seção a-a e (b) seção b-b. Cada seção está locali- 
1.500 N, determine as cargas internas resultantes nas seções  Zada no centroide, ponto C. 

transversais que passam nos pontos 4,B e C, 


Problema 1.12 
Problema 1.8 


1.13. Determine a resultante das forças internas normal e 
de cisalhamento no elemento em: (a) seção a-a e (b) seção 
b-b, sendo que cada uma delas passa pelo ponto 4. Consi- 
dere 6 = 60º. A carga de 650 N é aplicada ao longo do eixo 
do centroide do elemento. 


1.9. A força F = 400 N age no dente da engrenagem. De- 
termine as cargas internas resultantes na raiz do dente, isto é, 
no centroide da seção a-a (ponto 4). 


F=400N s : 
1.14. Determine a resultante das forças internas normal e 


de cisalhamento no elemento na seção b-b, cada uma em 
função de 6, Represente esses resultados em gráficos para 0º 
<= 6=90º.A carga de 650 N é aplicada ao longo do eixo do 
centroide do elemento. 


650 N 
4mm 


Problema 1.9 


1.10. A viga suporta a carga distribuída mostrada. Deter- 
mine as cargas internas resultantes na seção transversal que 
passa pelo ponto €. Considere que as reações nos apoios 4 
e B sejam verticais. 


650 N 


1.11. A viga suporta a carga distribuída mostrada. Deter- 
mine as cargas internas resultantes nas seções transversais Problemas 1.13/14 


1.15. A carga de 4.000 N está sendo levantada a uma velo- 
cidade constante pelo motor M, que pesa 450 N. Determine 
as cargas internas resultantes que agem na seção transversal 
que passa pelo ponto B na viga. A viga pesa 600 N/m e está 
fixada à parede em 4. 


“1.16. Determine as cargas internas resultantes que agem 
na seção transversal que passa pelos pontos Ce D da viga 
no Problema 1.15. 


Problemas 1.15/16 


1.17. Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal que passa pelo ponto B. 


900kN/m 


— im | 4m . 
Problema 1.17 


1.18. A viga suporta a carga distribuída mostrada. Deter- 
mine as cargas internas resultantes que agem na seção trans- 
versal que passa pelo ponto C. Considere que as reações nos 
apoios 4 e B sejam verticais. 


1.19. Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal que passa pelo ponto D no Problema 1.18. 


Problemas 1.18/19 


Tensão 11 


“1.20. A estrutura do poste de energia elétrica suporta os 
três cabos, e cada um deles exerce uma força de 4 kN nas 
escoras. Se as escoras estiverem acopladas por pinos em 4, 
BeC, determine as cargas internas resultantes nas seções 
transversais que passam pelos pontos D, E e F. 


da 12 
m o m ) 


“ 4kN 


Problema 1.20 


1.21. O guindaste de tambores suspende o tambor de 2,5 
kN. O pino de ligação está conectado à chapa em 4 e B. A 
ação de aperto sobre a borda do tambor é tal que somente 
forças horizontais e verticais são exercidas sobre o tambor 
em Ge H. Determine as cargas internas resultantes na seção 
transversal que passa pelo ponto I. 


1.22. Determine as cargas internas resultantes nas seções 
transversais que passam pelos pontos K e J no guindaste de 
tambores no Problema 1.21. 


Problemas 1.21/22 


1.23. O cano tem massa de 12 kg/m. Se ele estiver fixado à pa- 
rede em 4, determine as cargas internas resultantes que agem 
na seção transversal em B. Despreze o peso da chave CD. 
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Problema 1.23 


“1.24. A viga mestra AB suporta a carga na asa do avião. As 
cargas consideradas são a reação da roda de 175 kN em C,o 
peso de 6 kN do combustível no tanque da asa, com centro 
de gravidade em D, e o peso de 2 kN da asa, com centro de 
gravidade em E. Se a viga estiver fixada à fuselagem em 4, 
determine as cargas internas resultantes na viga nesse ponto. 
Considere que a asa não transfere nenhuma carga à fusela- 
gem, exceto pela viga. 


175 kN 


Problema 1.24 


1.25. Determine as cargas internas resultantes que agem na 
seção transversal que passa pelo ponto B do poste de sinali- 
zação. O poste está fixado ao solo, e uma pressão uniforme 
de 50 N/m? age perpendicularmente à parte frontal da placa 
de sinalização. 


Problema 1.25 


1.26. O eixo está apoiado em suas extremidades por dois 
mancais 4 e B e está sujeito às iorças aplicadas às polias nele 
fixadas. Determine as cargas internas resultantes que agem 
na seção transversal que passa pelo ponto D. As forças de 
400 N agem na direção —z e as forças de 200 N e 80 N agem 
na direção +y. Os suportes 4 e B exercem somente as com- 
ponentes y e z da força sobre o eixo. 


Problema 1.26 


1.27. O eixo está apoiado em suas extremidades por dois 
mancais, 4 e B, e está sujeito às forças aplicadas às polias 
nele fixadas. Determine as cargas internas resultantes que 
agem na seção transversal que passa pelo ponto C. As forças 
de 400 N agem na direção —z e as forças de 200 N e 80 N 
agem na direção +y. Os apoios 4 e B exercem somente as 
componentes y e z da força sobre o eixo. 


Problema 1.27 


“1.28. Determine as cargas internas resultantes que agem 
na seção transversal da estrutura nos pontos Fe G.O con- 
tato em E é liso. 


Problema 1.28 


1.29. A haste do parafuso está sujeita a uma tensão de 400 N. 
Determine as cargas internas resultantes que agem na seção 
transversal no ponto €. 


Problema 1.29 


1.30. O cano tem massa de 12 kg/m e está preso à parede 
em 4. Determine as cargas internas resultantes que agem na 


seção transversal que passa por B. 
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Problema 1.30 


1.31. A haste curvada tem raio re está presa à parede em B. 
Determine as cargas internas resultantes que agem na seção 
transversal que passa pelo ponto 4, o qual está localizado a 
um ângulo 6 em relação à horizontal. 


Problema 1.31 


“1.32. A haste curvada AD de raio r tem peso por com- 
primento w. Se ela estiver no plano horizontal, deter- 
mine as cargas internas resultantes que agem na seção 
transversal que passa pelo ponto B. Dica: A distância 
entre o centroide C do segmento AB e o ponto O é CO = 
0,9745 r. 


Problema 1.32. 
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1.33. Um elemento diferencial tomado de uma barra cur- 
vada é mostrado na figura. Mostre que dN/d9 = V,dV/do = 
—N,dM/do = -TedTdo=M. 


Problema 1.33 


1.3 Tensão 


Na Seção 1.2 dissemos que a força e o momento 
que agem em um ponto específico da área secionada 
de um corpo (Figura 1.9) representam os efeitos re- 
sultantes da distribuição de forças que agem sobre a 
área secionada (Figura 1.10a). Obter essa distribuição 
da carga interna é de suma importância na resistência 
dos materiais. Para resolver esse problema, é necessá- 
rio estabelecer o conceito de tensão. 

Considere que a área secionada está subdividida 
em pequenas áreas, como AA4 sombreada em tom mais 
escuro na Figura 1.104. À medida que reduzimos AA 
a um tamanho cada vez menor, temos de adotar duas 
premissas em relação às propriedades do material. 
Consideraremos que o material é contínuo, isto é, pos- 
sui continuidade ou distribuição uniforme de matéria 
sem vazios, em vez de ser composto por um número 
finito de moléculas ou átomos distintos. Além disso, o 
material deve ser coeso, o que significa que todas as 
suas porções estão muito bem interligadas, sem trincas 
ou separações. Uma força típica finita AF, porém muito 


Fr 


Figura 1.9 


pequena, agindo sobre a área AA a ela associada, é mos- 
tradana Figura 1.10a. Essa força,como todas as outras, 
terá uma direção única, mas, em nossa discussão, nós a 
substituiremos por suas três componentes, a saber, AF, 
AF, e AF, tangentes e normais à área, respectivamente. 
À medida que a área AA tende a zero, o mesmo ocorre 
com a força AF e suas componentes; porém, em geral, 
o quociente entre a força e a área tenderá a um limite 
finito. Esse quociente é denominado tensão e, como já 
observamos, descreve a intensidade da força interna so- 
bre um plano específico (área) que passa por um ponto. 


Tensão normal. A intensidade da força, ou força 
por unidade de área, que age perpendicularmente à 
AA, é definida como tensão normal, o (sigma). Visto 
que AF, é normal à área, então 


ii AF, 
“CABO AA 


(1.4) 


oz 


Se a força normal ou tensão tracionar o elemento 
de área AA, como mostra a Figura 1.10a, ela será 
denominada tensão de tração, ao passo que, se com- 
primir o elemento AA, ela será denominada tensão 
de compressão. 


Tensão de cisalhamento. A intensidade da for- 
ça, ou força por unidade de área, que age tangente a AA, 
é denominada tensão de cisalhamento, 7 (tau). Aquies- 
tão as componentes da tensão de cisalhamento: 


Eh 
Tex ADO AA (15) 
AF, 


Tt, = lim —— 
O AAS0AA 


Observe que a notação do índice z em o, é usa- 
da para indicar a direção da reta normal dirigida para 
fora, que especifica a orientação da área AA (Figura 
1.11). São usados dois índices para as componentes da 
tensão de cisalhamento, 7, e 7, O eixo z especifica a 
orientação da área e x e y referem-se às retas que indi- 
cam a direção das tensões de cisalhamento. 


Estado geral de tensão. Se o corpo for ain- 
da mais secionado por planos paralelos ao plano x-z 
(Figura 1.10b) e pelo plano y-z (Figura 1.10c), então 
podemos “cortar” um elemento cúbico de volume de 
material que representa o estado de tensão que age 
em torno do ponto escolhido no corpo (Figura 1.12). 
Assim, esse estado de tensão é caracterizado por três 
componentes que agem em cada face do elemento. 
Essas componentes da tensão descrevem o estado de 
tensão no ponto somente para o elemento orientado 
ao longo dos eixos x, y, z. Se o corpo fosse seciona- 
do em um cubo que tivesse alguma outra orientação, 


V, 


E (a) 


(c) 
Figura 1.10 
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Figura 1.11 Figura 1.12 


então o estado de tensão seria definido por um conjun- 
to diferente de componentes de tensão. 

Unidades. No Sistema Internacional de Unida- 
des de Medidas, ou Sistema SI, os valores da tensão 
normal e da tensão de cisalhamento são especificadas 
nas unidades básicas de newtons por metro quadrado 
(N/m?). Essa unidade, denominada 1 pascal (1 Pa = 1 
N/m?), é muito pequena, e, em trabalhos de engenha- 
ria, são usados prefixos como quilo (10º), simbolizado 
por k, mega (10º), simbolizado por M, ou giga (10º), 
simbolizado por G, para representar valores de tensão 
maiores, mais realistas. 


1.4 Tensão normal média em 
uma barra com carga axial 


Frequentemente, elementos estruturais ou mecâni- 
cos são compridos e delgados. Além disso, estão sujei- 
tos a cargas axiais que normalmente são aplicadas às 
extremidades do elemento. Pendurais, parafusos e ele- 
mentos de treliças são exemplos típicos. Nesta seção, 
determinaremos a distribuição de tensão média que 
age na seção transversal de uma barra com carga axial, 
como aquela cuja forma geral é mostrada na Figura 
1.13a, Esta seção define a área da seção transversal da 
barra e, como todas as outras seções transversais são 
iguais, a barra é denominada prismática. Se desprezar- 
mos o peso da barra e da seção conforme é indicado, 
então, para o equilíbrio do segmento inferior (Figura 
1.13b), a força resultante interna que age na área da 
seção transversal deve ter valor igual, direção oposta 
e ser colinear à força externa que age na parte inferior 
da barra. 


Premissas. Antes de determinarmos a distribui- 
ção da tensão média que age sobre a área da seção 
transversal da barra, é necessário adotar duas premis- 
sas simplificadoras em relação à descrição do material 
e à aplicação específica da carga. 


* Às vezes, a tensão é expressa em unidades de N/mm?, em que 
1mm = 10º m. Todavia, o SI não permite prefixos no denomina- 
dor de uma fração, portanto é melhor usar a unidade equivalente 
1 N/mm? = 1 MN/m? = 1 MPa. 
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P Região de 
deformação 

| Força interna uniforme 

: da barra 


Área da seção 
transversal 


Força externa 


TV <— 


Figura 1.13 


1. É necessário que a barra permaneça reta antes e de- 
pois da aplicação da carga; além disso, a seção trans- 
versal deve permanecer achatada ou plana durante a 
deformação, isto é, durante o tempo em que ocorrer 
a mudança no volume e na forma da barra. Se isso 
acontecer, as linhas horizontais e verticais da grade 
aplicada à barra se deformarão uniformemente quan- 
do a barra for submetida à carga (Figura 1.13c). Não 
consideraremos aqui as regiões da barra próximas às 
suas extremidades, onde a aplicação das cargas ex- 
ternas pode provocar distorções localizadas. Em vez 
disso, focalizaremos somente a distribuição de tensão 
no interior da seção média da barra. 

2. Para que a barra sofra deformação uniforme é ne- 
cessário que P seja aplicada ao longo do eixo do 
centroide da seção transversal e que o material seja 
homogêneo e isotrópico. Materiais homogêneos 
têm as mesmas propriedades físicas e mecânicas em 
todo o seu volume e materiais isotrópicos têm as 
mesmas propriedades em todas as direções. Muitos 


materiais de engenharia podem ser considerados 
homogêneos e isotrópicos por aproximação, como 
fazemos neste livro. O aço, por exemplo, contém 
milhares de cristais orientados aleatoriamente em 
cada milímetro cúbico de seu volume, e, visto que 
a maioria dos problemas que envolvem esse mate- 
rial tem um tamanho físico muito maior do que um 
único cristal, a premissa adotada em relação à com- 
posição desse material é bem realista. Entretanto, 
devemos mencionar que o aço pode ser transfor- 
mado em anisotrópico por laminação a frio (isto é, 
se for laminado ou forjado em temperaturas sub- 
críticas). Materiais anisotrópicos têm proprieda- 
des diferentes em direções diferentes e, ainda que 
seja esse o caso, se a anisotropia for orientada ao 
longo do eixo da barra, então a barra também se 
deformará uniformemente quando sujeita a uma 
carga axial. Por exemplo, a madeira, por causa de 
seus grãos ou fibras, é um material de engenharia 
homogêneo e anisotrópico e, como possui uma 
orientação padronizada de suas fibras, ela se pres- 
ta perfeitamente à análise que faremos a seguir. 


Distribuição da tensão normal média. Con- 
tanto que a barra esteja submetida a uma deformação 
uniforme e constante como já observamos, essa de-. 
formação é o resultado de uma tensão normal cons- 
tante o, Figura 1.13d. O resultado é que cada área 
AA na seção transversal está submetida a uma força 
AF = cÃA,e a soma dessas forças que agem em toda a 
área da seção transversal deve ser equivalente à força 
resultante interna P na seção. Se fizermos AA — dA e, 
portanto, AF — dF, então, reconhecendo que o é cons- 


tante, tem-se 
Alias Ar; far = Ji o dA 
A 
P=gAÃ 


(1.6) 


onde 

o = tensão normal média em qualquer ponto na área 
da seção transversal 

P = força normal interna resultante, que é aplicada no 
centroide da área da seção transversal. P é deter- 
minada pelo método das seções e pelas equações 
de equilíbrio 

A = área da seção transversal da barra 


A carga interna P deve passar pelo centróide da se- 
ção transversal, visto que a distribuição de tensão uni- 
forme produzirá momentos nulos em torno de quais- 
quer eixos x e y que passem por esse ponto (Figura 
1.13d). Quando isso ocorre, 


(MR), = LM; 0=- [xdP = 
A 


[roda - “o [xdA 
A A 


Essas equações são, de fato, verdadeiras, uma vez 
que, pela definição de centroide, /yd4A=0e /xdA=0. 
(Veja o Apêndice A.) 


Equilíbrio. Deve ser evidente que existe somente 
uma tensão normal em qualquer elemento de volume 
de material localizado em cada ponto na seção trans- 
versal de uma barra com carga axial. Se considerarmos 
o equilíbrio vertical do elemento (Figura 1.14), então, 
aplicando a equação do equilíbrio de forças: 


o(AA) — o (AA) = 0 


o=o' 


Em outras palavras, as duas componentes da ten- 
são normal no elemento devem ter valores iguais, mas 
direções opostas, o que é denominado tensão uniaxial. 

A análise anterior aplica-se a elementos sujeitos a 
tensão ou compressão, como mostra a Figura 1.15. Por 
interpretação gráfica, a amplitude da força resultante 
interna P é equivalente ao volume sob o diagrama de 
tensão; isto é, P = o A (volume = altura x base). Além 
disso, como consequência do equilíbrio de momentos, 
essa resultante passa pelo centroide desse volume. 

Embora essa análise tenha sido desenvolvida para 
barras prismáticas, essa premissa pode ser adaptada um 
pouco para incluir barras que tenham uma [eve conici- 
dade. Por exemplo, usando a análise mais exata da teo- 
ria da elasticidade, podemos demonstrar que, no caso de 
uma barra cônica de seção retangular cujo ângulo entre 
dois lados adjacentes seja 15º, a tensão normal média 
calculada por o = P/A, é somente 2,2% menor que seu 
valor determinado pela teoria da elasticidade. 


Tensão normal média máxima. Em nossa 
análise, a força interna P e a área da seção transversal 
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o 


, 


Figura 1.14 


| 


Compressão 


Figura 1.15 


A eram constantes ao longo do eixo longitudinal da 
barra e, como resultado, a tensão normal o = P/A 
também é constante em todo o comprimento da barra. 
Entretanto, ocasionalmente, a barra pode estar sujeita 
a várias cargas externas ao longo de seu eixo ou pode 
ocorrer uma mudança em sua área da seção transversal. 
O resultado é que a tensão normal no interior da bar- 
ra poderia ser diferente de uma seção para outra e, se 
quisermos determinar a tensão normal média máxima, 
torna-se importante determinar o lugar onde a razão P/A 
é um máximo. Para isso, é necessário determinar a força 
interna P em várias seções ao longo da barra. Neste caso, 
pode ser útil mostrar essa variação por meio de um dia- 
grama de força axial ou normal. Especificamente, esse 
diagrama é uma representação gráfica da força normal 
P em relação à posição x ao longo do comprimento da 
barra. Como convenção de sinais, P será positiva se cau- 
sar tração no elemento e negativa se causar compressão. 
Uma vez conhecida a carga interna em toda a barra, en- 
tão a razão P/A máxima pode ser identificada. 


Tensão 


FONTOS IMPORTANTES 
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À equação & 


PIA dá a tensão normal média na área da seção transversal de um elemento quando a seção é 


submetida a uma força normal resultante interna P. Para elementos com carga axial, a aplicação dessa equação exige 


as etapas descritas a seguir. 


Carga interna 


* Secione o elemento perpendicularmente a seu eixo longitudinal no ponto onde a tensão normal deve ser deter- 
minada é use-o diagrama de corpo livre e as equações de equilíbrio de forças necessárias para obter a força axial 


interna P na seção. 


Tensão normal média 


e Determine a área da seção transversal do elemento na seção analisada e calcule a tensão normal média o = P/A. 

* Sugerimos que a ação de o seja mostrada sobre um pequeno elemento de volume do material localizado em um 
ponto na seção onde a tensão é calculada. Para isso, em primeiro lugar, desenhe o na face do elemento coinci- 
dente com a área secionada A. Aqui,o age na mesma direção que a força interna P, uma vez que todas as tensões 
normais na seção transversalagem nessa direção para desenvolverem essa resultante. A tensão normal o que age 
na face oposta do elemento pode ser desenhada em sua direção adequada. 


EXEMPLO 1.6 


A barra na Figura 1.16a tem largura constante de 35 mm 
e espessura de 10 mm. Determine a tensão normal média 
máxima na barra quando ela é submetida à carga mostrada. 


SOLUÇÃO 


Carga interna. Por inspeção, as forças internas axiais nas 
regiões AB, BC e CD são todas constantes, mas têm valores 
diferentes. Essas cargas são determinadas usando o método 


EE SEER a 
12kN «ED Pap = 12kN 


9kN 


=> Pac = 30kN 


SEN 
Pep =22kN «— O » kN 
(b) 
P(kN) 


22 


Figura 1.16 


das seções na Figura 1.16b; o diagrama de força normal que 
representa esses resultados graficamente é mostrado na Fi- 
gura 1.16c. Por inspeção, a maior carga está na região BC, 
onde P,.. = 30 kN. Visto que a área da seção transversal da 
barra é constante, a maior tensão normal média também 
ocorre dentro dessa região. 


Tensão normal média. Aplicando a Equação 1.6, temos 


30(10º)N 


Resposta 


OBSERVAÇÃO: A distribuição de tensão que age sobre 
uma seção transversal arbitrária da barra dentro da região 
BC é mostrada na Figura 1.16d. Graficamente, o volume (ou 
“bloco”) representado por essa distribuição é equivalente à 
carga de 30 kN; isto é, 30 kN = (85,7 MPa)(35 mm)(10 mm). 


EXEMPLO 1.7 


A luminária de 80 kg é sustentada por duas hastes, AB 
e BC, como mostra a Figura 1.17a. Se AB tiver diâmetro de 
10 mm e BC tiver diâmetro de 8 mm, determine a tensão 
normal média em cada haste. 


SOLUÇÃO 


Carga interna Em primeiro lugar, devemos determinar a 
força axial em cada haste. A Figura 1.17b mostra um diagra- 
ma de corpo livre da luminária. Aplicando as equações de 
equilíbrio de forças, obtemos 


+zF,=0; Fal) — Fyy COS 60º = 
+IZF, = 0;F,(3) + Fo, Sen 60º — 7848 N = 0 


Fc= 3952N, F = 6324N 


y 
F»A Fac 


80(9,81) = 784,8N 
(b) 


8,05 MPa 


(d) 


Figura 1.17 


Pela terceira lei de Newton, a qual diz que a cada ação cor- 
responde uma reação igual em sentido contrário, essas forças 
submetem as hastes à tensão em todo o seu comprimento. 


Tensão normal média. Aplicando a Equação 1.6, temos 


FBc 395,2 N 
- = = 7,86 MPa R fi 
Co Asc (0,004 m) RES S 
Epá :6324N: 
= E = 8,05 MP 
TBA Asa m(0,005m)? a Resposta 
OBSERVAÇÃO: A distribuição de tensão normal média 


qué age sobre uma'seção transversal da haste AB é mos- 
trada na Figura 1.17e, e em um ponto nessa seção transver- 
sal, um elemento de imaterial sofre-tensão, como. mostra a 
Figura 1.17d. 
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EXEMPLO 1.8 


A peça fundida mostrada na Figura 1.18a é feita de aço, 
cujo peso específico é y., = 80 kN/mº, Determine a tensão 
de compressão média que age nos pontos 4 e B. 


64 kN/m? 
(b) (c) 
Figura 1.18 


SOLUÇÃO 


Carga interna. A Figura 1.18b mostra um diagrama de 
corpo livre do segmento superior da peça fundida onde a 
seção passa pelos pontos 4 e B. O peso desse segmento é 
determinado por W = Yo V aço: Assim, a força axial interna 
P na seção é So: =0; 


P-Wço-) 
P-(80 kN/m*)(0,8 m)m(0,2 m)? = O 
P = 8,042 kN 


Tensão de compressão média. A área da seção transver- 
sal na seção é A = q(0,2 m)?, portanto a tensão de compressão 
média torna-se 
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- P - 8042kN 
A v02m) 
= 64,0 kNm? 


Resposta 


OBSERVAÇÃO: A tensão mostrada no elemento de volume 
de material na Figura 1.18c é representativa das condições no 
ponto 4 ou no ponto B. Observe que essa tensão age para 
cima na parte inferior ou face sombreada do elemento, já que 
essa face faz parte da área da superfície inferior da seção cor- 
tada e, nessa superfície, a força resultante interna P está em- 
purrando para cima. 


EXEMPLO 1.9 


O elemento AC mostrado na Figura 1.19a está submetido 
a uma força vertical de 3 kN. Determine a posição x dessa for- 
ça de modo que a tensão de compressão média no apoio liso C 
seja igual à tensão de tração média na barra AB. A área da se- 
ção transversal da barra é 400 mm? e a área em C é 650 mm?, 


(b) 
Figura 1.19 


SOLUÇÃO 


Carga interna. As forças em 4 e C podem ser relaciona- 
das considerando-se o diagrama de corpo livre para o ele- 
mento AC (Figura 1.19b). Há três incógnitas, a saber, FF. 


e x. Para resolver este problema, trabalharemos em unidades 
newtons e milímetros. 


H3F,=0; Ft F.—3000N=0 (1) 
L+2M, = 0; —3.000 N(x) + F.(200 mm) = O (2) 


Tensão normal média. Podemos escrever uma terceira 
equação necessária, a qual exige que a tensão de tração na 
barra AB e a tensão de compressão em € sejam equivalentes, 
isto é, 


PRP E 
400mm?  650mm? 
Fc = 1,625F up 


Substituindo essa expressão na Equação 1, resolvendo para 
F,, e então, resolvendo para F, obtemos 


F,p = 1.143N 
F.=1.857N 


A posição da carga aplicada é determinada pela Equação 2, 


x = 124 mm Resposta 


OBSERVAÇÃO: 0< x <200mm,como exigido. 


1.5 Tensão de cisalhamento 
média 


A tensão de cisalhamento foi definida na Seção 1.3 
como a componente da tensão que age no plano da área 
secionada. Para mostrar como essa tensão pode desenvol- 
ver-se, consideraremos o efeito da aplicação de uma força 
Faà barra na Figura 1.20a. Se considerarmos apoios rígidos 
e F suficientemente grande, o material da barra irá defor- 
mar-se e falhar ao longo dos planos identificados por AB 
e CD. Um diagrama de corpo livre do segmento central 
não apoiado da barra (Figura 1.20b) indica que a força de 
cisalhamento V = F/2 deve ser aplicada a cada seção para 
manter o segmento em equilíbrio. A tensão de cisalha- 
mento média distribuída sobre cada área secionada que 
desenvolve essa força de cisalhamento é definida por 


V 
Tméd A 
(1.7) 


Nessa expressão, 


Tea — tensão de cisalhamento média na seção, que 
consideramos ser a mesma em cada ponto 
localizado na seção 

V = força de cisalhamento interna resultante na se- 

ção determinada pelas equações de equilíbrio 

A = área na seção 
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Figura 1.20 


A ação da distribuição da tensão de cisalhamento 
média sobre as seções é mostrada na Figura 1.20c. Ob- 
serve que 7, «q está na mesma direção de V, uma vez 
que a tensão de cisalhamento deve criar forças associa- 
das e que todas elas contribuem para a força resultante 
interna V na seção analisada. 

O caso de carregamento discutido na Figura 1.20 é um 
exemplo de cisalhamento simples ou direto, visto que o 
cisalhamento é causado pela ação direta da carga aplica- 
da F. Esse tipo de cisalhamento ocorre frequentemente 
em vários tipos de acoplamentos simples que utilizam pa- 
rafusos, pinos, material de solda etc. Todavia, em todos es- 
ses casos, a aplicação da Equação 1.7 é apenas uma apro- 
ximação. Uma investigação mais exata da distribuição 
da tensão de cisalhamento na seção crítica revela, muitas 
vezes, que ocorrem tensões de cisalhamento no material 
muito maiores do que as previstas por essa equação. Em- 
bora isso possa acontecer, a aplicação da Equação 1.7 é, 
de modo geral, aceitável para muitos problemas de en- 
genharia envolvendo projeto e análise. Por exemplo, as 
normas de engenharia permitem sua utilização para o 
cálculo das dimensões de elementos de fixação como 
parafusos e para obtenção da resistência de fixação de 
juntas sujeitas a cargas de cisalhamento. A propósito, dois 
tipos de cisalhamento que ocorrem frequentemente na 
prática merecem tratamento separado. 


Cisalhamento simples. As juntas de aço e 
madeira mostradas nas Figuras 1.21a e 1.21c, res- 
Pectivamente, são exemplos de acoplamentos de 
cisalhamento simples normalmente denominados 
juntas sobrepostas. Nesse caso, consideraremos que 
Os elementos são finos e que a porca na Figura 1.2la 
não está muito apertada, o que nos permite des- 
prezar O atrito entre os elementos. Se fizermos um 
corte entre os elementos, obteremos os diagramas 


(b) 


(d) 
Figura 1.21 


de corpo livre mostrados nas Figuras 1.21b e 1.21d. 
Sendo os elementos finos, podemos desprezar o mo- 
mento criado pela força F. Por consequência, para 
equilíbrio, a área da seção transversal do parafuso 
na Figura 1.21b e a superfície de fixação entre os ele- 
mentos na Figura 1.21d estão sujeitas somente a uma 
única força de cisalhamento simples V = F. Essa for- 
ça é usada na Equação 1.7 para determinar a tensão 
de cisalhamento média que age na seção mais clara 
da Figura 1.21d. 


Cisalhamento duplo. Quando a junta é cons- 
truída como mostra a Figura 1.22a ou 1.22c, duas super- 
fícies de cisalhamento devem ser consideradas. Esses 
tipos de acoplamentos são normalmente denominados 
juntas de dupla superposição. Se fizermos um corte en- 
tre cada um dos elementos, os diagramas de corpo li- 
vre do elemento central serão como os mostrados nas 
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Plano da seção 


dd Cisalhamento puro 


(a) (b) 
Figura 1.23 


momento 


Do ; 
força braço distância 


E”. 
tensão área 


ZM, =0; —ry(Ax Ay) Az + ry(Ax Az) Ay =0 


Figura 1.22 


; . , de modo que 
Figuras 1.22b e 1.22d. Temos aqui uma condição de ci- 


salhamento duplo. Por consequência, V = F/2 age so- a ec 1 
bre cada área secionada, e esse cisalhamento deve ser 


considerado quando pica mes ge Em outras palavras, o equilíbrio de forças e mo- 


mentos exige que a tensão de cisalhamento que age 
sobre a face superior do elemento seja acompanha- 
da por tensões de cisalhamento que agem sobre as 
três outras faces (Figura 1.23b). Nesse caso, todas as 
quatro tensões de cisalhamento devem ter valores 
iguais e serem direcionadas no mesmo sentido ou 
em sentido oposto uma das outras nas bordas opos- 
tas do elemento. Isso é denominado propriedade 
tensão área complementar do cisalhamento e, sob as condições 


Equilíbrio. Considere um elemento de volume de 
material tomado em um ponto localizado na superfície 
de qualquer área secionada na qual age uma tensão de 
cisalhamento média (Figura 1.23a). Se considerarmos 
o equilíbrio de forças na direção y, então 


força 


Di q . : Ê : 

SF, = 0; TolAx Ay) — 7, 4x Ay = 0 mostradas na Figura 1.23,0 material está submetido 
: a cisalhamento puro. 

Tay Tr Embora aqui tenhamos considerado um caso de ci- 


salhamento simples provocado pela ação direta de uma 

De modo semelhante, o equilíbrio de forças na di- carga, em capítulos posteriores mostraremos que a ten- 

reção z dá como resultado 7, = 7". Por fim, conside- são de cisalhamento também pode surgir indiretamen- 
rando os momentos em torno do eixo x, te devido à ação de outros tipos de carga. 


À equação 7, 
ção | deve obedeger é as etapas descritas a seguir 


Cisalhamento interno 


e Secione o elemento no ponto dido a tensão de cisalhamento média deve ser determinada, 
e Fação diagrama de corpo livre adequado e calcule a força de cisalhamento interna v que age na seção que é 


necessária para manter a peça em equilíbrio. — 


Tensão de cisalhamento média 
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e Determine a área secionada A e calcule a tensão de cisalhamento média + med VIA. 

e Sugerimos que 7 ., Seja mostrada sobre um pequeno elemento de volume do material localizado em um ponto 

“ da seção onde a tensão é determinada. Para tanto, em primeiro lugar, represente 7, eq nã face do elemento coin- 
cidente com a área secionada A. Essa tensão de cisalhamento age na mesma direção de V. Então, as tensões 
de cisalhamento que agem sobre os três planos adjacentes podem ser desenhadas em suas direções adequadas, 


conforme o esquema mostrado na Figura 1.23. 


EXEMPLO 1.10 | PLO 1.10 


A barra mostrada na Figura 1.24a tem área de seção 
transversal quadrada com 40 mm de profundidade e lar- 
gura. Se uma força axial de 800 N for aplicada ao longo do 
eixo que passa pelo centroide da área da seção transversal 
da barra, determine a tensão normal média e a tensão de 
cisalhamento média que agem no material ao longo do (a) 
plano de seção a-a e do (b) plano de seção b-b. 


SOLUÇÃO 
Parte (a) 
Carga interna. A barra é secionada (Figura 1.24b), e a car- 


ga interna resultante consiste somente em uma força axial 
para a qual P = 800 N. 


Tensão média. A tensão normal média é determinada 


pela Equação 1.6. 


PO 800 N 
A (0,04m)(0,04m 


o= 


) = 500 kPa Resposta 


800 N 


(b) 


800 N 


500 kPa 


(c) 


Figura 1.24 
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Não existe nenhuma tensão de cisalhamento na seção, 
visto que a força de cisalhamento na seção é zero. 


Tag O Resposta 
OBSERVAÇÃO: A distribuição da tensão normal média na 
seção transversal é mostrada na Figura 1.24c. 


Parte (b) 

Carga interna. Se a barra for secionada ao longo de b-b, 
o diagrama de corpo livre do segmento esquerdo é mostrado 
na Figura 1.24d. Neste caso, a força normal (N) e a força de 
cisalhamento (V) agem na área secionada. A utilização dos 
eixos x,y resulta 


+2F,=0; 800 N + N sen 60º + V cos 60º = 0 
far, =0; Vsen 60º — N cos 60º = O 
ou, mais diretamente, utilizando os eixos x”, y”, 
+NZF, = 0; N — 800 N cos 30º = 0 
+72F, =0; V — 800 N sen 30º = 0 
Resolvendo qualquer conjunto de equações, 
N = 692,8N 
V = 400 N 


Tensões médias. Neste caso, a área secionada tem espessura 
e profundidade de 40 mm e 40 mm/sen 60º = 46,19 mm, respec- 
tivamente (Figura 1.24a). Portanto, a tensão normal média é 


N 692,8 N 
o = 375 
E TAdA (0,04 m)(0,04619 m) kPa Resposta 
e a tensão de cisalhamento média é 
ig 400 N 
= = 217kP 
méd” “A (0,04 M)(0,04619 m) E Resposta 


OBSERVAÇÃO: A distribuição das tensões é mostrada na 
Figura 1.24€. 


EXEMPLO 1.11 


A escora de madeira mostrada na Figura 1.25a está sus- 
pensa por uma haste de aço de 10 mm de diâmetro que está 
presa na parede. Considerando que a escora suporta uma 
carga vertical de 5 kN, calcule a tensão de cisalhamento mé- 
dia na haste na parede e ao longo dos dois planos sombrea- 
dos da escora, um dos quais é indicado como abcd. 


SOLUÇÃO 


Cisalhamento interno. Como mostra o diagrama de 
corpo livre na Figura 1.25b, a haste resiste à força de ci- 
salhamento de 5 kN no local em que está presa à pare- 
de. A Figura 1.25c mostra um diagrama de corpo livre do 
segmento secionado da escora que está em contato com a 
haste. Aqui, a força de cisalhamento que age ao longo de 
cada plano sombreado é 2,5 kN. 


20 mm 


Força da escora 
sobre a haste 


So se 


O mm 


63,7 MPa 
Força da haste 
sobre a escora 
(d) 
5 kN 
3,12 MPa 


(e) 
Figura 1.25 


Tensão de cisalhamento média. Para a haste, 


V 5.000 N 
Tméd "q 7(0,005m)2 PINÇA Resposta 
Para a escora, 
V 2.500 N 
Tméd= — F = 3,12 MPa Resposta 


A (0,04m)(0,02 m) 


OBSERVAÇÃO: A distribuição da tensão de cisalhamento 
média no segmento secionado de haste e escora é mostrada 
nas figuras 1.25d e 1.25e, respectivamente. Além disso, essas 
figuras mostram um elemento de volume típico do material 
tomado em um ponto localizado na superfície de cada seção. 
Observe cuidadosamente como a tensão de cisalhamento 
deve agir em cada face sombreada desses elementos e, então, 
nas faces adjacentes dos elementos. 


O elemento inclinado na Figura 1.26a está submetido a 
uma força de compressão de 3.000 N. Determine a tensão 
de compressão média ao longo das áreas de contato lisas 
definidas por AB e BC e a tensão de cisalhamento média ao 
longo do plano horizontal definido por EDB. 


3.000 N 


Figura 1.26 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. O diagrama de corpo livre do elemento 
inclinado é mostrado na Figura 1.26b. As forças de compres- 
são que agem nas áreas de contato são 


Tensão 25 
SsF,=0; Fi; — 3.000 N(3)= 0 F,s = 1.800 N 
HF, =0; Fse— 3000 N($)= 0 Fac = 2.400N 


Além disso, pelo diagrama de corpo livre do segmento 
superior do elemento inferior (Figura 1.26c), a força de cisa- 
lhamento que age no plano horizontal secionado EDB é 


ASF, =0; 
Tensão média. As tensões de compressão médias ao longo 
dos planos horizontal e vertical do elemento inclinado são 


V = 1.800N 


y 1.800N 7 E Resposta 
di (ES mm(dO mm) — 1,80N/mm 
2.400N 
= —— = 1,20N/mm? Resposta 


“Bc * (50 mm)(40 mm) 


Essas distribuições de tensão são mostradas na Figura 1.26d. 


A tensão de cisalhamento média que age no plano hori- 
zontal definido por EDB é 


= 1800N 
méa É (75 mm)(40 mm) 


= 0,60 Nimm? Resposta 


A distribuição dessa tensão na área secionada em ques- 
tão é mostrada na Figura 1.26€. 


PROB A 


1.34. A coluna está sujeita a uma força axial de 8 kN 
aplicada no centroide da área da seção transversal. Deter- 
mine a tensão normal média que age na seção a-a. Mostre 
como fica essa distribuição de tensão sobre a seção trans- 
versal da área. 


8 kN 


Problema 1.34 
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1.35. O arganéu da âncora suporta uma força de cabo de 
3 kN. Se o pino tiver diâmetro de 6 mm, determine a tensão 500 N 
média de cisalhamento no pino. 


65 mm 


140 mm 


200 N 


Problema 1.37 


1.38. O pequeno bloco tem espessura de 5 mm. Se a dis- 
tribuição de tensão no apoio desenvolvida pela carga variar 
Problema 1.35 como mostra a figura, determine a força F aplicada ao bloco 


g : ; e a distância d até o ponto onde ela é aplicada. 
“1.36. Durante uma corrida, o pé de um homem com mas- Pp Pp 


sa 75 kg é submetido momentaneamente a uma força equi- 
valente a 5 vezes o seu peso. Determine a tensão normal 
média desenvolvida na tíbia T da perna desse homem na 
seção média a-a. A seção transversal pode ser considerada 
circular, com diâmetro externo de 45 mm e diâmetro inter- 
no de 25 mm. Considere que a fíbula F não está suportando 
nenhuma carga. 


40 MPa 


Problema 1.38 


1.39. Aalavanca está presa ao eixo fixo por um pino cônico 
AB, cujo diâmetro médio é 6 mm. Se um binário for aplicado 
à alavanca, determine a tensão de cisalhamento média no 
pino entre ele e a alavanca. 


Problema 1.36 


75 gN B Amm 

1.37. Omancal de encosto está sujeito às cargas mostradas. 250 mm ll 250 mm 
Determine a tensão normal média desenvolvida nas seções 

transversais que passam pelos pontos B, Ce D. Faça um ras- 20 N 20 N 
cunho dos resultados sobre um elemento de volume infinite- 


simal localizado em cada seção. Problema 1.39 


“1.40. O bloco de concreto tem as dimensões mostradas na 
figura. Se o material falhar quando a tensão normal média 
atingir 0,840 MPa, determine a maior carga vertical P aplica- 
da no centro que ele pode suportar. 


1.41. O bloco de concreto tem as dimensões mostradas na 
figura. Se ele for submetido a uma força P = 4 kN aplicada 
em seu centro, determine a tensão normal média no mate- 
rial. Mostre o resultado sobre um elemento de volume infi- 
nitesimal do material. 


Problemas 1.40/41 


1.42. A luminária de 250 N é sustentada por três hastes de 
aço interligadas por um anel em A. Determine qual das has- 
tes está submetida à maior tensão normal média e calcule 
seu valor. Considere 0 = 30º. O diâmetro de cada haste é 
cado na figura. 


1.43. Resolva o Problema 1.42 para 0 = 45º. 


“1.44. A luminária de 250 N é sustentada por três hastes 
de aço interligadas por um anel em 4, Determine o ângulo 
de orientação 8 de AC de modo que a tensão normal média 
na haste AC seja duas vezes a tensão normal média na haste 
AD. Qual é a intensidade da tensão em cada haste? O diã- 
metro de cada haste é dado na figura. 


Problemas 1.42/43/44 
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1.45. Oeixo está sujeito à força axial de 30 kN. Se ele passar 
pelo orifício de 53 mm de diâmetro no apoio fixo 4, deter- 
mine a tensão no mancal que age sobre o colar C. Determine 
também a tensão de cisalhamento média que age ao longo 
da superfície interna do colar no ponto onde ele está acopla- 
do ao eixo de 52 mm de diâmetro. 


30 kN 


40 mm 


Problema 1.45 


1.46. Os dois elementos de aço estão interligados por uma 
solda de topo angulada de 60º. Determine a tensão de ci- 
salhamento média e a tensão normal média suportada no 
plano da solda. 


60º 
30 mm 


Problema 1.46 


1.47. O gancho é usado para sustentar o tubo de tal modo 
que a força no parafuso vertical é 775 N. Determine a tensão 
normal média desenvolvida no parafuso BC se ele tiver diá- 
metro de 8 mm. Considere que A seja um pino. 


TISN 


40 mm|/30 mm 


Problema 1.47 


“1.48. A prancha de madeira está sujeita a uma força de 
tração de 425 N. Determine a tensão de cisalhamento média 
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e a tensão normal média desenvolvidas nas fibras damadeira “1.52. A junta está submetida a uma força axial de 5 kN. 

orientadas ao longo da seção a-a a 15º em relação ao eixo Determine a tensão normal média que age nas seções AB 

da prancha. e BC. Considere que o elemento é liso e tem 50 mm de 
espessura. 


25 mm 


Problema 1.48 


1.49. A junta de topo quadrada aberta é usada para trans- 
mitir uma força de 250 N de uma placa a outra. Determi- 
ne as componentes da tensão de cisalhamento média e da 
tensão normal média que essa carga cria na face da solda, 
seção AB. 


Problema 1.52 


250N 1.53. O garfo está sujeito a força e a um binário. Determi- 
ne a tensão de cisalhamento média no parafuso que age nas 
seções transversais que passam por 4 e B. O parafuso tem 6 
mm de diâmetro. Dica: O binário sofre a resistência de um 


conjunto de forças desenvolvidas na haste do parafuso. 
50 mm 


Problema 1.49 


1.50. O corpo de prova falhou no ensaio de tração a um 
ângulo de 52º sob uma carga axial de 100 kN. Se o diâmetro 
do corpo de prova for 12 mm, determine a tensão de cisalha- 
mento média e a tensão normal média que agem na área do 
plano de falha inclinado. Determine também qual a tensão 
normal média em atuação sobre a seção transversal quando 
ocorreu a falha. 


Problema 1.53 


Problema 1.50 1.54. Os dois elementos usados na construção da fuselagem 
de um avião estão interligados por uma solda em boca-de- 
1.51. Um corpo de prova sob tração com área de seção peixe a 30º. Determine a tensão de cisalhamento média e a 
transversal A é submetido a uma força axial P. Determinea | tensão normal média no plano de cada solda. Considere que 
tensão de cisalhamento média máxima no corpo de prova e cada plano inclinado suporta uma força horizontal de 2 kN. 
indique a orientação 6 de uma seção na qual ela ocorre. 


375 mm 30º 


4kN 


30º 
Problema 1.51 Problema 1.54 


1.55. Os grampos na fileira AB contida no grampeador es- 
tão colados de modo que a tensão de cisalhamento máxima 
que a cola pode suportar é 8, = 84 kPa. Determine a força 
mínima F que deve ser aplicada ao êmbolo para extrair um 
grampo da fileira por cisalhamento e permitir que ele saia 
sem deformação pela fenda em €C. As dimensões externas do 
grampo são mostradas na figura, e a espessura é 1,25 mm. 
Considere que todas as outras partes são rígidas e despreze 
o atrito. 


Problema 1.55 


*1.56. Os diâmetros das hastes AB e BC são 4 mm e 6 mm, 
respectivamente. Se for aplicada uma carga de 8 kN ao anel 
em B, determine a tensão normal média em cada haste se 
0 = 60º. 


1.57. Os diâmetros das hastes AB e BC são 4 mm e 6 mm, 
respectivamente. Se a carga vertical de 8 KN for aplicada ao 
anel em B, determine o ângulo 6 da haste BC de modo que 
a tensão normal média em cada haste seja equivalente. Qual 
é essa tensão? 


8kN 
Problemas 1.56/57 


1.58. Cada uma das barras da treliça tem área de seção 
transversal de 780 mm?, Determine a tensão normal média 
em cada elemento resultante da aplicação da carga P = 40 
kN, Indique se a tensão é de tração ou de compressão. 


1.59. Cada uma das barras da treliça tem área de seção 
transversal de 780 mm. Se a tensão normal média máxima 
em qualquer barra não pode ultrapassar 140 MPa, determi- 
ne o valor máximo P das cargas que podem ser aplicadas 
à treliça. 


Tensão 29 


0,75 P 


Problemas 1.58/59 


“1.60. O tampão é utilizado para vedar a extremidade do 
tubo cilíndrico que está sujeito a uma pressão interna p = 
650 Pa. Determine a tensão de cisalhamento média que a 
cola exerce sobre os lados do tubo necessária para manter 
o tampão no lugar. 


Problema 1.60 


1.61. O alicate de pressão é usado para dobrar a extremi- 
dade do arame E. Se uma força de 100 N for aplicada nas 
hastes do alicate, determine a tensão de cisalhamento média 
no pino em 4. O pino está sujeito a cisalhamento duplo e 
tem diâmetro de 5 mm. Somente uma força vertical é exer- 
cida no arame. 


1.62. Resolva o Problema 1.61 para o pino B, o qual está 
sujeito a cisalhamento duplo e tem 5 mm de diâmetro. 


100N 


100 N 


Problemas 1.61/62 


1.63. A lâmpada de engate do vagão ferroviário é sustenta- 
da pelo pino de 3 mm de diâmetro em A. Se a lâmpada pesar 
20 Ne o peso do braço extensor AB for 8 N/m, determine a 
tensão de cisalhamento média no pino necessária para sus- 
tentar a lâmpada. Dica: A força de cisalhamento no pino é 
causada pelo binário exigido para o equilíbrio em 4. 
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Problema 1.63 


“1.64. A estrutura de dois elementos está sujeita a um car- 
regamento distribuído mostrado. Determine a tensão nor- 
mal média e a tensão de cisalhamento média que agem nas 
seções a-a e b-b. A seção transversal quadrada do elemento 
CB tem 35 mm. Considere w = 8 kN/m. 


Problema 1.64 


1.65. O elemento A da junta escalonada de madeira usada 
na treliça está submetido a uma força de compressão de 5 
kN. Determine a tensão normal média que age na haste do 
pendural € com diâmetro de 10 mm e no elemento B com 
espessura de 30 mm. 


Problema 1.65 


81.66. Considere o problema geral de uma barra composta 
por m segmentos, cada um deles com área de seção trans- 
versal constante 4, e comprimento L. Se houver n cargas 


na barra como mostra a figura, escreva um código compu- 
tacional que possa ser usado para determinar a tensão nor- 
mal média em qualquer localização especificada x. Mostre 
uma aplicação do programa usando os valores L, = 1,2m, 
d,=0,6m,P,=2kN,A, = 1.875mm?,L = 0,6m,d, = 1,8m, 
P,=-1,5kN,A, = 625 mm”. 


é 


Problema 1.66 


Ly 


a L, 


P, | 
Lm 


1.67. A viga é apoiada por um pino em A e um elo curto 
BC. Se P = 15 kN, determine a tensão de cisalhamento mé- 
dia desenvolvida nos pinos em 4, Be C. Todos os pinos estão 
sujeitos a cisalhamento duplo, como mostra a figura, e cada 
um tem diâmetro de 18 mm. 


“1.68. Avigaé apoiada porum pino em 4 e um elo curto BC. 
Determine o valor máximo P das cargas que a viga suportará 
se a tensão de cisalhamento média em cada pino não puder ul- 
trapassar 80 MPa. Todos os pinos sofrem cisalhamento duplo, 
como mostra a figura, e cada um tem diâmetro de 18 mm. 


Problemas 1.67/68 


1.69. A estrutura está sujeita a carga de 1 kN. Determine 
a tensão de cisalhamento média no parafuso em A em fun- 
ção do ângulo da barra 6. Represente essa função em gráfico 
para O = 6 = 90º e indique os valores de 6 para os quais essa 
tensão é mínima. O parafuso tem diâmetro de 6 mm e está 
sujeito a cisalhamento simples. 


1kN 


Problema 1.69 


1.70. O guindaste giratório está preso por um pino em 4 e 
suporta um montacargas de corrente que pode deslocar-se 
ao longo da flange inferior da viga, 03 m =x <= 3,6 m.Se a 
capacidade de carga nominal máxima do guindaste for 7,5 
kN, determine a tensão normal média máxima na barra BC 
de 18 mm de diâmetro e a tensão de cisalhamento média 
máxima no pino de 16 mm de diâmetro em B. 


7,5 kN 


3m 
Problema 1.70 


1.71. A barra tem área de seção transversal A e está submeti- 
da à carga axial P. Determine a tensão normal média e a tensão 
de cisalhamento média que agem na seção sombreada que está 
orientada a um ângulo 6 em relação à horizontal. Represente em 
gráfico a variação dessas tensões em função de 9 (O = 6 = 90º). 


Problema 1.71 


1.72. A lança tem peso uniforme de 3 kN e é alçada até a 
posição desejada por meio do cabo BC. Se o cabo tiver diâme- 
tro de 15 mm, construa um gráfico da tensão normal média no 
cabo em função da posição da lança 6 para 0º = 6 = 90º. 


F do FER em 


Problema 1.72 


Tensão 31 


1.73. A área da seção transversal da barra é 400(10-%) m?. 
Se ela estiver sujeita a uma carga axial distribuída unifor- 
memente ao longo de seu comprimento e a duas cargas con- 
centradas como mostra a figura, determine a tensão normal 
média na barra em função de x para0 < x = 0,5 m. 


1.74. A área da seção transversal da barra é 400(10*) m?. 
Se ela estiver sujeita a uma carga axial distribuída unifor- 
memente ao longo de seu comprimento e a duas cargas con- 
centradas como mostra a figura, determine a tensão normal 
média na barra em função de x para 0,5m < x = 1,25 m. 


Problemas 1.73/74 


1.75. A coluna é feita de concreto de densidade 2,30 Mg/m? 
e está sujeita a uma força de compressão axial de 15 kN em 
sua extremidade superior B. Determine a tensão normal mé- 
dia na coluna em função da distância z medida em relação 
à base. Observação: por causa da deformação localizada nas 
extremidades, o resultado servirá apenas para determinar a 
tensão normal média em uma seção removida das extremi- 
dades da coluna. 


Problema 1.75 


“1.76. A estrutura de dois elementos está sujeita à carga 
distribuída mostrada. Determine a maior intensidade w da 
carga uniforme que pode ser aplicada à estrutura sem que a 
tensão normal média ou a tensão de cisalhamento média na 
seção b-b ultrapasse o = 15 MPa e 7 = 16 MPa, respectiva- 
mente. O elemento CB tem seção transversal quadrada de 
30 mm de lado. 
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Problema 1.76 


1.77. O pedestal suporta uma carga P em seu centro. Se a den- 
sidade de massa do material for p, determine a dimensão radial 
rem função de z de modo que a tensão normal média no pedes- 
tal permaneça constante. A seção transversal é circular. 


Problema 1.77 


1.78. O raio do pedestal é definido por r = (0,5e-“º8”) m, 
onde y é dado em metros. Se o material tiver densidade de 
2,5 Mg/m*, determine a tensão normal média no apoio. 


2 2 
r = 0,5e0,08y 


Problema 1.78 


1.79. A barra uniforme com área da seção transversal 4 e 
massa por unidade de comprimento m está apoiada por um 
pino em seu centro. Se ela girar no plano horizontal a uma 
velocidade angular constante w, determine a tensão normal 
média na barra em função de x. 


Problema 1.79 


1.6 Tensão admissível 


Um engenheiro responsável pelo projeto de um 
elemento estrutural ou mecânico deve restringir a ten- 
são atuante no material a um nível seguro. Além disso, 
uma estrutura ou máquina em uso contínuo deve ser 
analisada periodicamente para que se verifique quais - 
cargas adicionais seus elementos ou partes podem su- 
portar. Portanto, vale repetir, é necessário fazer os cál- 
culos usando-se uma tensão segura ou admissível. 

Para se garantir a segurança, é preciso escolher 
uma tensão admissível que restrinja a carga aplicada a 
um valor menor do que a carga que o elemento pode 
suportar totalmente. Há várias razões para isso. Por 
exemplo, a carga para a qual o elemento é projetado 
pode ser diferente das cargas realmente aplicadas. As 
dimensões estipuladas no projeto de uma estrutura ou 
máquina podem não ser exatas, narealidade, por causa 
de erros de fabricação ou cometidos na montagem de 
seus componentes. É possível ocorrer problemas com 
vibrações, impactos ou cargas acidentais desconheci- 
das, que não tenham sido contemplados no projeto. 
Corrosão atmosférica, deterioração ou desgaste pro- 
vocado por exposição a intempéries tendem a deterio- 
rar os materiais em serviço. Por fim, as propriedades 
mecânicas de alguns materiais como madeira, concre- 
to ou compósitos reforçados com fibras podem apre- 
sentar alta variabilidade. 

Um método para especificação da carga admissível 
para o projeto ou análise de um elemento é o uso de 
um número denominado fator de segurança. O fator 
de segurança (FS) é a razão entre a carga de ruptura, 


4 


Fa e a carga admissível, Fw Neste contexto, am é 
determinada por ensaios experimentais do material, e 
o fator de segurança é selecionado com base na ex- 
periência, Assim, podemos confiar que as incertezas 
mencionadas foram consideradas e que o fator de se- 
gurança será válido para a utilização do elemento em 
condições semelhantes de carga e geometria. Em lin- 


guagem matemática, 
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Tensão normal uniforme 
Cadm 


(b) 


Figura 1.27 


FS — Fryp 


Fadm (18) 
Se a carga aplicada ao elemento estiver linearmente 
relacionada com a tensão desenvolvida no interior do 
elemento, como no caso da utilização de o = P/A e 
Tea S VIA, então podemos expressar o fator de segu- 
mi 

rança como a razão entre a tensão de ruptura o, (ou 

m ks Z dele z 

Teup) € à tensão admissível O 4, (OU Tm); isto é, 


[on 
FS = —J. 
adm (1.9) 
ou 
Trup 
FS = 
EE (1.10) 


Em qualquer dessas equações o fator de seguran- 
ça escolhido é maior que 1, para evitar o potencial de 
falha. Valores específicos dependem dos tipos de ma- 
teriais usados e da finalidade pretendida da estrutura 
ou máquina. Por exemplo, o FS utilizado no projeto 
dos componentes de um avião ou de veículos espaciais 
pode estar próximo de 1, de modo a reduzir o peso do 
veículo. Por outro lado, no caso de uma usina nuclear, 
o fator de segurança para alguns de seus componen- 
tes pode chegar a 3, visto que podem existir incertezas 
no carregamento ou no comportamento do material. 
Todavia, em geral, os fatores de segurança e, portanto, 
as cargas ou tensões admissíveis para elementos es- 
truturais e mecânicos estão bem padronizados, já que 
as incertezas envolvidas em seu projeto foram razoa- 
velmente avaliadas. Seus valores, os quais podem ser 
encontrados em normas de projeto e manuais de enge- 
nharia, pretendem manter um equilíbrio entre garantir 
a segurança pública e ambiental e oferecer soluções de 
projeto econômicas e razoáveis. 


“ 


Em alguns casos, como em colunas, a carga aplicada não está li- 
nearmente relacionada com a tensão e, portanto, somente a 
Equação 1.8 pode ser usada para determinar o fator de seguran- 
ça. Ver Capítulo 13. 


1.7 Projeto de acoplamentos 
simples 


Adotando-se premissas simplificadoras em relação 
ao comportamento do material, as equações o = P/A e 
Tea = VIA geralmente podem ser usadas para projetar 

méd ; per 

um acoplamento simples ou um elemento mecânico. 
Em particular, se um elemento estiver submetido a 
uma força normal em uma seção, a área de seção exigi- 
da é determinada por 


P 


Cadm 


as (1.11) 


Por outro lado, se a seção estiver sujeita a uma for- 
ça de cisalhamento, então a área de seção exigida é 


duas (1.12) 


Tadm 


Como discutido na Seção 1.6, a tensão admissível 
usada em cada uma dessas equações é determinada 
pela aplicação de um fator de segurança a uma tensão 
normal ou de cisalhamento especificada ou pela ob- 
tenção dessas tensões diretamente de uma norma de 
projeto adequada. 

Agora, discutiremos quatro tipos comuns de pro- 
blemas em cujo projeto as equações citadas podem ser 
usadas. 


Área da seção transversal de um elemento 
de tração. A área da seção transversal de um ele- 
mento prismático submetido a umaforça de tração pode 
ser determinada desde que a força tenha uma linha de 
ação que passe pelo centroide da seção transversal. Por 
exemplo, considere a “barra com olhal” mostrada na Fi- 
gura 1,27a. Na seção intermediária a-a, a distribuição 
de tensão é uniforme na seção transversal e a área som- 
breada A é determinada, como mostra a Figura 1.27b. 


Área da seção transversal de um acopla- 
mento submetido a cisalhamento. Muitas 
vezes, parafusos ou pinos são usados para interligar 
chapas, pranchas ou vários elementos. Como exemplo, 
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considere a junta sobreposta mostrada na Figura 1.28a. 
Se o parafuso estiver solto ou se a força de aperto do 
parafuso for desconhecida, é seguro supor que qualquer 
força de atrito entre as chapas é desprezível. O resultado 
é o diagrama de corpo livre para uma seção que pas- 
sa entre as chapas e pelo parafuso mostrado na Figura 
1.28b. O parafuso está sujeito a uma força de cisalha- 
mento interna resultante V = P em sua seção transver- 
sal Considerando-se que a tensão de cisalhamento que 
provoca essa força está uniformemente distribuída na 
seção transversal, a área da seção transversal do parafu- 
so, 4, é determinada como mostra a Figura 1.28c. 


Área exigida para resistir ao apoio. A ten- 
são normal produzida pela compressão de uma super- 
fície contra outra é denominada tensão de apoio. Se 
essa tensão se tornar suficientemente grande, poderá 
esmagar ou deformar localmente uma ou ambas as 
superfícies. Por consequência, para evitar falha, é ne- 
cessário determinar a área de apoio adequada para 
o material usando uma tensão de apoio admissível. 
Por exemplo, a área A da chapa da base da coluna B 
mostrada na Figura 1.29 é determinada pela tensão de 
apoio admissível do concreto obtida por 4 = Pi(o ) 


a/adm* 


(O odadm [] 


Distribuição uniforme 
da tensão normal 


(Caaim 


Figura 1.29 


Tensão de cisalhamento 
uniforme 
Tadm 


(b) (c) 
Figura 1.28 


É claro que, por essa fórmula, consideramos que a ten- 
são de apoio admissível para o concreto é menor do 
que a admissível para o material da chapa de base da 
coluna e, além disso, que a tensão de apoio é unifor- 
memente distribuída entre a chapa e o concreto, como 
mostra a figura. 


Área exigida para resistir a cisalhamento 
provocado por carga axial. Em alguns casos, 
hastes ou outros elementos serão apoiados de talmodo 
que pode ser desenvolvida uma tensão de cisalhamen- 
to no elemento, ainda que ele esteja submetido a uma 
carga axial. Um exemplo dessa situação seria uma haste 
de aço cuja extremidade esteja engastada em concreto 
e carregada como mostra a Figura 1.30a. O diagrama 
de corpo livre da haste (Figura 1.30b) mostra que uma 
tensão de cisalhamento age na área de contato da haste 
com o concreto. Essa área é (sd)l, onde d é diâmetro da 
haste e [é o comprimento do engaste. Seria difícil deter- 
minar a distribuição real da tensão de cisalhamento ao 
longo da haste, mas, se considerarmos que ela é unifor- 
me, poderemos usar 4 = Vir ,. para calcular [, desde 
que d e 7; Sejam conhecidos (Figura 1.30b). 


Tensão de cisalhamento uniforme 


(b) 
Figura 1.30 


Tensão 35 


PONTOS IMPORTANTES 


“Quando usamos a tensão normal média e a tensão de cisalhamento média para resolver problemas, é preciso, em 
primeiro lugar, considerar cuidadosamente a seção na qual a tensão crítica apirá. Uma vez feita a seção, o elemento 
“deve ser projetado para que a área da seção seja suficiente para resistir à tensão que age sobre ela. A determinação 


dessa área envolve as etapas a seguir. 


Carga interna 


e Secione o elemento passando pela área é desenhe um diagrama de corpo livre de um segmento do elemento. Então, 
a força resultante interna na seção é determinada pelas equações de equilíbrio. 


Área exigida 


e Contanto que a tensão admissível se ja conhecida ou possa ser determinada, a área exigida necessária para sustentar 
a carga na seção é calculada por 4 = Pio nOUA = VT am 


EXEMPLO 1,13 


Os dois elementos estão interligados por pinos em B 
como mostra a Figura 1.31a, que também apresenta vistas 
de cima dos acoplamentos em 4 e B. Se a tensão admis- 
sível de cisalhamento para os pinos for 7, = 90MPaea 
tensão de tração admissível para a haste CB for (0) am — 
115 MPa, determine, com aproximação de 1 mm, o menor 
diâmetro dos pinos 4 e Be o diâmetro de haste CB neces- 
sários para suportar a carga. 


SOLUÇÃO 

Reconhecendo que CB é um elemento de duas forças, o 
diagrama de corpo livre do elemento AB juntamente com 
as reações calculadas em 4 e B é mostrado na Figura 1.31b. 
Como exercício, verifique os cálculos e observe que a força 
resultante em A deve ser usada para o projeto do pino A, vis- 
to que essa é à força de cisalhamento à qual o pino resiste. 


Diâmetro dos pinos. Pela Fgura 1.31a e diagramas de 
corpo livre da porção secionada de cada pino em contato 
cons.0 elemento AB (Figura: |.31c), vemos que o pino 4 
está submetido a cisalhamento:duplo, ao passo que o pino 
B está sujeito à cisalhamento simples. Portanto, 


12% Do aum 


E Cadim E 90 x 10º kPa 


d 2 
= (] da = 6,3 mm 


= 31,56 x 10% m? 


Va 667kN 
É Ta 90X 10º kPá 


dg? = 
= ão dp = 9,7 mm 


Embora esses valores representem os menores diâme- 
tros admissíveis para os pinos, teremos de escolher um ta- 
manho que seja fabricado ou esteja disponível. Escolhere- 
mos um tamanho maior do que o exigido, com aproximação 
de 1 mm. 


= 7411 x 10% m? 


d,=7 mm Resposta 


d, = 10mm Resposta 


Diâmetro da haste. O diâmetro exigido para a haste em 
sua seção média é, portanto, 


Lo Po 667kN 
Ap Se EN SC 
(Caim 115 x 10º kPa 
d 2 
=58 x 10º m?= q a 
d pc — 8,99 mm 
escolheremos 


dsc = 9 mm Resposta 
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2,84 kN 
Pino em À Pino em B 
(c) 
Figura 1.31 


EXEMPLO 1.14 SOLUÇÃO 


Força de cisalhamento interna. A Figura 1.32b mostra 


O braço de controle está submetido ao carregamento : : PESAR 
S 8 um diagrama de corpo livre do braço. Para equilíbrio, temos 


mostrado na Figura 1.32a. Determine, com aproximação de 5 
mm, o diâmetro exigido para o pino de aço em C se a tensão AS red o 
de cisalhamento admissível para o aço for 7,,, = 55 MPa. Ob- 4 c=0; Fas(0,2m) = 15 kN(0,075 m) 


serve, na figura, que o pino está sujeito a cisalhamento duplo. 5 kN ( 3) (0,125 m)= 0 
s > 
Fap = 15kN 
e pen O 
200 300 mm 


30,41 kN 


15,205 kN 
Pino em € 


(c) 


Figura 1.32 


53F,=0;  -ISEN-C, +25kN($)=0 
«= SkN 
= fi nos Pa E 
+13F,=0; C, — 15kN 25 kN (3) =0 


Cy = 30kN 


O pino em C resiste à força resultante em C. Portanto, 


Fe = (kN) — (30 kN)? = 30,41 kN 


Como o pino está sujeito a cisalhamento duplo, a força de 
cisalhamento de 15,205 kN age sobre sua área da seção 
transversal entre o braço e cada orelha de apoio do pino 
(Figura 1.32c). 


Área exigida. Temos 


V  15205kN 
Tadm 55 X 102 kN/m? 


d 2 
(5) = 276,45 mm? 


A = 


= 27645 x 10º m? 


d=18,8mm 


Use um pino que tenha um diâmetro 


d = 20 mm Resposta 


EXEMPLO 1,15 


A haste suspensa está apoiada em sua extremidade por um 
disco circular fixo acoplado como mostra a Figura 1.33a. Se a 
haste passar por um orifício de 40 mm de diâmetro, determine 
o diâmetro mínimo exigido para a haste e a espessura mínima 
do disco necessária para suportar a carga de 20 kN. A tensão 
normal admissível para a haste é o, ,, = 60 MPa e a tensão 
admissível de cisalhamento para o disco é 7, = 35 MPa. 


SOLUÇÃO 


Diâmetro de haste. Porinspeção, a força axialna haste é20kN. 
Portanto, a área da seção transversal exigida para a haste é 


Figura 1.33 


Tensão 37 


P 20(10*) N 
A=—— = = 0,3333(10*) m? 
Sim ROO Nai e PO 


De modo que 


2 


d 
A= (5) = 0,3333(102) m? 


d = 0,0206m = 20,6 mm Resposta 


Espessura do disco. Como mostra o diagrama de corpo 
livre da seção central do disco (Figura 1.33b), o material na 
área secionada deve resistir à tensão de cisalhamento para 
impedir que o disco passe pelo orifício. Se considerarmos 
que essa tensão de cisalhamento é distribuída uniformemen- 
te pela área secionada, então, sendo V = 20 kN, temos 


20(10º) N 
p= LON o nagsmt 
Tadm 35(10º) N/m 


Uma vez que a área secionada 4 = 27(0,02 m)(t), a espessu- 
ra exigida para o disco é 


0,5714(10*) m? 


= 4,55(10?)m = 4,55mm Resposta 


27(0,02m) 


EXEMPLO 1.16 


Uma carga axial sobre o eixo mostrado na Figura 1.34a sofre a 
resistência do colar em C, que está acoplado ao eixo e localiza- 
do no lado direito do mancal em B. Determine o maior valor 
de P para as duas forças axiais em E e F de modo que a tensão 
no colar não ultrapasse uma tensão de apoio admissível em € 
de (o), = 75 MPae que a tensão normal média no eixo não 


aZadm 


exceda a tensão de tração admissível (0) q = 55 MPa. 


A 60 mm B.--20mm 
” a 


p| 80 mm 


3P + Ê 
Posição 


(c) (d) 
Figura 1.34 
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SOLUÇÃO 


Pararesolver o problema, determinaremos P para cada condição 
de falha possível. Então, escolheremos o menor valor. Por quê? 


Tensão normal. Usando o método das seções, a carga axial 
no interior da região FE do eixo é 2P, ao passo que a maior car- 
ga axial, 3P, ocorre no interior da região EC (Figura 1.34b), A 
variação da carga interna é claramente mostrada no diagrama 
de força normal (Figura 1.34c). Como a área da seção transver- 
sal é constante em todo o eixo, a região EC estará sujeita à ten- 
são normal média máxima. Aplicando a Equação 1.11, temos 


3P 

= — 5s(10%) N/m? = ——>— 

ada] LU) 7(0,03 m)? 
P=518kN 


Tensão de apoio. Como mostra o diagrama de corpo livre na 
Figura 1.34d, o colar em C deve resistir à carga de 3P que age 
sobre uma área de apoio de 4, = [7(0,04 m) — (0,03 m)] = 
2,199(10)m?, Assim, 


3P 

AS ; PU ND === 

Tadm 2,199(10 3) m 
P=55,0kN 


Por comparação, a maior carga que pode ser aplicada ao eixo 
é P = 51,8kN, pois qualquer carga maior do que essa resultará 
em tensão maior do que a tensão normal admissível no eixo. 


EXEMPLO 1.17 


A barra rígida AB mostrada na Figura 1.35a é sustentada 
por uma haste de aço AC de 20 mm de diâmetro e um bloco 
de alumínio com área de seção transversal de 1.800 mm?, Os 
pinos de 18 mm de diâmetro em A e € estão submetidos a 
cisalhamento simples. Se as tensões de ruptura do aço e do alu- 
mínio forem (0, Jp — 680 MPa e (0), = 70 MPa, respec- 
tivamente, e a tensão de ruptura por cisalhamento para cada 
pino for 7,,, = 900 MPa, determine a maiorcarga P que pode 
ser aplicada à barra. Aplique um fator de segurança FS = 2. 


SOLUÇÃO 
Pelas equações 1.9 e 1.10, as tensões admissíveis são 


— Coodup — 680MPa 


(O Jadm = ES 5) em, 340 MPa 
(Cadup - 70MPa 
(Ouim="Eg 7 — 35 MPa 
O To | 900MPa 
Tadm = ES = ) == 450 MPa 


O diagrama de corpo livre para a barra é mostrado na Figura 
1.35b. Há três incógnitas. Neste caso, aplicaremos as equa- 
ções de equilíbrio de modo a expressar Fe F, em termos 
da carga aplicada P, Temos 


Rs m- Alumínio | d 


2m 


(a) (b) 
Figura 1.35 
(+2MB=0; P(1,25m) — Fac(2m) = 0 (1) 
L+ZMA = 0 Fa(2m) — P(0,75m) = 0 (2) 


Agora, determinaremos cada valor de P que crie a tensão 
admissível na haste, no bloco e nos pinos, respectivamente. 


Haste AC. A haste exige 
Pie ÃO adiintao) = 340(10%) N/m? [5(0,01 m)?] = 106,8 kN 


Usando a Equação 1, 


— (106,8 kN) (2m) 
125m 


P = 171 kN 


Bloco B. Nesse caso, 

F, = (adm 

A, = 35(10%) N/mº? [1.800 mm? (10-$) m?/mm?] = 63 kN 
Usando a Equação 2, 


p= (63 kN) m) | = 168kN 
0,75 m 


Pino A ou €. Para esses pinos, 
V=Fe= Tam = 450(109) N/m? [7(0,009 m)?] = 114,5 kN 
Pela Equação 1, 


p = H4SkNQm) À 
125m 


183 kN 


Por comparação, quando P alcança seu menor valor (168 kN), 
desenvolve a tensão normal admissível no bloco de alumínio. 
Por consequência, 


P = 168kN Resposta 


PROBLEMAS 


“1.80. O elemento B está sujeito a uma força de compres- 


são de 4 kN. Se 4 e B forem feitos de madeira e tiverem 10 
mm de espessura, determine, com aproximação de 5 mm, a 
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menor dimensão A do apoio de modo que a tensão de cisa- 
lhamento média não exceda 7 a, = 2,1 MPa. 


Problema 1.83 


“1.84. O tamanho a do cordão de solda é determinado pelo 
cálculo da tensão de cisalhamento média ao longo do plano 
sombreado, que tem a menor seção transversal. Determine o 
menor tamanho a das duas soldas se a força aplicada à chapa 
for P = 100 kN. A tensão de cisalhamento admissível para o 
material da solda é 7, = 100 MPa. 


Problema 1.80 


1.81. A junta está presa por dois parafusos. Determine o 
diâmetro exigido para os parafusos se a tensão de ruptura 
por cisalhamento para os parafusos for 7, = 350 MPa. Use 


um fator de segurança para cisalhamento FS =2,5. 


+ 


30mm.. 80kN Problema 1.84 


a 1.85. O tamanho do cordão de solda é a = 8 mm. Conside- 

a 30 mm rando que a junta falhe por cisalhamento em ambos os lados 
do bloco ao longo do plano sombreado, que é a menor seção 
transversal, determine a maior força P que pode ser aplicada 
à chapa. A tensão de cisalhamento admissível para o mate- 
rial da solda é 7, = 100 MPa. 


Problema 1.81 


1.82. As hastes AB e CD são feitas de aço cuja tensão de 
ruptura por tração é Ta 510 MPa. Usando um fator de se- 
gurança FS = 1,75 para tração, determine o menor diâmetro 
das hastes de modo que elas possam suportar a carga mostrada. 
Considere que à viga está acoplada por pinos em 4 e €. 


Ja 


Problema 1.85 


1.86. O parafuso de olhal é usado para sustentar a carga de 
25 kN. Determine seu diâmetro d com aproximação de múl- 
tiplos de 5 mm e a espessura exigida h com aproximação de 
múltiplos de 5 mm do suporte de modo que a arruela não pe- 
netre ou cisalhe o suporte. A tensão normal admissível para 
o parafuso é o, = 150 MPa e a tensão de cisalhamento 
6kN admissível para o material do suporte é 7,,, = 35 MPa. 


5 kN 
4kN 25 mm 


| c 
2 je ma mola SA 


Problema 1.82 


1.83, A manivela está presa ao eixo A. per uma:chaveta-de 
largura d e comprimento 25 mm. Se eixo for fixo e uma força 
vertical de 200 N for aplicada perpendicularmente:ao- cabo; Ce 
determine à dimensão d se a tensão de cisalhamento adinis= Problema 1.86 
sível para-a chaveta for 7, = 35 MPa. 
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1.87. A estrutura está sujeita a carga de 8 kN, Determine 
o diâmetro exigido para os pinos em 4 e B se a tensão de 
cisalhamento admissível para o material for 7, — 42 MPa. 
O pino 4 está sujeito a cisalhamento duplo, ao passo que o 
pino B está sujeito a cisalhamento simples. 


| 


Problema 1.87 


“1.88. Os dois cabos de aço AB e AC são usados para 
suportar a carga. Se ambos tiverem uma tensão de tração 
admissível o, = 200 MPa, determine o diâmetro exigido 
para cada cabo se a carga aplicada for P= 5kN. 


Problema 1.88 


1.89. Os dois cabos de aço AB e AC são usados para su- 
portar a carga. Se ambos tiverem uma tensão de tração 
admissível o, = 180 MPa, se o cabo AB tiver diâmetro 
de 6 mm e o cabo AC tiver diâmetro de 4 mm, determine a 
maior força P que pode ser aplicada à corrente antes que um 
dos cabos falhe. 


Problema 1.89 


1.90. A lança é suportada pelo cabo do guincho com diâmetro 
de 6 mm com tensão normal admissível o, ,, = 168 MPa. De- 
termine a maior carga que pode ser suportada sem provocar 
a ruptura do cabo quando O = 30º e & = 45º, Despreze o 
tamanho do guincho. 


1.91. A lança é suportada pelo cabo do guincho cuja ten- 
são normal admissível é O ,;m = 168 MPa. Se a lança tiver 
de levantar lentamente uma carga de 25 kN, de 6 = 20º até 
6 = 50º, determine o menor diâmetro do cabo com aproxi- 
mação de múltiplos de 5 mm. O comprimento da lança AB é 
6 m. Despreze o tamanho do guincho. Considere d = 3,6 m. 


Problemas 1.90/91 


“1.92. A estrutura está sujeita ao carregamento distribuído 
de 2 kN/m. Determine o diâmetro exigido para os pinos em 
AeBsea tensão de cisalhamento admissível para o material 
for T,; = 100 MPa. Ambos os pinos estão sujeitos a cisalha- 
mento duplo. 


Problema 1.92 


1.93. Determine as menores dimensões do eixo circular e 
da tampa circular se a carga que devem suportar é P = 150 
kN. A tensão de tração, a tensão de apoio e a tensão de cisa- 
lhamento admissíveis são (0),m = 175 MPa, (0 Dm = 275 
MPaeo,, — 115 MPa. 


adm 


P = 150kN 


Problema 1.93 


1.94. Se a tensão de apoio admissível para o material sob os 
apoios em Ae Bfor (o ) m — 28 MPa, determine os tamanhos 
das chapas de apoio quadradas A' e B' exigidos para suportar a 
carga. Considere P = 7,5 KN.A dimensão das chapas deverá ter 
aproximação de 10 mm. As reações nos apoios são verticais. 


1.95. Se a tensão de apoio admissível para o material sob os 
apoios em A e B'for (0 ) a, = 28 MPa, determine a carga P 
máxima que pode ser aplicada à viga. As seções transversais 
quadradas das chapas de apoio 4' e B' são 50 mm x 50 mm 
e 100 mm x 100 mm, respectivamente. 


15 kN 


O kN 10 kN 


Problemas 1.94/95 


“1.96. Determine a área da seção transversal exigida para o 
elemento BC e os diâmetros exigidos para os pinos em A e B 
se a tensão normal admissível for o, = 21 MPa e a tensão 
de cisalhamento for 7, — 28 MPa. 


Wa meo ZM = *0,6m 


Problema 1.96 
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1.97. O conjunto consiste em três discos 4, B e C usados 
para suportar a carga de 140 kN. Determine o menor diá- 
metro d, do disco superior, o diâmetro d, do espaço entre os 
apoios e o diâmetro d, do orifício no disco inferior. A tensão 
de apoio admissível para o material é (0), — 350 MPae a 
tensão de cisalhamento admissível é 7,,, = 125 MPa. 


140 kN 


doa dy 
+ 


Problema 1.97 


1.98. Astiras A e B devem ser coladas com a utilização das 
duas tiras Ce D. Determine a espessura exigida t para C e 
D de modo que todas as tiras falhem simultaneamente. A 
largura dastiras Ae Bél1,5veza dastirasCeD. 


30 mm 


Problema 1.98 


1.99. Se a tensão de apoio admissível para o material sob 
os apoios em 4 e Bfor (0) mw — 28 MPa, determine os ta- 
manhos das chapas de apoio quadradas A' e B' exigidos para 
suportar a carga. A dimensão das chapas deve ter aproxi- 
mação de múltiplos de 10 mm. As reações nos apoios são 
verticais. Considere P = 7,5 kN. 


LULU 


10 kN/m | 


uu 


É 45m 


Problema 1.99 


“1.100. Se a tensão de apoio admissível para o material sob 
os apoios em 4 e Bfor (0) q, — 28 MPa, determine a carga 
máxima P que pode ser aplicada à viga. As seções transversais 
quadradas das chapas de apoio 4' e B' são 50 mm x 50 mm e 
100 mm x 100 mm, respectivamente. 


10kN/m 


[tee 


Problema 1.100 
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1.101. O conjunto de pendural é usado para suportar um 
carregamento distribuído w = 12 kN/m. Determine a tensão 
de cisalhamento média no parafuso de 10 mm de diâmetro em 
A ea tensão de tração média na haste AB, com diâmetro de 12 
mm. Se a tensão de escoamento por cisalhamento para o pa- 
rafuso for 7, = 175 MPa e a tensão de escoamento por tração 
para a haste for o, = 266 MPa, determine o fator de segurança 
em relação ao escoamento em cada caso. 


12m 
Problema 1.101 


1.102. Determine a intensidade w da carga distribuída má- 
xima que pode ser suportada pelo conjunto de pendural de 
modo a não ultrapassar uma tensão de cisalhamento admis- 
sível de Tm = 95 MPa nos parafusos de 10 mm de diâmetro 
em 4 e B e uma tensão de tração admissível de o, = 155 
MPa na haste AB de 12 mm de diâmetro. 


1,2m 
Problema 1.102 


1.103. A barra é suportada pelo pino. Se a tensão de tração 
admissível para a barra for (0), = 150 MPa e a tensão de 
cisalhamento admissível para o pino for 7, = 85 MPa, de- 
termine o diâmetro do pino para o qual a carga P será máxi- 
ma. Qual é essa carga máxima? Considere que o orifício na 
barra tem o mesmo diâmetro d do pino. Considere também 
t=6mmew = 50mm, 


“1.104. A barra está acoplada ao suporte por um pino de 
diâmetro d = 25 mm. Se a tensão de tração admissível para 
a barrafor (0 ) mw = 140 MPa e a tensão de apoio admissível 
entre o pino e a barra for (o) 4, = 210 MPa, determine as 


adm 


dimensões w e t tais que a área bruta da área da seção trans- 
versal seja wt = 1.250 mm? e a carga P seja máxima. Qual é 
essa carga máxima? Considere que o orifício na barra tem o 
mesmo diâmetro do pino. 


Problemas 1.103/104 


1.105. A viga composta de madeira está interligada por um 
parafuso em B. Considerando que os acoplamentos em 4, B, 
Ce D exerçam somente forças verticais na viga, determine o 
diâmetro exigido para o parafuso em B e o diâmetro externo 
exigido para as respectivas arruelas se a tensão de tração admis- 
sível para o parafuso for (0), = 150 MPa e a tensão de apoio 
admissível para a madeira for (O) m = 28 MPa. Considere que 
o orifício das arruelas tem o mesmo diâmetro do parafuso. 


Problema 1.105 


1.106. A barra é mantida em equilíbrio por pinos em 4 e 
B. Observe que o apoio em A tem uma única orelha, o que 
envolve cisalhamento simples no pino, e o apoio B tem ore- 
lha dupla, o que envolve cisalhamento duplo. A tensão de 
cisalhamento admissível para ambos os pinos é 7, = 150 
MPa. Se uma carga uniformemente distribuída w = 8 kN/m 
for colocada sobre a barra, determine sua posição admissível 
mínima x em relação a B. Cada um dos pinos 4 e B tem dià- 
metro de 8 mm. Despreze qualquer força axial na barra. 


1.107. Abarra é mantida em equilíbrio pelos apoios de pino 
em 4 e B. Observe que o apoio em 4 tem uma única orelha, 
o que envolvecisalhamento simples no pino, e o apoio B tem 
orelha dupla, o que envolve cisalhamento duplo. A tensão de 
cisalhamento admissível para ambos os pinos é 7, = 125 
MPa. Se x = 1 m, determine a carga distribuída máxima w 
que a barra suportará. Cada um dos pinos 4 e B tem diâme- 
tro de 8 mm. Despreze qualquer força axial na barra. 


Problemas 1.106/107 


1.108. A barra é mantida em equilíbrio pelos apoios de 
pino em A e B. Observe que o apoio em A tem uma úni- 
ca orelha, o que envolve cisalhamento simples no pino, e o 
apoio B tem orelha dupla, o que envolve cisalhamento duplo. 
A tensão de cisalhamento admissível para ambos os pinos é 
7 = 125 MPa.Sex=Imew = 12 kN/m, determine o me- 
nor diâmetro exigido para os pinos A e B. Despreze qualquer 
força axial na barra. 


Problema 1.108 


1.109, O pino está submetido a cisalhamento duplo, visto 
que é usado para interligar os três elos. Devido ao desgaste, 
a carga é distribuída nas partes superior e inferior do pino 
como mostra o diagrama de corpo livre. Determine o diâ- 
metro d do pino se a tensão de cisalhamento admissível for 
TT = 70 MPae a carga P = 49 kN. Determine também as 


adm 


intensidades das cargas w, e w,. 


Wi 


Problema 1.109 


1.110. O pino está submetido à cisalhamento duplo, visto 
que é usado para interligar os três elos. Devido ao desgaste, 
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a carga é distribuída nas partes superior e inferior do pino 
como mostra o diagrama de corpo livre. Determine a carga 
máxima P que o acoplamento pode suportar se a tensão de 
cisalhamento admissível para o material for 7,,, = 56 MPa 
e o diâmetro do pino for 12,5 mm. Determine também as 
intensidades das cargas w, e w,. 


Problema 1.110 


1.111. Achaveta é usada para manter as duas hastes juntas. 
Determine a menor espessura t da chaveta e o menor diâme- 
tro d das hastes. Todas as partes são feitas de aço com tensão 
de ruptura por tração 0,, = 500 MPa e tensão de ruptura 
por cisalhamento 7, | = 375 MPa. Use um fator de segurança 
(FS), = 2,50 em tração e (FS), = 1,75 em cisalhamento. 


Problema 1.111 
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= au UU a é 


As carga internas em um corpo consis- 
tem em uma força normal, uma força 
de cisalhamento, um momento fletor é 
um momento de torção. Elas represen- 
tam as resultantes de uma distribuição 
de tensão normal e de tensão de Cisa- 
- lhamento que agem na seção transver- 

“sal, Para obter essas resultantes, use o 
- método das seções e as equações de 
equilíbrio. 


Momento 


Força de 
“| cisalhamento. 
M E E 
Momento 
fletor 


Se uma barra for feita de um material 
isotrópico homogêneo e submetida a 
uma série de cargas axiais externas que 
- passam pelo centroide da seção trans- 
versal, então uma distribuição de tensão 
normal uniforme agirá sobre a seção 
transversal. Essa tensão normal média 
pode. ser determinada: por o = P/A, 
onde P é à carga axialinterna na seção. 


A tensão de cisalhamento média pode 
ser determinada por 1, — V/A, onde 
Véaforça de cisalhamento resultante 
na área da seção transversal A, Essa 
fórmula é frequentemente usada para 
determinar a tensão de cisalhamento 
média em elementos de fixação ou em 


peças usadas para acoplamentos. 


O projeto de qualquer acoplamento 
simples exige que a tensão média ao 
longo de qualquer seção transversal 
não ultrapasse um fator de segurança 
ou um valor admissível de om OU Tam 
Esses: valores são apresentados em 
' normas ou padrões e são considerados 
“seguros com base em testes experi- 
mentais ou por experiência. 


“112. O parafuso longo passa pela chapa de 30 mm de es- 
pessura. Se a força na haste do parafuso for 8 kN, determine 
à tensão normal média na haste, a tensão de cisalhamento 
média ao longo da área cilíndrica da chapa definida pelas 
tinhas de corte a-a e a tensão de cisalhamento média na ca- 
beça do parafuso ao longo da área cilíndrica definida pelas 


linhas de corte b-b. 


Problema 1.112 


1.113. Asapata de apoio consiste em um bloco de alumínio 
de 150 mm por 150 mm que suporta uma carga de compres- 
são de 6 kN. Determine a tensão normal média e a tensão 
de cisalhamento média que agem no plano que passa pela 
seção a-a. Mostre os resultados em um elemento de volume 
infinitesimal localizado no plano. 


Problema 1.113 


L.Ll4. Determine as cargas internas resultantes que agem nas 
sEçÕes transversais que passam pelos pontos D e E da estrutura. 


2,5 kN/m 


15m + 
Problema 1.114 
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PROBLEMAS DE REVISÃO 


1.115. O punção circular B exerce uma força de 2 kN na 
parte superior da chapa 4. Determine a tensão de cisalha- 
mento média na chapa provocada por essa carga. 


2kN 


Problema 1.115 


“1.116. O cabo tem peso específico y (peso/volume) e área 
de seção transversal 4, Se a flecha s for pequena, de modo 
que o comprimento do cabo seja aproximadamente L e seu 
peso possa ser distribuído uniformemente ao longo do eixo 
horizontal, determine a tensão normal média no cabo em seu 
ponto mais baixo €, 


Problema 1.116 


1117. A viga AB é suportada por um pino em 4 e também 
por um cabo BC. Um cabo separado CG é usado para manter 
a estrutura na posição vertical. Se AB pesar 2kN/me o peso da 
coluna FC for 3 KN/m, determine as cargas internas resultantes 
que agem nas seções transversais localizadas nos pontos D e E. 
Despreze a espessura da viga e da coluna nos cálculos. 


Problema 1.117 
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1.118. O tubo de concreto de 3 Mg está suspenso por três 
cabos. Se os diâmetros de BD e CD forem 10 mm e AD ti- 
ver diâmetro de 7 mm, determine a tensão normal média em 


cada cabo. 


Problema 1.118 


1.119. O acoplamento de gancho e haste está sujeito a uma 
força de tração de 5 kN, Determine a tensão normal média 
em cada haste e a tensão de cisalhamento média no pino A 
entre os elementos. 


40 mm 


30 mm 


5 kN 
Problema 1.119 


Deformação 


iss 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Em engenharia, a deformação de um corpo é especificada pelo conceito da deformação normal e por cisa- 
lhamento. Neste capítulo, definiremos essas quantidades e mostraremos como elas podem ser determinadas 


para vários tipos de problemas. 


2.1 


Sempre que uma força é aplicada a um corpo, esta 
tende a mudar a forma e o tamanho dele. Essas mu- 
danças são denominadas deformações e podem ser 
altamente visíveis ou praticamente imperceptíveis se 
não forem utilizados equipamentos que façam medi- 
ções precisas. Por exemplo, uma tira de borracha so- 
frerá uma grande deformação quando esticada. Por 
outro lado, os elementos estruturais de um edifício 
sofrem apenas leves deformações quando há muitas 
pessoas andando dentro dele. Também pode ocorrer 
deformação em um corpo quando há mudança de 
temperatura. Um exemplo típico é a expansão ou 
contração térmica de um telhado causada pelas con- 
dições atmosféricas. 

De modo geral, a deformação de um corpo não será 
uniforme em todo o seu volume e, portanto, a mudança 
na geometria de cada segmento de reta no interior do 
corpo pode variar ao longo de seu comprimento. Por 
exemplo, uma parte da reta pode se alongar, ao passo 
eue outra porção pode se contrair. Se considerarmos 
segmentos de reta cada vez imais curtos, eles ficarão 
aproximadamente mais retos após a deformação e, 
portanto, para um estudo mais uniforme das mudan- 
ças provocadas por deformação, consideraremos que 
as retas são muito curtas e localizadas na vizinhança 
de um ponto. Com isse, percebemos que a quantidade 
da mudança em qualquer segmento de reta localiza- 
do em um ponto distinto do corpo será diferente da 
observada em qualquer outro ponto, Além disso, essas 
mudanças também dependem da orientação do seg- 
mento de reta no ponto em questão. Por exemplo, um 
segmento de reta pode se alongar se estiver erientado 
em uma direção, ao passo que pode contralr-se, caso 
esteja orientado em outra direção. 


Deformação 


2.2 Conceito de deformação 


Para descrever a deformação por meio de mu- 
danças no comprimento de segmentos de reta e nos 
ângulos entre eles, desenvolveremos o conceito de 
deformação. De fato, as medições de deformação são 
experimentais e, uma vez obtidas, podem ser relacio- 
nadas com as cargas aplicadas, ou tensões, que agem 
no interior do corpo, o que mostraremos a seguir. 


Deformação normal. O alongamento ou con- 
tração de um segmento de reta por unidade de com- 
primento é denominado deformação normal. Para 
desenvolver uma definição formal da deformação 
normal, considere a reta AB, contida no interior do 
corpo não deformado mostrado na Figura 2.1a. Essa 
reta se encontra ao longo do eixo n e tem um compri- 
mento original As. Após a deformação, os pontos 4 e 
B são deslocados para A' e B',e a reta torna-se uma 
curva de comprimento As' (Figura 2.1b). Portanto, a 
mudança no comprimento da reta é As' — As. Se defi- 
nirmos a deformação normal média usando o símbolo 
€ msa(epsílon), então 


As! — As 

Eméd= —— 
méd As (2.1) 
À medida que escolhemos o ponto B cadavezmais 
próximo do ponto A, o comprimento da reta fica cada 
vezmenor, de modo tal que As > 0. Desta maneira, B' 
aproxima-se de 4', de forma que As' > 0. Por conse- 
quência, no limite, a deformação normal no ponto A e 

nadireção de n é 


lim As! — As 


E “ B-> Aaolongoden Ás : 


(2.2) 
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Corpo não deformado 


(a) 


Corpo deformado 
(b) 
Figura 2.1 


Se a deformação normal for conhecida, podemos 
usar essa equação para obter o comprimento final 
aproximado de um segmento curto de reta na direção 
de n após a deformação. Temos 


As'= (1 +e)As 


(2.3) 


Por consequência, quando e é positivo, a reta inicial 
se alongará, ao passo que, se e for negativo, a reta se 
contrairá. 


Unidades. Observe que a deformação normal é 
uma quantidade adimensional, visto que é uma razão 
entre dois comprimentos. Apesar disso, é prática comum 
expressá-la em termos de uma razão entre unidades de 
comprimento. Se usarmos o Sistema Internacional de 
Unidades de Medida (SI), as unidades básicas serão me- 
tros/metro (m/m). Na prática, na maioria das aplicações 
de engenharia, e será muito pequena, portanto as me- 
didas de deformação serão expressas em micrômetros 
por metro (um/m), onde 1 um = 10-º m. Às vezes, em 
trabalho experimental, a deformação é expressa como 
porcentagem, por exemplo, 0,001 m/m = 0,1%. Uma de- 
formação normal de 480(10-%) pode ser expressa como 
480 um/m, ou 0,0480%, e também podemos indicar essa 
resposta simplesmente como 480 q (480 “micros”). 


Deformação por cisalhamento. A mudança 
que ocorre no ângulo entre dois segmentos de reta que 
originalmente eram perpendiculares um ao outro é de- 
nominada deformação por cisalhamento. Esse ângulo 
é representado por y (gama) e medido em radianos 
(rad). Para mostrar como isso se desenvolve, consi- 
dere os segmentos de reta AB e AC que se originam 
no mesmo ponto 4 de um corpo e estão direcionados 
ao longo dos eixos perpendiculares n e t (Figura 2.2a). 
Após deformação, as extremidades das retas são des- 
locadas, e as próprias retas transformam-se em curvas, 
de modo tal que o ângulo entre elas em A é 9º (Fi- 
gura 2.2b). Por consequência, definimos a deformação 
por cisalhamento no ponto A associada aos eixos n e 
t como 


T E 
Yu 57 lim 6º 

2 B>A ao longo de n 
€-> Aao longo de t 


(2.4) 


Observe que, se 0º for menor do que 7/2, a defor- 
mação por cisalhamento é positiva, ao passo que se 6' 
for maior do que 7/2, então a deformação por cisalha- 
mento é negativa. 


Corpo não deformado 


(a) 


Corpo deformado 
(b) 
Figura 2.2 


[a 


Ay 


Corpo não 
deformado 


(b) 


Elemento 
deformado 


(c) 
Figura 2.3 


Componentes cartesianas da deformação. 
Usando as definições anteriores de deformação normal 
e deformação por cisalhamento, mostraremos agora 
como elas podem ser usadas para descrever a defor- 
mação do corpo (Figura 2.3a). Para isso, imagine que o 
corpo está subdividido em pequenos elementos como 
o mostrado na Figura 2.3b. Esse elemento é retangular, 
suas dimensões, quando não deformado, são Ax, Ay e 
Az e ele está localizado na vizinhança de um ponto no 
corpo (Figura 2.3a). Considerando que as dimensões 
do elemento são muito pequenas, sua forma, quando 
deformado, será a de um paralelepípedo (Figura 2.3c), 
visto que segmentos de reta muito pequenos perma- 
necerão aproximadamente retos após a deformação 
do corpo. Para chegar a isso, temos de considerar, em 
Primeiro lugar, como a deformação normal muda os 
comprimentos dos lados do elemento retangular e, em 
seguida, como a deformação por cisalhamento muda 
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os ângulos de cada lado. Assim, pela Equação 2.3, 
As! = (1 + eJÁs em relação às retas Ax, Ay e Az, os com- 
primentos aproximados dos lados do paralelepípedo são 


(1 +eJAx Ire)dy (LrejAz 


e os ângulos aproximados entre os lados, mais uma vez 
definidos originalmente pelos lados Ax, Ay e Az, são 


20 Yy 20 Ya 27 Ya 


Observe, em particular, que as deformações nor- 
mais causam uma mudança no volume do elemento 
retangular, ao passo que deformações por cisalhamen- 
to provocam uma mudança em sua forma. É claro que 
ambos os efeitos ocorrem simultaneamente durante a 
deformação. 

Então, resumindo, o estado de deformação em um 
ponto de um corpo exige a especificação de três de- 
formações normais, €,, e,ce,etrês deformações por 
cisalhamento, Yo Yyz E Ya: ESSAS deformações descre- 
vem completamente a deformação de um elemento 
de volume retangular do material localizado no pon- 
to e orientado de modo que seus lados são original- 
mente paralelos aos eixos x, y, z. Uma vez definidas 
essas deformações em todos os pontos no corpo, a 
forma deformada do corpo poderá ser descrita. De- 
vemos acrescentar, ainda, que, conhecido o estado de 
deformação em um ponto, definido por suas seis com- 
ponentes, é possível determinar as componentes da 
deformação em um elemento orientado no ponto em 
qualquer outra direção. Discutiremos essa questão no 
Capítulo 10. 


Análise de pequenas deformações. A maio- 
ria dos projetos de engenharia envolve aplicações para 
as quais são permitidas somente pequenas deforma- 
ções. Por exemplo, quase todas as estruturas e máqui- 
nas parecem ser rígidas, e as deformações que ocorrem 
durante a utilização dificilmente são percebidas. Além 
disso, ainda que a deflexão de um elemento como uma 
chapa fina ou haste delgada seja aparentemente gran- 
de, o material de que ele é feito poderá estar submeti- 
do somente a deformações muito pequenas. Portanto, 
neste livro, consideraremos que as deformações que 
ocorrem no interior de um corpo são quase infinitesi- 
mais, de modo que as deformações normais que ocor- 
rem dentro do material são muito pequenas em com- 
paração com a unidade (ou seja, comparadas a 1), isto 
é,e << 1. Esta premissa, baseada na intensidade da de- 
formação, tem ampla aplicação prática na engenharia 
e, em geral, é denominada análise de pequenas defor- 
mações. Como exemplo, ela permite as aproximações 
sen6=60,cos9=1 etg 9=6, contanto que 6 seja muito 
pequeno. 
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A haste delgada mostrada na Figura 2.4 é submetida a 
um aumento de temperatura ao longo de seu eixo, o que 


cria uma deformação normal na haste de e, = 40(10-)z!2, 


onde z é dado em metros. Determine (a) o deslocamento da 
extremidade B da haste devido ao aumento de temperatura 
e (b) a deformação normal média na haste. 


s 


B 
Figura 2.4 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Visto que a deformação normal é dada em cada 
ponto ao longo da haste, um segmento diferencial dz, locali- 
zado na posição z (Figura 2.4) terá um comprimento defor- 
mado que pode ser determinado pela Equação 2.3; isto é, 


dz! = [1 + 40(102)z212] dz 


A soma total desses segmentos ao longo do eixo dá 
como resultado o comprimento deformado da haste, isto é, 


N 
II 


0,2 m 
; / [1 + 40(103)2/2] dz 
0 


z + 40(103)(223/2)p2m 
= 0,20239m 


II 


Portanto, o deslocamento da extremidade da haste é 


As = 020239 m — 0,2m = 0,00239 m = 2,39mm V 
Resposta 


Parte (b). A deformação normal média na haste é determi- 
nada pela Equação 2.1, a qual considera que a haste ou “seg- 
mento de reta” tem um comprimento original de 200 mm e uma 
mudança no comprimento de 2,39 mm. Por consequência, 


— Ast— Às | 239mm 
emades As 200 mm 


= 0,0119 mm/mm 


Resposta 


EXEMPLO 2.2 


Uma força que atua na empunhadura do cabo da alavan- 
ca mostrada na Figura 2.5a provoca uma rotação no cabo da 
alavanca de 6 = 0,002 rad em sentido horário. Determine a 
deformação normal média desenvolvida no cabo BC. 


Rc 
1 
e im 
(a) 
Figura 2.5 
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Visto que Ya E m/2 — 0", então Vs é o ângulo mostrado na 


figura. Assim, 


—+1 
Yxy = tg ( 


(b) 
Figura 2.5 (cont.) 


SOLUÇÃO 
Visto que 6 = 0,002 rad é um ângulo pequeno, o alonga- 


mento do cabo CB (Figura 2.5b) é BB' = 9(0,5 m) = (0,002 
radY0,5 m) = 0,001 m. Portanto, a deformação normal mé- 


dia no cabo é 


BB" | 0001m 
EmédT CB = ET = 0,001 m/m Resposta 


A chapa é deformada até a forma representada pelas li- 


nhas tracejadas mostradas na Figura 2.6a. Se, nessa forma 
deformada, as retas horizontais na chapa permanecerem 
horizontais e seus comprimentos não mudarem, determine 
(a) a deformação normal ao longo do lado AB e (b) a de- 
formação por cisalhamento média da chapa em relação aos 


eixos x € ). 


SOLUÇÃO 
Parte (a). Areta AB, coincidente com o eixo y, torna-se a 
reta AB' após a deformação, como mostra a Figura 2.6b. O 


comprimento desta reta é 


AB' = V'(250 — 2)? + (3)? = 248,018 mm 


Portanto, a deformação normal média para AB é 


248,018 mm — 250 mm 


AB — AB 
250 mm 


AB 


(c4B)méa = 

= —7,93(10) mm/mm Resposta 

O sinal negativo indica que a deformação causa uma 
contração de AB. 

Parte (b). Como observamos na Figura 2.6c,0 ângulo BAC 


entre os lados da chapa, em relação aos eixos x, y, que antes 
era 90º, muda para 9' devido ao deslocamento de B para B'. 


3 mm 


mi = O) = 0,012lrad Resposta 


N 


t 
E 
Ê 
t 
o 
Es 
RO 
ii 
' 
t 
k 
Ê 
!y 


AL 300mm —— 


(a) 


3 mm 


Figura 2.6 


EXEMPLO 24 

A chapa mostrada na Figura 2.7a é fixa ao longo de AB 
e presa por guias horizontais rígidas nas partes superior e 
inferior, AD e BC. Se o lado direito da chapa, CD, sofrer 
um deslocamento horizontal uniforme de 2 mm, determine 
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150 mm —||-2 mm 
(a) 


Ei ça Sã 2D' 


(b) 
Figura 2.7 


(a) a deformação normal média ao longo da diagonal AC 
e (b) a deformação por cisalhamento em E em relação aos 
eixos x, ). 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando a chapa é deformada, a diagonal AC 
torna-se AC' (Figura 2.7b). Os comprimentos das diagonais 
AC e AC' podem ser determinados pelo teorema de Pitá- 
goras. Temos 


AC = V(0,150)? + (0,150)? = 0,21213 m 
AC' = V(0,150)? + (0,152)? = 0,21355m 


Portanto, a deformação normal média ao longo da dia- 
gonal é 


AC = AC 0,21355m — 0,21213m 
(enc )mea AC 0,21213 m 


= 0,00669 mm/mm Resposta 
Parte (b). Para obter a deformação por cisalhamento em 
E em relação aos eixos x e y, em primeiro lugar, é necessário 
determinar o ângulo 6', que especifica o ângulo entre esses 
eixos após a deformação (Figura 2.7b). Temos 


! (5) — T6mm 
8 2 75 mm 


8º = 90,759º = —Z 


180º 


(90,759º) = 1,58404 rad 


Aplicando a Equação 2.4, a deformação por cisalha- 
mento em E é, portanto, 


dis a — 1,58404 rad = —0,0132 rad Resposta 


De acordo com a convenção de sinais, um sinal negativo 
indica que o ângulo 0" é maior que 90º. 


OBSERVAÇÃO: Se os eixos x e y fossem horizontal e verti- 
calno ponto E, não haveria nenhuma deformação normal na 
direção y e uma deformação normal na direção x. Os eixos 
continuariam perpendiculares um ao outro e, portanto, devi- 
do à deformação, Va 0 no ponto E. 


| PROBLEMAS 


21. O diâmetro de um balão de borracha cheio de ar é 
150 mm. Se a pressão do ar em seu interior for aumentada 
até o diâmetro atingir 175 mm, determine a deformação nor- 
mal média na borracha. 


2.2. O comprimento de uma fita elástica delgada não esti- 
cada é 375 mm. Se a fita for esticada ao redor de um cano de 
diâmetro externo 125 mm, determine a deformação normal 
média na fita. 


23. A barra rígida é sustentada por um pino em A e pelos 
cabos BD e CE. Se a carga P aplicada à viga provocar um des- 
locamento de 10 mm para baixo na extremidade C, determine a 
deformação normal desenvolvida nos cabos CE e BD. 


k 3m + 2m 


Problema 2.3 


“24. O diâmetro da parte central do balão de borracha é 
d = 100 mm. Se a pressão do ar em seu interior provocar o 
aumento do diâmetro do balão até d = 125 mm, determine a 
deformação normal média na borracha. 


Problema 2.4 


2.5... A viga rígida é sustentada por um pino em A e pelos 
cabos BD e CE. Se a carga P aplicada à viga for deslocada 10 
mm para baixo, determine a deformação normal desenvolvi- 
da nos cabos CE e BD. 

2.6. A viga rígida é sustentada por um pino em A e pelos 


cabos BD e CE.Se a deformação normal admissível máxima 
em cada cabo for Ens, = = 0,002 mm/mm, determine o desloca- 


mento vertical máximo da carga P. 


t-—3m—-2m = 2m 


Problemas 2.5/6 


27. Os dois cabos estão interligados em A. Se a força P 
provocar um deslocamento horizontal de 2 mm no ponto 
em A, determine a deformação normal desenvolvida em 
cada cabo. 


Problema 2.7 


24. Parte de uma ligação de controle para um avião con- 
siste em um elemento tígido CBD e um cabo flexível AB. Se 
uma fórça for aplicada à extremidade D do elemento é pro- 
voc ar uma tótação o. determine a deformação normal 
fio cabo. Em sua posição or inal, O cabo não está esticado. 


29, Partedes uma ligação de conirole para um avião consiste 
em um elemento rigi e BD e um cabo o AB, Se uma 
ida à : 


mine o des meio do ponto É. Em s sua posição origina, o 
É e não está esticado. 
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400 mm 


Problemas 2.8/9 


210. O cabo AB não está esticado quando 6 = 45º. Se uma 
carga vertical for aplicada à barra AC e provocar a mudança 
do ângulo para 6 = 47º, determine a deformação normal no 
cabo. 


2.11. Se a carga aplicada à barra AC provocar o deslo- 
camento do ponto A para a esquerda de uma quantidade 
AL, determine a deformação normal no cabo AB. Oripi- 
nalmente, 0 = 45º. 


Problemas 2.10/11 


“212. A forma original de uma peça de plástico é retan- 
gular. Determine a deformação por cisalhamento Y, NOS 


cantos À e Bse o plástico se distorcer como mostram as 
linhas tracejadas. 


2: 13. À forma original de uma peça de plástico é retangu- 
lar. Determine a deformação por cisalhamento Y NOS can- 


tos De E seo plástico se distorcer como mostram as linhas 
tracejadas. 


2.14. A forma original de uma peça de plástico é retangu- 
lar. Determine a deformação normal média que ocorre ao 
longo das diagonais AC e DB. 
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Problemas 2.12/13/14 


2.15. Originalmente, o cabo de ancoragem AB de uma es- 
trutura de edifício não está esticado. Devido a um terremoto, 
as duas colunas da estrutura inclinam-se até um ângulo 6 = 2º. 
Determine a deformação normal aproximada do cabo quan- 
do a estrutura estiver nessa posição. Considere que as colunas 
são rígidas e giram ao redor de seus apoios inferiores. 


Ro 


Problema 2.15 


“2.16. Os cantos da chapa quadrada sofrem os deslocamen- 
tos indicados. Determine a deformação por cisalhamento ao 
longo das bordas da chapa em A e B. 


217. Os cantos da chapa quadrada sofrem os deslocamen- 
tos indicados. Determine as deformações normais médias ao 
longo do lado AB e das diagonais ACe DB. 


Problemas 2.16/17 


2.18. O quadrado deforma-se até chegar à posição mostra- 
da pelas linhas tracejadas. Determine a deformação normal 
média ao longo de cada diagonal, AB e CD. O lado D'B' 


permanece horizontal. 


y 


0 


53 mm 


H 


2.19. O quadrado deforma-se até chegar à posição mos- 
trada pelas linhas tracejadas. Determine a deformação por 
cisalhamento em cada um de seus cantos, 4, B, Ce D. O lado 


50 mm | 
8 mm 
Problema 2.18 


D'B' permanece horizontal. 


y 


*2.20. O bloco é deformado até chegar à posição mostrada 
pelaslinhas tracejadas. Determine a deformação normal mé- 


50 mm | 


8mm 


Problema 2.19 


dia ao longo da reta AB. 


le 


3 


1 
E 70 mm 


Problema 2.20 


2.21. Um cabo fino que se encontra ao longo do eixo x é 
deformado de tal modo que cada um de seus pontos sofre 
um deslocamento Ax = kx? ao longo do eixo. Se k for cons- 
tante, qual é a deformação normal em qualquer ponto P ao 


longo do cabo? 


EE 
+ 


Problema 2.21 


2.22. A chapa retangular é submetida à deformação mos- 
trada pela linha tracejada. Determine a deformação por ci- 
salhamento média Ego da chapa. 


Problema 2.22 


223. A chapa retangular é submetida à deformação mos- 
trada pelas linhas tracejadas. Determine a deformação por 
cisalhamento média y,, da chapa. 


“2.24. A chapa retangular é submetida à deformação mos- 
trada pelas linhas tracejadas. Determine as deformações 
normais médias ao longo da diagonal AC e do lado AB. 


Problemas 2.23/24 


225. A forma original da peça de borracha é retangular. De- 
mação por cisalhamento média y,, se os can- 
tos Be À) forem submetidos a deslocamentos que provoquem 


a distorção da borracha mostrada pelas linhas tracejadas, 


2.26. A forma original da peça de borracha é retangular e 
ela é submetida à delormação mostrada pelas linhas trace- 
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jadas. Determine a deformação normal média ao longo da 
diagonal DB e do lado AD. 


y 
RN 
D o 


: 
1 
| 
E 
| 
t 
H 
1 
| 


aus dia 
A t— 300 mm— B 


2mm 
Problemas 2.25/26 


227. O material é distorcido até a posição tracejada, como 
mostra a figura. Determine (a) as deformações normais mé- 
dias e e e, e a deformação por cisalhamento y,, em À e (b)a 
deformação normal média ao longo da reta BE. 


*'2.28. O material é distorcido até a posição, como mostra a 
figura. Determine a deformação normal média que ocorre ao 
longo das diagonais AD e CF. 


100 mm 


A 80mm —+ F 
Problemas 2.27/28 


2.29. O bloco é deformado até a posição mostrada pelas 
linhas tracejadas. Determine a deformação por cisalhamento 
nos cantos Ce D. 


15 mm 


| | 100mm 


Problema 2.29 
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2.30. O comprimento original da barra é 30 mm quando uma deformação normal e = 0,0002x ao longo de seu compri- 
está reta. Se ela for submetida a uma deformação por cisa- | mento, determina mudança no comprimento do cabo. Dica: 
lhamento definida por Vos 0,02x, onde x é dado em milíme- ' Paraacurva,y=f(x),ds= V1+(d y/dx)? dx. 

tros, determine o deslocamento Ay na extremidade de sua 
borda inferior. A barra foi distorcida até a forma mostrada, 
na qual não ocorre alongamento da barra na direção x. 


Problema 2.33 


Problema 2.30 , , 
2.34. A fibra AB tem comprimento L e orientação 0. Se 


2.31. O raio original do tubo curvado é 0,6 m. Se ele sofrer suas extremidades A e B sofrerem deslocamentos muito pe- 
aquecimento não uniforme que provoque uma deformação quenos u, e v,, respectivamente, determine a deformação 
normal ao longo de seu comprimento e = 0,05 cos 6, determi- normalna fibra quando ela estiver na posição A'B”, 

ne o aumento no comprimento do tubo. 


*2.32. Resolva o Problema 2.31 considerando e = 0,08 sen 0. 


Aa A 
Problema 2.34 


2.35. Se a deformação normal for definida em relação ao 
comprimento final, isto é, 


; : (A = de) 
geme 


Problemas 2.31/32 p>p' As' 


2.33. Um cabo fino é enrolado ao longo da superfície cuja em vez de em relação ao comprimento original, Equação 2.2, 
forma é y = 0,02x”, onde x e y são dados em mm. À posição mostre que a diferença entre essas deformações é representa- 
original da extremidade B é x = 250 mm. Se o cabo sofrer | da como um termo de segunda ordem, a saber, me =e e! 


non 


“siim 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Propriedades 
mecânicas dos materiais 


Agora que já discutimos os conceitos básicos de tensão e deformação, mostraremos, neste capítulo, como a 
tensão pode ser relacionada com a deformação por meio de métodos experimentais capazes de asterminar 
o diagrama tensão-deformação para um material específico. O comportamento descrito por esse diagrama 
será discutido para materiais comumente utilizados na engenharia. Discutiremos, também, propriedades me- 
cânicas e outros ensaios relacionados com o desenvolvimento da resistência dos materiais. 


3.1 O ensaio de tração e 


compressão 


A resistência de um material depende de sua ca- 
pacidade de suportar uma carga sem deformação ex- 
cessiva ou ruptura. Essa propriedade é inerente ao 
próprio material e deve ser determinada por métodos 
experimentais. Um dos testes mais importantes nesses 
casos é o ensaio de tração ou compressão. Embora 
seja possível determinar muitas propriedades mecâni- 
cas importantes de um material por esse teste, ele é 
usado primariamente para determinar a relação entre 
a lensão normal média e a deformação normal média 
em muitos materiais usados na engenharia, como me- 
tais, cerâmicas, polímeros e compósitos. 

Para executar o ensaio de tração ou compressão, 
prepara-se um corpo de prova do material com forma 
e tamanho “padronizados”. Antes do teste, duas pe- 
quenas marcas são identificadas ao longo do compri- 
mento do corpo de prova. Essas marcas são localizadas 
longe de ambas as extremidades do corpo de prova, 
porque a distribuição de tensão nas extremidades é 
um tanto complexa devido au aperto nos acoplamen- 
tos onde a carga é aplicada. Em seguida, são medidos 
a área da seção (transversal inicial do corpo de-prova, 
Ape O comprimento de referência, L,, que é a distância 
entre as duas marcas. Por exemplo, o corpo de prova 
utilizado no ensaio de tração de um metal em geral 
tem diâmetro inicial d, = [3 mm e comprimento de 
referência L, - 50 mm (Figura 3.1). Para aplicar-se 
uma carga axial sem provocar flexão no corpo de pro- 
va, às extremidades normalmente são encaixadas em 
juntas universais. Então, uma máquina de teste, como 
a mostrada na Figura 3.2, é utilizada para alongar O 
corpo de prova a uma taxa muito lenta e constante, até 
ele atingir O ponto de rupíura. À máquina é projetada 
pata ler à carga exigida para manter esse alongamento 
uniforme. 


do = 13 mm 


Lo = 50mm 


Figura 3.1 
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Figura 3.2 


Dados da carga aplicada P são lidos no mostrador 
da máquina ou em um mostrador digital e registrados 
em intervalos frequentes. O alongamento 8 = L — L, 
entre as marcas no corpo de prova também pode ser 
medido por meio de um calibre ou por um dispositivo 
mecânico ou ótico denominado extensômetro. Então, 
esse valor de ô (delta) é usado para calcular a defor- 
mação normal média no corpo de prova. Entretanto, 
às vezes, essa medida não é tomada, já que também 
é possível ler a deformação diretamente por meio de 
um extensômetro de resistência elétrica, mostrado na 
Figura 3.3. A operação desse equipamento baseia-se 
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Extensômetro de resistência elétrica 


Figura 3.3 


na variação da resistência elétrica em um arame muito 
fino ou lâmina delgada de metal sob deformação. Em 
essência, o extensômetro é colado ao corpo de prova 
em uma direção específica. Se o adesivo for muito for- 
te em comparação com o extensômetro, este passará, 
então, a ser parte integrante do corpo de prova. Assim, 
quando o corpo de prova for solicitado na direção do 
extensômetro, o arame e o corpo de prova sofrerão a 
mesma deformação. Pela medição da resistência elétri- 
ca do arame, o extensômetro pode ser calibrado para 
ler valores de deformação normal diretamente. 


3.2 O diagrama tensão- 
deformação 


Pelos dados obtidos em um ensaio de tração ou 
compressão, é possível calcular vários valores da ten- 
são e da deformação correspondentes no corpo de 
prova e, então, construir um gráfico com esses resulta- 
dos. A curva resultante é denominada diagrama ten- 
são-deformação e, normalmente, ela pode ser descrita 
de duas maneiras. 


Diagrama tensão-deformação convencional. 
Utilizando os dados registrados, podemos determinar 
a tensão nominal, ou tensão de engenharia, dividindo 
a carga aplicada P pela área original da seção transver- 
sal do corpo de prova, 4,. Esse cálculo considera que 
a tensão é constante na seção transversal e em toda a 
região entre os pontos de calibragem. Temos 


(31) 


Da mesma maneira, a deformação nominal, ou de- 
formação de engenharia, é determinada diretamente 
pela leitura da deformação no extensômetro, ou divi- 
dindo a variação, ô, no comprimento de referência do 
corpo de prova pelo comprimento de referência ori- 
ginal do corpo de prova, L,. Aqui, consideramos que 
a deformação é constante em toda a região entre os 
pontos de calibragem. Assim, 


(3.2) 


Se os valores correspondentes de o e e forem mar- 
cados em um gráfico no qual a ordenada é a tensão e 
a abscissa é a deformação, a curva resultante é deno- 
minada diagrama tensão-deformação convencional. 
Esse diagrama é muito importante na engenharia por- 
que proporciona os meios para se obterem dados so- 
bre a resistência à tração (ou compressão) de um ma- 
terial sem considerar o tamanho ou a forma física do 
material, isto é, sua geometria. Entretanto, tenha sem- 
pre em mente que dois diagramas tensão-deformação 
para um determinado material nunca serão exatamen- 
te iguais, já que os resultados dependem de variáveis 
como a composição e as imperfeições microscópicas 
do material, seu modo de fabricação e a taxa de carga 
e temperatura utilizadas durante o teste. 

Agora, discutiremos as características da curva ten- 
são-deformação convencional referente ao aço, um 
material comumente utilizado para fabricação de ele- 
mentos estruturais e mecânicos. A Figura 3.4 mostra 
o diagrama tensão-deformação característico para um 
corpo de prova de aço obtido pelo método descrito. 
Por essa curva, podemos identificar quatro modos di- 
ferentes de comportamento do material, dependendo 
do grau de deformação nele induzido. 


Comportamento elástico. Ocorre o comportamen- 
to elástico do material quando as deformações no cor- 
po de prova estão dentro da primeira região mostrada 
na Figura 3.4. Podemos ver que a curva é,na verdade, 
uma linha reta em grande parte dessa região, de modo 
que a tensão é proporcional à deformação. Em outras 
palavras, o material é linearmente elástico. O limite 
superior da tensão para essa relação linear é denomi- 
nado limite de proporcionalidade, o ,. Se a tensão ul- 
trapassar ligeiramente o limite de proporcionalidade, 
o material ainda pode responder de maneira elástica; 
todavia, a reta tende a encurvar-se e achatar-se, como 
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Figura 3.4 


mostra a figura. Isso continua até a tensão atingir o 
limite de elasticidade. Ao atingir esse ponto, se a car- 
pa-for removida, o corpo de prova ainda voltará à sua 
forma original. No entanto, no caso do aço, o limite de 
elasticidade raramente é determinado, visto que está 
muito próximo do limite de proporcionalidade, por- 
tanto é muito difícil detectá-lo. 


Escoamento. Um pequeno aumento na tensão 
acima do limite de elasticidade resultará no colapso 
do material e fará com que ele se deforme permanen- 
temente. Esse comportamento é denominado esco- 
aniento e é indicado pela segunda região da curva. 
A tensão que causa escoamento é denominada ten- 
são de escoamento ou ponto de escoamento, o, e a 
deformação que ocorre é denominada deformação 
plástica. Embora a Figura 3.4 não mostre, o ponto de 
escoamento para aços com baixo teor de carbono ou 
laminados a quente é frequentemente distinguido por 
dois valores. O ponto de escoamento superior ocorre 
antes e é seguido por uma redução repentina na capa- 
cidade de suportar carga até um ponto de escoamen- 
to inferior. Entretanto, uma vez alcançado o ponto 
dé escoamento, o corpo de prova continuará a alon- 
gar-se (deformar-se) sem qualquer aumento na carga, 
como mostra a Figura 3.4. Observe que a figura não 
está em escala; se estivesse, as deformações induzidas 
pelo escoamento seriam 10 a 40 vezes maiores do que 
as produzidas até o limite de elasticidade. Quando o 
material está nesse estado, costuma ser denominado 
perfeitamente plástico. 


Endurecimento por deformação. Quando o escoa- 
mento tiver terminado, pode-se aplicar uma carga adi- 
cional ao corpo de prova, o que resulta em uma curva 
que cresce contintiamente, mas torna-se mais achatada 
até atingir uma tênsão máxima denominada limite de 
resistência, o. O crescimento da curva dessa manei- 
ta é denominado endurecimento por deformação e é 
identificado na terceira região da Figura 3.4, Durante 
todo O ensaio, enquanto o corpo se alonga, sua seção 
transversal diminui. Essa redução na área é razoavel- 
mente uniforme pot todo o-comprimento de referên- 
cia do corpo de prova, até mesmo a deformação que 
corresponde ao limite de resistência. 

Estricção. No limite de resistência, a área da seção 
transversal começa a diminuir em uma região localiza- 
da do corpo de prova, em vez de em todo o seu compri- 
mento. Esse fenômeno é causado por planos deslizan- 
tes formados no interior do material, e as deformações 
K produzidas são causadas por tensão de cisalha- 
mento (ver Seção 10.7). Como resultado, tende a for- 
imar-se uma constrição, ou “estricção”, gradativa nessa 
região. à medida que o corpo de prova se alonga cada 
vez mais (Figura 3.5a). Visto que a área da seção trans- 
versal nessa região está diminuindo continuamente, 
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Falha de um 
material dúctil 


(b) 
Figura 3.5 


a área menor só pode suportar uma carga sempre de- 
crescente. Por consequência, o diagrama tensão-de- 
formação tende a curvar-se para baixo até o corpo de 
prova quebrar, quando atinge a tensão de ruptura, o,,, 
(Figura 3.5b). Essa região da curva provocada pela es- 


tricção é indicada na quarta região da Figura 3.4. 


Diagrama tensão-deformação real. Em 
vez de sempre usar a área da seção transversal e o com- 
primento originais do corpo de prova para calcular a 
tensão e a deformação (de engenharia), poderíamos 
utilizar a área da seção transversal e o comprimento 
reais do corpo de prova no instante em que a carga é 
medida. Os valores da tensão e da deformação calcu- 
lados por essas medições são denominados tensão real 
e deformação real, e a representação gráfica de seus 
valores é denominada diagrama tensão-deformação 
real. O gráfico desse diagrama tem a forma mostra- 
da pela curva superior na Figura 3.4. Observe que os 
diagramas o—e convencional e real são praticamente 
coincidentes quando a deformação é pequena. As di- 
ferenças entre os diagramas começam a aparecer na 
faixa do endurecimento por deformação, quando a 
amplitude da deformação se torna mais significativa. 
Em particular há uma grande divergência na região de 
estricção. Nessa região, o diagrama o-e convencional 
mostra que, na verdade, o corpo de prova suporta uma 
carga decrescente, já que A, é constante quando calcu- 
lamos a tensão de engenharia,o = P/A,. Contudo, pelo 
diagrama o-e real, a área real A no interior da região 
de estricção diminui sempre até a ruptura, up» POI- 
tanto, na verdade, o material suporta tensão crescente, 
vistóque o = PIA. 

Embora os diagramas tensão-deformação conven- 
cional e real sejam diferentes, a maioria dos projetos 
de engenharia fica dentro da faixa elástica, pois, em ge- 
ral, a distorção do material não é severa dentro dessa 
faixa. Contanto que o material seja “rígido”, como a 
maioria dos metais, a deformação até o limite de elas- 
ticidade permanecerá pequena, e o erro associado à 
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utilização de valores de engenharia de o e e é muito 
pequeno (aproximadamente 0,1%), em comparação 
com seus valores reais. Essa é uma das principais ra- 
zões para a utilização dos diagramas tensão-deforma- 
ção convencionais. 

Os conceitos discutidos até aqui podem ser resumi- 
dos na Figura 3.6, a qual mostra um diagrama tensão- 
deformação convencional para um corpo de prova real 
feito de aço doce. Para destacar os detalhes, a região 
elástica da curva é mostrada em cor clara em uma es- 
cala de deformação exagerada, também em cor clara. 
Acompanhando o comportamento, vemos que o limite 
de proporcionalidade é atingido em o, = 241 MPa, 
onde Es = 0,0012 mm/mm. Em seguida, ocorre um li- 
mite superior de escoamento (o), = 262 MPa e, en- 
tão, repentinamente, um limite inferior de escoamento 
(8,), = 248 MPa. O final do escoamento ocorre a uma 
deformação e, = 0,030 mm/mm, que é 25 vezes maior 
do que a deformação no limite de proporcionalidade. 
Na continuação, o corpo de prova sofre endurecimento 
por deformação até atingir o limite de resistência e, = 
434 MPa e, então, começa a sofrer estricção até ocorrer 
falha, o, = 324 MPa. Por comparação, a deformação na 
falha, e a 0,380 mm/mm é 317 vezes maior que Ep! 


3.3 Comportamento da tensão- 
deformação de materiais 
dúcteis e frágeis 


Os materiais podem ser classificados como dúcteis 
ou frágeis, dependendo de suas características de ten- 


são-deformação. Agora, cada um será estudado sepa- 
radamente. 


Materiais dúcteis. Qualquer material que possa 
ser submetido a grandes deformações antes de sofrer 
ruptura é denominado material dúctil. O aço doce, 
como já discutimos, é um exemplo típico. Os engenhei- 
ros costumam escolher materiais dúcteis para o proje- 
to uma vez que esses materiais são capazes de absor- 
ver choque ou energia e, se ficarem sobrecarregados, 
exibirão, em geral, grande deformação antes de falhar. 

Um modo de especificar a ductilidade de um ma- 
terial é calcular o percentual de alongamento ou a 
redução percentual da área no instante da ruptura. A 
porcentagem de alongamento é a deformação de rup- 
tura do corpo de prova expressa como porcentagem. 
Assim, se o comprimento de referência original do 
corpo de prova for L, e seu comprimento na ruptura 


for L,, então 
Porcentagem tmup 0 100% da 
de alongamento Lo ( ) (3.3) 


Como vimos na Figura 3.6, visto que e = 0,380, esse 
valor seria 38% para um corpo de prova de aço doce. 

A porcentagem de redução da área é outro modo 
de especificar a ductilidade e é definida dentro da re- 
gião de estricção da seguinte maneira: 


Porcentagem de 


A pesvdo 
redução da área oco) 


(3.4) 


Nessa expressão, A, é a área da seção transversal 
original do corpo de prova e A,é Area na ruptura. O 
aço doce tem um valor típico de 60 Jo. = o 

Outros materiais, como latão, molibdênio e zinco, 
também podem exibir características de tensão-detor- 
mação dúctil semelhantes às do aço e, por isso, passam 
por comportamento de tensão-deformação elástica, 
escoamento a tensão constante, endurecimento por 
deformação e, por fim, estricção até ruptura. Entre- 
tanto, na maioria dos metais não ocorrerá escoamento 
constante além da faixa elástica. Um metal que apre- 
senta tal comportamento é o alumínio. Frequentemen- 
te, esse metal não tem um ponto de escoamento bem 
definido e, por consequência, é prática padrão definir 
um limite de escoamento para o alumínio por meio 
de um procedimento gráfico denominado método da 
deformação residual. Em geral escolhe-se uma defor- 
mação de 0,2% (0,002 mm/mm) e, tomando como ori- 
gem esse ponto no eixo e, traça-se uma paralela à parte 
inicial em linha reta do diagrama tensão-deformação. 
O ponto em que essa reta intercepta a curva determina 
o limite de escoamento. Um exemplo da construção 
desse gráfico para determinar o limite de escoamento 
para uma liga de alumínio é mostrado na Figura 3.7. 
Pelo gráfico, o limite de escoamento é o, = 352 MPa. 

Tenha sempre em mente que o limite de escoamen- 
to não é uma propriedade física do material, visto que 
é uma tensão que causa uma deformação específica 
permanente no material. Todavia, neste livro, consi- 
deraremos que limite de escoamento, ponto de escoa- 
mento, limite de elasticidade e limite de proporcionali- 
dade coincidem, a menos que seja afirmado o contrário. 
Uma exceção seria a borracha natural que, na verdade, 
não tem sequer um limite de proporcionalidade, já que 
a tensão e a deformação não são relacionadas linear- 
mente (Figura 3.8). Ao contrário, esse material, que é 
conhecido como um polímero exibe comportamento 
elástico não linear: 


o (MPa) 
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A madeira é um material que, em geral, é modera- 
damente dúctil e, por isso, costuma ser projetada para 
reagir somente a carregamentos elásticos. As caracte- 
rísticas de resistência da madeira variam muito de uma 
espécie para outra e, para cada uma dessas espécies, 
dependem do teor de umidade, da idade, do tamanho e 
do arranjo dos nós na madeira já cortada. Como a ma- 
deira é um material fibroso, suas características de tra- 
ção e compressão serão muito diferentes quando ela 
for carregada paralela ou perpendicularmente a seu 
grão. A madeira racha quando carregada em tração 
perpendicular a seu grão e, por consequência, quase 
sempre se entende que, em elementos estruturais de 
madeira, as cargas de tração serão aplicadas paralela- 
mente ao grão. 


Materiais frágeis. Materiais que exibem pouco 
ou nenhum escoamento antes da falha são denomina- 
dos materiais frágeis. O ferro fundido cinzento é um 
exemplo, pois tem um diagrama tensão-deformação 
sob tração, como o mostrado pela porção AB da cur- 
va na Figura 3.9. Neste caso, a ruptura em Cup 5 152 
MPa ocorreu, inicialmente, uma imperfeição ou trinca 
microscópica, então propagou-se rapidamente pelo 
corpo de prova causando a ruptura completa. O resul- 
tado desse tipo de ruptura é que a tensão de ruptura 
sob tração para materiais frágeis não é bem definida, 
visto que o surgimento de trincas iniciais em um corpo 
de prova é bastante aleatório. Por essa razão, em vez 
da tensão de ruptura propriamente dita, registra-se a 
tensão de ruptura média observada em um conjunto 
de ensaios de tração. A Figura 3.10a mostra um corpo de 
prova que sofreu uma falha típica. 

Em comparação com seu comportamento sob tra- 
ção, osmateriais frágeis, como o ferro fundido cinzento, 
exibem uma resistência muito mais alta à compressão 
axial, como fica claro na porção AC da curva na Figura 
3.9. Neste caso, quaisquer trincas ou imperfeições no 
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corpo de prova tendem a fechar-se e, à medida que a 
carga aumenta, o material em geral abaula-se ou toma 
a forma de um barril (Figura 3.10b). 

O concreto, assim como o ferro fundido cinzento, é 
classificado como um material frágil e também tem bai- 
xa capacidade de resistência à tração. As características 
de seu diagrama tensão-deformação dependem prima- 
riamente da mistura do concreto (água, areia, brita e ci- 
mento) e do tempo e temperatura de cura. Um exemplo 
típico de um diagrama tensão-deformação “completo” 
para o concreto é dado na Figura 3.11. Observamos nes- 
se gráfico que a máxima resistência à compressão do 
concreto é quase 12,5 vezes maior do que sua resistên- 
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cia à tração, (o). = 34,5 MPa, em comparação com 
(O) nx = 2,16 MPa. Por essa razão, o concreto é quase 
sempre reforçado com barras ou hastes de aço quando 
projetado para suportar cargas de tração. 

Em geral, pode-se dizer que a maioria dos materiais 
exibe comportamentos dúcteis e frágeis. Por exemplo, 
o aço tem comportamento frágil quando seu teor de 
carbono é alto, e dúctil quando o teor de carbono é re- 
duzido. Além do mais, em baixas temperaturas, os ma- 
teriais tornam-se mais duros e mais frágeis, ao passo 
que, quando a temperatura sobe, eles ficam mais ma- 
cios e mais dúcteis. Esse efeito é mostrado na Figura 
3.12 para um plástico metacrilato. 


o (MPa) 


o (MPa) 
(Comax = 2,76 ai Rê 
0,0030 —0,0025—0,0020—0,0015-—O Cd, 0 0005 
T T- e (mm/mm) 
E 0, 0005 

1 —10 

> 71ºC 
a -| —20 
Da aid -|-30 

a come 1 (O c)máx = 34,5 
-) —40 A O O O en e (mm/mm) 
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 


Diagrama o—e para mistura de concreto típica 


Figura 3.11 


Diagrama o-€ para um plástico metacrilato 


Figura 3.12 


lid: 
po: 
ma 
ta, 

ACE 
ou 
no! 
sen 
livi 
éu 
ma 
des 
tia 
ter 


me 
me 
sen 
ma 
dis: 


3.4 Lei de Hooke 


Como observamos na seção anterior, O diagrama 
tensão-deformação para a maioria dos materiais de en- 
genharia exibe uma relação linear entre tensão e defor- 
mação dentro da região elástica. Por consequência, um 
aumento na tensão provoca um aumento proporcional 
na deformação. Esse fato foi descoberto por Robert 
Hooke, em 1676, para molas, e é conhecido como lei de 
Hooke e pode ser expresso matematicamente como 


o = Ee 


(3.5) 


Nesta expressão, E representa a constante de pro- 
porcionalidade, denominada módulo de elasticidade 
ou módulo de Young, nome que se deve a Thomas 
Young, que publicou uma explicação sobre o módulo 
em 1807. 

Na realidade, a Equação 3.5 representa a equação 
da porção inicial em linha reta do diagrama tensão-de- 
formação até o limite de proporcionalidade. Além disso, 
o módulo de elasticidade representa a inclinação des- 
sa reta. Visto que a deformação é adimensional, pela 
Equação 3.5 E terá unidades de tensão como Pascal, 
MPa ou GPa. Como exemplo, considere o diagrama 
tensão-deformação para o aço mostrado na Figura 3.6. 
Nesse diagrama, Ts 240 MPae Ex 0,0012 mm/mm, 
de modo que 


Como mostra a Figura 3.13, o limite de proporciona- 
lidade para um tipo particular de aço depende da com- 
posição de sua liga. Todavia, a maioria dos aços, desde o 
mais mole aço laminado até o mais duro aço-ferramen- 
ta, tem o mesmo módulo de elasticidade, geralmente 
aceito como Eco = 200 GPa. Valores comuns de E para 
outros materiais de engenharia são encontrados em 
normas de engenharia e manuais de referência. Apre- 
sentamos alguns valores representativos no final deste 
livro. Devemos observar que o módulo de elasticidade 
é uma propriedade mecânica que indica a rigidez de um 
material. Materiais muito rígidos, como o aço, têm gran- 
des Valores de E (E, = 200 GPa), ao passo que mate- 
fais esponjosos, como a borracha vulcanizada, podem 
ter valores mais baixos (E, .. = 0,70 MPa). 

O módulo de elasticidade é uma das propriedades 
mecânicas mais importantes utilizadas no desenvolvi- 
mento de equações apresentadas neste livro. Porém, é 
sempre bom lembrar que E só pode ser usado se um 
material tiver comportamento linear elástico. Além 
disso, se a tensão no material for maior que o limite 


PROPRIEDADES MECÂNICAS DOS MATERIAIS 63 


o (MPa) 
1.200 aço de mola 
1.100 É 7 (1% carbono) 
1.000 + 

900 

800 aço duro 

(0,6% carbono) 
700 H tratado a quente 
600 o 
aço para máquina 

500 [ t" (0,6% carbono) 

400 aço estrutural 

300 [0,2% carbono) 

= aço mole 
200 + (0,1% carbono) 
100 | 


LL LL LL c(mmmm 
0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 


Figura 3.13 


de proporcionalidade, o diagrama tensão-deformação 
deixa de ser uma linha reta, e a Equação 3.5 deixa de 
ser válida. 


Endurecimento por deformação. Se um cor- 
po de prova de material dúctil, como o aço, for carregado 
na região plástica e, então, descarregado, a deformação 
elástica é recuperada à medida que o material volta a 
seu estado de equilíbrio. Entretanto, a deformação plás- 
tica permanece, e o resultado é que o material fica su- 
jeito a uma deformação permanente. Por exemplo, um 
cabo que é encurvado (plasticamente) retomará (elasti- 
camente) um pouco da forma original quando a carga 
for retirada, mas não retornará totalmente à sua posi- 
ção original. Esse comportamento pode ser ilustrado 
no diagrama tensão-deformação mostrado na Figura 
3.14a. Nesse diagrama, em primeiro lugar, o corpo de 
prova é carregado além de seu ponto de escoamento 
A, até o ponto 4'. Uma vez que é preciso vencer forças 
interatômicas para alongar o corpo de prova elastica- 
mente, então essas mesmas forças reunirão os átomos 
novamente quando a carga for removida (Figura 3.14a). 
Por consequência, o módulo de elasticidade, E, é o mes- 
mo, e, portanto, a inclinação da reta O' A' é igual à incli- 
nação da reta OA, 

Se a carga for reaplicada, os átomos no material se- 
rão deslocados novamente até ocorrer escoamento à 
tensão 4' ou próximo dela, e o diagrama tensão-defor- 
mação continuará na mesma trajetória de antes (Figura 
3.14b). Contudo, cabe observar que esse novo diagrama 
tensão-deformação, definido por O'A'B, agora tem um 
ponto de escoamento mais alto, (A'), uma consequência 
do endurecimento por deformação. Em outras palavras, 
o material tem, agora, uma região elástica maior; contudo, 
tem menos ductilidade e uma região plástica menor do 
que tinha quando em seu estado original. 
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(b) 
Figura 3.14 


Na verdade, certa quantidade de calor ou energia 
pode ser perdida à medida que o corpo de prova é des- 
carregado desde 4' e novamente carregado até essa 
mesma tensão. O resultado é que as trajetórias 4' a O' 
e O' a A' apresentarão leves curvaturas durante uma 
medição cuidadosa do ciclo de carregamento, mostra- 
das pelas linhas tracejadas na Figura 3.14b. A área in- 
terna entre essas curvas representa energia perdida e 
é denominada histerese mecânica. Ela se torna uma 
consideração importante na seleção de materiais que 
servirão como amortecedores para elementos estrutu- 
rais ou equipamentos mecânicos vibratórios, embora 
seus efeitos não sejam considerados neste livro. 


3.5 Energia de deformação 


Quando um material é deformado por uma carga 
externa, tende a armazenar energia internamente em 
todo o seu volume, Como essa energia está relaciona- 
da com as deformações no material, ela é denominada 
energia de deformação. Por exemplo, quando um corpo 


Ay. 


o 


Figura 3.15 


de prova de ensaio de tração é submetido a uma carga 
axial, um elemento de volume do material é submetido 
a uma tensão uniaxial, como mostra a Figura 3.15. Essa 
tensão desenvolve uma força AF = cÃA = o(Ax Ay) 
nas faces superior e inferior do elemento após ele ter 
sofrido um deslocamento vertical e Az. Por definição, 
trabalho é determinado pelo produto entre a força e 
o deslocamento na direção da força. Visto que a for- 
ça aumenta uniformemente de zero até seu valor final 
SF quando é obtido o deslocamento e Az, o trabalho 
realizado pela força sobre o elemento é igual ao valor 
médio da força (A F/2) vezes o deslocamento e Az. Esse 
“trabalho externo” é equivalente ao “trabalho interno” 
ou energia de deformação armazenada no elemento, 
se considerarmos que nenhuma energia é perdida sob 
a forma de calor. Por consequência, a energia de de- 
formação AU é AU = (1/2AF) e Az = (1/20 Ax Ay) e 
Az.Visto que o volume do elemento é AV = Ax Ay Az, 
então AU = 1/20eAV. 

Às vezes, é conveniente formular a energia de defor- 
mação por unidade de volume de material, denominada 
densidade de energia de deformação, a qual pode ser 
expressa por 


uU=—— = —GE€ (3.6) 


Se o comportamento do material for linear elástico, 
então a lei de Hooke se aplica, o = Ee e, portanto, 
podemos expressar a densidade de energia de defor- 
mação em termos da tensão uniaxial como 


a (3.7) 


Módulo de resiliência. Em particular, quan- 
do a tensão o atinge o limite de proporcionalidade, a 
densidade de energia de deformação, como calculada 
pela Equação 3.6 ou 3.7, é denominada módulo de 
resiliência, isto é, 


uu, = 2 OipEip * 5 E (3.8) 


O ÃO maço vinda 


RO o RES A 


ca a A 
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Observe, na região elástica do diagrama tensão-de- 
formação (Figura 3.16a), que u, é equivalente à área 
triangular sombreada sob o diagrama. Em termos físi- 
cos, a resiliência de um material representa sua capa- 
cidade de absorver energia sem sofrer qualquer dano 


permanente. 


Módulo de tenacidade. Outra importante 
propriedade de um material é o módulo de tenaci- 
dade (1). Essa quantidade representa a área inteira 
sob o diagrama tensão-deformação (Figura 3.16b), 
portanto indica a densidade de energia de deforma- Módulo de resiliência u, 
ção do material um pouco antes da ruptura. Essa (a) 

propriedade é importante no projeto de elementos 
estruturais que possam ser sobrecarregados aciden- 
talmente. Materiais com alto módulo de tenacidade 
sofrerão grande distorção devido à sobrecarga; con- 
tudo, podem ser preferíveis aos que têm baixo valor 
de módulo de tenacidade, já que os que têm u, baixo pe 
podem sofrer ruptura repentina sem dar nenhum si- 
nal dessa ruptura iminente. Ligas de metais podem Au 
mudar sua resiliência e tenacidade. Por exemplo, os 
diagramas tensão-deformação na Figura 3.17 mos- 
trám como os graus de resiliência e tenacidade de 
um aço podem mudar quando o teor de carbono na 
figa é alterado. 


e 


Módulo de tenacidade u, 
(b) 
Figura 3.16 


PONTOS IMPORTANTES 
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“=. O mais dúctil 


Figura 3.17 


EXEMPLO 3.1 


Um ensaio de tração para um aço-liga resultou no dia- 
grama tensão-deformação mostrado na Figura 3.18. Calcu- 
le o módulo de elasticidade e o limite de escoamento com 
base em uma deformação residual de 0,2%. Identifique no 
gráfico o limite de resistência e a tensão de ruptura. 


SOLUÇÃO 


Módulo de elasticidade. Devemos calcular a inclinação 
da porção inicial em linha reta do gráfico. Pela curva e escala 
ampliadas, essa reta se estende do ponto O até um ponto es- 
timado A, cujas coordenadas aproximadas são (0,0016 mm/ 
mm, 345 MPa). 


Portanto, 


345 MPa 
0,0016 mm/mm 


= 215 GPa Resposta 


Observe que a equação da reta O A é, portanto, o = 215(10º)e. 


o (MPa) 


800 
q, = 7452 


700 - 
Gun = 621 


Limite de escoamento. Para uma deformação residual de 
0,2%, partimos da deformação de 0,2% ou 0,0020 mm/mm 
e traçamos, no gráfico, uma reta paralela a OA (tracejada) 
até interceptar a curva o-e em 4'. O limite de escoamento é 
aproximadamente 


O, = 469 MPa Resposta 
Limite de resistência. Essa tensão é definida pelo pico do 
gráfico o-e, ponto B na Figura 3.18. 
o, = 745,2 MPa Resposta 
Tensão de ruptura. Quando o corpo de prova é deforma- 


do até seu máximo de Eu 0,23 mm/mm, ocorre ruptura no 
ponto C. Por isso, 


o = 621 MPa 


e Resposta 


O diagrama tensão-deformação para uma liga de alu- 
mínio utilizada na fabricação de peças de aeronaves é mos- 
trado na Figura 3,19. Se um corpo de prova desse material 
for submetido à tensão de tração de 600 MPa, determine a 
deformação permanente no corpo de prova quando a carga 


é retirada. Calcule também o módulo de resiliência antes e 
depois da aplicação da carga. 


SOLUÇÃO 


Deformação permanente. Quando o corpo de prova é 
submetido à carga, endurece por deformação até alcançar 
o ponto B no diagrama o-e (Figura 3.19). Nesse ponto, a 
deformação é aproximadamente 0,023 mm/mm. Quando a 
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Esup = 0,23 
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Figura 3.18 
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o comportamento do material segue a reta 
BC, paralela à reta OA. Visto que ambas as retas têm a mes- 
ma inclinação, à deformação no ponto € pode ser determi- 
nada analiticamente. A inclinação da reta OA é o módulo de 


elasticidade, isto é, 


carga é retirada, 


= — 450MPa | = 75,0 GPa 
0,006 mm/mm 


Pelo triângulo CBD, temos que 


450 MPa 


e 0,006 mm/mm 


= 75,0 GPa 


Essa deformação representa a quantidade de deformação 
elástica recuperada. Assim, a deformação permanente, e,,,, É 


= 0,023 mm/mm — 0,008 mm/mm 
= 0,0150 mm/mm 


oc 
Resposta 


OBSERVAÇÃO: Se a distância original entre as marcas de refe- 
tência no corpo de prova era 50 mm, após a remoção da carga 
essa distância será 50 mm + (0,0150)(50 mm) = 50,75 mm. 


Módulo de resiliência. Aplicando a Equação 3.8, temos” 


1 1 
(ttsinício = 5 Cip&ip = 5 (450 MPa) (0,006 mm/mm) 


= 1,35 MJ/m? Resposta 


10 kN 
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1 
(u)tm = 291pElp = > (600 MPa)(0,008 mm/mm) 


= 2,40M]J [mê Resposta 


OBSERVAÇÃO: Por comparação, o endurecimento por defor- 
mação no material provocou um aumento no módulo de re- 
siliência; contudo, observe que o módulo de tenacidade para 
o material diminuiu, visto que a área sob a curva original, 
OABF, é maior que a área sob a curva CBF. 


A Figura 3.20a mostra uma haste de alumínio com área 
de seção transversal circular e sujeita a uma carregamento 
axial de 10 KN. Se uma porção do diagrama tensão-defor- 
mação para o material for a mostrada na Figura 3.20b, deter- 
mine o valor aproximado do alongamento da haste quando 
a carga é aplicada. Se a carga for removida, qual é o alonga- 
mento permanente da haste? Considere E, = 70 GPa. 


SOLUÇÃO 


Para a análise, desprezaremos as deformações localizadas no 
ponto de aplicação da carga e no local em que a área da se- 
ção transversal da haste muda repentinamente. (Esses efei- 
tos serão discutidos nas seções 4.1 e 4.7.) A tensão normal e 
a deformação normal são uniformes em toda a seção média 
de cada segmento. 


Para estudar a deformação da haste, devemos obter a de- 
formação propriamente dita. Para isso, em primeiro lugar, 
calculamos a tensão e, em seguida, usamos o diagrama ten- 


20 mm 


paralelo 


eBc = 0,0450 


Em a 


eis o 
2 00 00 


0,025 


e (mm/mm) 


No Sho trabalho é medido em joules, onde 1 E = | Nm, 


1 L E 
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Figura 3.20 
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são-deformação para obter a deformação. A tensão normal 
no interior de cada segmento é 


E SGO No srmaMp 
CR alo OLmo o o 
P 10(10?) N 
opc=—= = 56,59 MPa 
PCA q(00075m) 


Pelo diagrama tensão-deformação, o material na região AB é 
deformado elasticamente, visto que o, = 40 MPa > 31,83 MPa. 
Usando a lei de Hooke, 


a Cas 31,83(10º) Pa 
4 Ea 70(10 Pa 


= 0,0004547 mm/mm 


O material no interior da região BC é deformado plastica- 
mente, visto que o, = 40 MPa < 56,59 MPa. Pelo gráfico, 
para O ,. = 56,59 MPa, 


E sc = 0,045 mm/mm 


O valor aproximado do alongamento da haste é, portanto, 


8 = SeL = 0,0004547(600 mm) + 0,045(400 mm) 


= 18,3 mm Resposta 


Quando a carga de 10 kN for removida, o segmento AB 
da haste retornará a seu comprimento original. Por quê? 
Por outro lado, o material no segmento BC se recuperará 
elasticamente ao longo da reta FG (Figura 3.20b). Uma vez 
que a inclinação de FG é E, ,a recuperação da deformação 
elástica é 


al 


E — oBc  56,59(10º) Pa 
E Esp TO(10!) Pa 


= 0,000808 mm/mm 


Então, a deformação plástica remanescente no segmento BC é 
€oc = 0,0450 — 0,000808 = 0,0442 mm/mm 


Portanto, quando a carga é removida, o alongamento perma- 
nente da haste é 


O = €ocLpo = 0,0442(400 mm) = 17,7 mm Resposta 


31. Um cilindro de concreto com 150 mm de diâmetro e 
300 mm de comprimento de referência é testado sob com- 
pressão. Os resultados do ensaio são apresentados na tabela 
como carga em relação à contração. Desenhe o diagrama 
tensão-deformação usando escalas de 10 mm = 2 MPa e 
10 mm = 0,1(10)) mm/mm. Use o diagrama para determi- 
nar o módulo de elasticidade aproximado. 


Carga (kN) | Contração (mm) 


0,0 0,0000 
25,0 0,0150 
47,5 0,0300 
82,5 0,0500 

102,5 0,0650 
127,5 0,0850 
150,0 0,1000 
172,5 0,1125 
192,5 0,1250 
232,5 0,1550 
250,0 0,1750 
265,0 0,1875 
Problema 3.1 


3.2. Osdados obtidos em um ensaio de tensão-deformação 
para um material cerâmico são dados na tabela. A curva é 
linear entre a origem e o primeiro ponto. Represente o dia- 
grama em gráfico e determine o módulo de elasticidade e o 
módulo de resiliência. 


oc=P/A| e=5/L 
(MPa) | (mm/mm) 


0,0 0,0000 
232,4 0,0006 
318,5 0,0010 
345,8 0,0014 
360,5 0,0018 
373,8 0,0022 

Problema 3.2 


3.3. Os dados obtidos em um ensaio de tensão-deformação 


para um material cerâmico são dados na tabela. A curva éli- 


near entre a origem e o primeiro ponto. Represente o diagra- 
ma em gráfico e determine o valor aproximado do módulo 
de tenacidade. A tensão de ruptura é o, = 373,8 MPa. 


c=P/A| e=ô5/L 
(MPa) | (mm/mm) 


0,0 0,0000 
232,4 0,0006 
318,5 0,0010 
345,8 0,0014 
360,5 0,0018 
373,8 0,0022 


Problema 3.3 


-3.4. Um corpo de prova de aço com diâmetro original 
de 13 mm e 50 mm de comprimento de referência foi sub- 
metido a um ensaio de tração. Os dados resultantes são 
apresentados na tabela. Construa o gráfico do diagrama 
tensão-deformação e determine Os valores aproximados 
do módulo de elasticidade, da tensão de escoamento, do 
limite de resistência e da tensão de ruptura. Use uma es- 
cala de 10 mm = 209 MPa e 10 mm = 0,05 mm/mm. De- 
senhe novamente a região elástica usando a mesma escala 
de tensão, mas use uma escala de deformação de 10 mm = 


0,004 mm/mm. 


Carga (kN)| Alongamento (mm) 


0,0 0,0000 
75 0,0125 
230 - 0,0375 
40,0 0.0625 
55,0 0,0875 
59,0 0,1250 
59,0 0,2000 
60,0 0,5000 
83,0 1,0000 
100,0 2,5000 
107,5 7,0000 
97,5 10,0000 
92,5 11,5000 
Problema 3.4 


35. A figura apresenta o diagrama tensão-deformação 
para um aço-liga com 12 mm de diâmetro original e com- 
primento de referência 50 mm. Determine os valores apro- 
ximados do módulo de elasticidade para o material, a carga 
aplicada ao corpo de prova que causa escoamento e a carga 
máxima que o corpo de prova suportará. 
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atá O diasrama tensão-delormação 
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de comprimento de referência. Se o corpo de prova for sub- 
metido a carga de tração até 500 MPa, determine o valor 
aproximado da recuperação elástica e do aumento no com- 
primento de referência após o descarregamento. 


oÉ e(mm/mm) 
O 004 008 0,12 0,16 020 0,24 0,28 
O 0,0005 0,0010,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 


Problema 3.6 


3.7. A figura apresenta o diagrama tensão-deformação 
para um aço-liga com 12 mm de diâmetro original e 50 mm 
de comprimento de referência. Determine os valores aproxi- 
mados do módulo de resiliência e do módulo de tenacidade 
para o material. 


O teta CR 


0 e(mm/ 
O 004 008 0,12 0,16 020 024 0,28 e 
O 0,0005 0,0010,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 


Problema 3.7 


'3.8. A figura apresenta o diagrama tensão-deformação de 
Uima-barra de aço. Determine os valores aproximados do mó- 
dulo de elasticidade, limite de proporcionalidade, limite de 
resistência e módulo de resiliência. Se a barra for submetida 
a Uma carga de tração de 450 MPa, determine o valor da 
recuperação da deformação elástica e da deformação per- 
manente na barra quando descarregada. 
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o! e (mm/mm) 
0 0,10 0,20 0,30 
0,0010 0,0020 0,0030 


Problema 3.8 


3.9. A figura mostra o diagrama do -€ para as fibras elásti- 
cas que compõem a pele e os músculos dos seres humanos. 
Determine o módulo de elasticidade das fibras e estime os 
módulos de tenacidade e de resiliência. 


o(kPa) 
385 ] 
/ 
7 == J 
1 L e(mm/mm 
1 2 2,25 Sabia) 
Problema 3.9 


3.10. Uma barra de aço A-36 tem comprimento de 1.250 mm e 
área da seção transversal de 430 mm? Determine o comprimen- 
to da barra se ela for submetida a uma tração axial de 25 kN. O 
material tem comportamento elástico linear. 


3.11. O diagrama tensão-deformação para o polietileno 
que é utilizado para revestir cabos coaxiais é determinado 
por um ensaio com um corpo de prova com comprimento 
de referência de 250 mm. Se uma carga P aplicada ao corpo 
de prova desenvolver uma deformação e = 0,024 mm/mm, 
determine o valor aproximado do comprimento do corpo de 
prova medido entre os pontos de referência quando a car- 
ga é removida. Considere que o corpo de prova se recupere 
elasticamente. 


P 


0 e (mm/mm) 
o 0,008 0,016 0,024 0,032 0,040 0,048 


Problema 3.11 


“312. A figura mostra o diagrama tensão-deformação para 
fibra de vidro. Se uma barra de 50 mm de diâmetro e 2 m de 
Comprimento fabricada com esse material for submetida a uma 
carga de tração axial de 60 kN, determine seu alongamento. 


o(Pa) 


Sa = 300(109)e!2 


e(mm/mm) 


Problema 3.12 


3.13. A mudança no peso de um avião é determinada pela 
leitura de um extensômetro A montado no suporte de alumí- 
nio da roda do avião. Antes de o avião ser carregado, a leitura 
do extensômetro no suporte é e = 0,00100 mm/mm, ao passo 
que, após o carregamento, é e, = 0,00243 mm/mm. Determi- 
ne a mudança na força que age sobre o suporte se a área da 
seção transversal dele for 2.200 mm. E, = 70 GPa. 


Problema 3.13 


3.14. Um corpo de prova com comprimento original de 300 mm o 


tem diâmetro original de 12 mm e é submetido a uma força 


de 2,5 kN. Quando a força é aumentada para 9 kN, o corpt . 


de prova sofre um alongamento de 22,5 mm. Determine o 
módulo de elasticidade para o material se ele permanecer 
elástico. 


4.15. Um elemento estrutural de um reator nuclear é feito 
de uma liga-de zircônio. Se esse elemento tiver de suportar 
uma carga axial de 20 kN, determine a área da PESAO transver- 
«al exigida. Use um fator de segurança 3 em relação ao escoa- 
mento. Qual é a carga sobre o elemento se ele tiver 1 m de 
comprimento e seu alongamento for 0,5 mm? E, E 100 GPa, 
o = 400 MPa. O material tem comportamento elástico. 
É 


“316. O poste é sustentado por um pino em C e por um 
arante de ancoragem AB de aço A-36. Se o diâmetro do ara- 
me for 5 mm, determine quanto ele se deforma quando uma 
força horizontal de 15 kN agir sobre o poste. 


Problema 3.16 


3,17. A adição de plastificadores ao cloreto de polivinil 
provoca a redução de sua rigidez. Os diagramas tensão-de- 
formação apresentados a seguir mostram tal efeito para três 
tipos desse material. Especifique o tipo que deve ser usado 
tia fabricação de uma haste com 125 mm de comprimento e 
50 mm de diâmetro que terá de suportar, no mínimo, uma 
carga axial de 100 kN e alongar, no máximo, 6 mm. 


q (MPa) 


não plastifijado 


s 
j Lá 


/ copolímero 


/ flexível o 


/ » (plastificado) 


Problema 3.17 


a Os cabos de aço AB e AC sustentam a massa de 
O kg Se a tensão axial admissível para os cabos for 
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O am = 130 MPa, determine o diâmetro exigido para cada 
cabo. Além disso, qual é o novo comprimento do cabo AB 
após a aplicação da carga? Considere que o comprimento 
não alongado de AB seja 750 mm. E, = 200 GPa. 


Problema 3.18 


3.19. A figura mostra o diagrama tensão-deformação para 
duas barras de poliestireno. Se a área da seção transversal da 
barra AB for 950 mm? e a de BC for 2.500 mm”, determine 
a maior força P que pode ser suportada antes que qualquer 
dos elementos sofra ruptura. Considere que não ocorre ne- 
nhuma flambagem. 


o(MPa) 
E na a RR 
] 
140 | 
I 
105 a 
| compressão | 
70 
35 y tensão 
; 1 
y 1 
o! A À — LL e(mm/mm) 
0 0,20 0,40 0,60 0,80 
Problema 3.19 


'3.20. A figura mostra o diagrama tensão-deformação de 
duas barras de poliestireno. Determine a área da seção trans- 
versal de cada barra de modo que elas sofram ruptura simul- 
tânea quando a carga P = 15 kN é aplicada. Considere que 
não ocorra nenhuma flambagem. 
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0 0,20 0,40 0,60 0,80 
Problema 3.20 


3.21. A figura apresenta o diagrama tensão-deformação 
para uma resina de poliéster. Se a viga rígida for suportada 
por uma barra AB e um poste CD, ambos feitos desse mate- 
rial, e for submetida à carga P = 80 kN, determine o ângulo 
de inclinação da viga quando a carga for aplicada. O diâme- 
tro da barra é 40 mm, e o diâmetro do poste é 80 mm. 


o (MPa) 


100 |- 
95 pd 


- compressão 4 
80 , 


70-- f 
60 Á 


0! 1 — e(mm/mm) 
o 0,01 002 0,03 0,04 


Problema 3.21 


3.22. A figura apresenta o diagrama tensão-deformação para 
uma resina de poliéster. Se a viga rígida for suportada por uma 
barra AB e um poste CD,ambos feitos desse material, determine 
a maior carga P que pode ser aplicada à viga antes da ruptura. O 
diâmetro da barra é 12 mm, e o diâmetro do poste é 40 mm. 


0,75m 0,75ml!|p O) Mm 
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Problema 3.22 


3.23. A viga é sustentada por um pino em Ce por um cabo 
de ancoragem AB de aço A-36. Se o cabo tiver diâmetro de 
5 mm, determine quanto ele estica quando um carregamento 
distribuído w = 1,5 kN/m agir sobre o tubo. O material per- 
manece elástico. 


“3.24. A viga é sustentada por um pino em Ce por um cabo 
de ancoragem AB de aço A-36. Se o cabo tiver diâmetro de 
5 mm, determine o carregamento w se a extremidade B for 
deslocada 18 mm para baixo. 


de 3m 


Problemas 3.23/24 


Us 


425. Às vezes, São instalados indicadores de tração em vez 
de torquímetros para garantir que o parafuso tenha a tração 
prescrita quando utilizado em conexões. Se uma porca do pa- 
raluso for apertada de tal modo que seis cabeças do indicador, 
cujas alturas originais eram de 3 mm, forem ema dados até 
0,3 mm, deixando uma área de contato de 1,5 mm em cada 
cabeça, determine a tensão na haste do parafuso. O diagrama 


tensão-deformação do material é mostrado na figura. 


- |— e(mm/mm 
0,0015 0,3 dg 


Problema 3.25 


3.6 Coeficiente de Poisson 


Quando submetido a uma força de tração axial, um 
corpo deformável não apenas se alonga, mas também 
se contrai lateralmente. Por exemplo, se esticarmos 
uma tira de borracha, podemos notar que a espessura, 
assim como a largura da tira diminuem. Da mesma for- 
iha, uma força de compressão que age sobre um corpo 
provoca contração na direção da força e, no entanto, 
seus lados se expandem lateralmente. Esses dois casos 
são ilustrados na Figura 3.21 para uma barra com com- 
primento e raio originais r e L, respectivamente. 

Quando a carga P é aplicada à barra, provoca uma 
niudança ô no comprimento e 5' no raio da barra. As 
deformações na direção longitudinal ou axial e na di- 
reção lateral ou radial são, respectivamente, 


ô FM 
long = L e Eat = — 


No início do século XIX, o cientista francês S. D. 
Peisson percebeu que, dentro da faixa elástica, a razão 
entre essas deformações é uma constante, visto que à 


Forma final 
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e ô' são proporcionais. Essa constante é denominada 
coeficiente de Poisson, v (nu), e seu valor numérico é 
único para um determinado material homogêneo e iso- 
trópico. Em termos matemáticos, 


(3.9) 


Essa expressão tem sinal negativo porque o alon- 
gamento longitudinal (deformação positiva) provoca 
contração lateral (deformação negativa) e vice-versa. 
Observe que essa deformação lateral é a mesma em 
todas as direções laterais (ou radiais). Além do mais, 
ela é causada somente pela força axial ou longitudinal; 
isto é, nenhuma força ou tensão age em uma direção 
lateral de modo a deformar o material nessa direção. 

O coeficiente de Poisson é adimensional e, para a 
maioria dos sólidos não-porosos, seu valor encontra- 
se, em geral, entre 1/4e 1/3. Valores típicos de v para al- 
guns materiais comuns são apresentados no final deste 
livro. Um material ideal que não apresente nenhum 
movimento lateral quando é alongado ou comprimi- 
do terá v = 0, Na Seção 10.6 mostraremos que o valor 
máximo possível para o coeficiente de Poisson é 0,5. 
Portanto, 0 <= v <= 0,5. 


EXEMPLO 3.4 


Uma barra de aço A-36 tem as dimensões mostradas 
na Figura 3.22. Se uma força axial P = 80 kN for aplica- 
da à barra, determine a mudança em seu comprimento e a 
mudança nas dimensões da área de sua seção transversal 
após a aplicação da carga. O material comporta-se elasti- 
camente. 


SOLUÇÃO 
A tensão normal na barra é 
P 80(10º) N 


o, = = 


A (0,1m)(0,05m) 


= 16,0(10º) Pa 


Pela tabela apresentada no final deste livro, para o aço A-36, 


Ea = 200 GPa e, portanto, a deformação na direção z é 


8/2 Forma final 
nn see 


5 
Forma original 


soe 


Compressão 


Figura 3.21 
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P = 80kN 


hos 


Figura 3.22 


0% 16,0(109) Pa — RRCiR 
“Eco DDOdO) Pa MlE ima 


O alongamento axial da barra é, portanto, 


8,=e,L, = [80(10-9](1,5 m) = 120 um Resposta 
Pela Equação 3.9, onde v, ss 0,32, dado encontrado em tabe- 
lano final deste livro, as deformações de contração em ambas 
as direções x e y são 


0,32[80(10-9)] = —25,6 um/m 


Assim, as mudanças nas dimensões da seção transversal são 


[7 
II 

m 

= 
II 


—[25,6(10-9)](0,1m) = —2,56 um Resposta 


[07] 
H 
m 
Siga 
fa 
H 


—[25,6(10-)](0,05 m) = —1,28 um Resposta 


3.7 O diagrama tensão- 
deformação de 
cisalhamento 


Na Seção 1.5 mostramos que, quando um elemento 
do material é submetido a cisalhamento puro, o equi- 
líbrio exige que tensões de cisalhamento iguais sejam 
desenvolvidas nas quatro faces do elemento. Essas ten- 
sões devem dirigir-se ou afastar-se de cantos diagonal- 
mente opostos do elemento (Figura 3.23a). Além disso, 
se o material for homogêneo e isotrópico, essa tensão 
de cisalhamento distorcerá o elemento uniformemen- 
te (Figura 3.23b). Como mencionamos na Seção 2.2, 
a deformação por cisalhamento pes mede a distorção 
angular do elemento em relação aos lados que se en- 
contravam, originalmente, ao longo dos eixos x e . 

O comportamento de um material submetido a 
cisalhamento puro pode ser estudado em laboratório 
por meio de corpos de prova na forma de tubos finos 
submetidos a carga de torção. Se o torque aplicado e 


(a) 


Figura 3.23 


os ângulos de torção resultantes forem medidos, então, 
pelos métodos que explicaremos no Capítulo 5, os da- 
dos podem ser usados para determinar a tensão de cisa- 


lhamento e a deformação por cisalhamento e para cons- 


truir um diagrama tensão-deformação de cisalhamento. 
Um exemplo desse diagrama para um material dúctil 
é mostrado na Figura 3.24. Como ocorre no ensaio de 
tração, esse material, quando submetido a cisalhamen- 
to, exibe comportamento linear elástico e terá um limite 
de proporcionalidade definido 7. Também ocorrerá en- 
durecimento por deformação até que a tensão de cisa- 
lhamento máxima 7, seja atingida. Por fim, o material 
começará a perder sua resistência ao cisalhamento até 
atingir um ponto no qual sofrerá ruptura, Toup' 

A maioria dos materiais de engenharia, como o que 
acabamos de descrever, apresentará comportamento 
elástico linear e, portanto, a lei de Hooke para cisalha- 
mento pode ser expressa por 


q 
) 
ad) 


Yp Ym Yrup 
Figura 3.24 
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Nessa expressão, G é denominado módulo de elas- 
ticidade ao cisalhamento ou módulo de rigidez. Seu 
valor pode ser medido como a inclinação da reta no 
dingtama 7=Y, isto é, G = TilYip Valores típicos para 
materiais comuns de engenharia são apresentados no 
final deste livro. Observe que as unidades de medida 
de G serão as mesmas de E (Pa ou psi), visto que y é 
medida em radianos, uma quantidade adimensional. 
Na Seção 10.6 mostraremos que as três constantes 
do material, E,v e G, na realidade, estão relacionadas 


pela equação 


(3.11) 


Contanto que E e G sejam conhecidos, o valor de v 
pode ser determinado por essa equação, em vez de medi- 
ÇÕe experimentais. Por exemplo, no caso do aço A-36, 
E 200 GPa e Ce = 76 GPa; portanto, pela Equa- 
ao sdl,v a 0,32. 


Um corpo dé prova de liga de titânio é testado em torção, 
ca Figura 3.25a mostra o diagrama tensão-deformação de ci- 
salhamento. Determine o módulo de cisalhamento G, o limite 
«le proporcionalidade e o limite de resistência ao cisalhamento. 
Determine também a máxima distância d de deslocamento ho- 
rizontal ca: parte uperior de um bloco desse material, mostra- 
doa Figura 3.25b, se ele se comportar elasticamente quando 
submetido a uma força de cisalhamento V, Qual é o valor de 
Y necessário para causar esse deslocamento? 


+ (MPa) 


e d 
04 q) 6) 


a 
Figura 3.25 
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SOLUÇÃO 


Módulo de cisalhamento. Esse valor representa a incli- 
nação da porção em linha reta OA do diagrama 7-7. As co- 
ordenadas do ponto A são (0,008 rad, 360 MPa). Assim, 


— 360MPa 


fre 0,008 rad 


= 45(10*) MPa Resposta 


A equação da reta OA é, portanto, T= 45(10º)y, que é a lei de 
Hooke para cisalhamento. 


Limite de proporcionalidade. Por inspeção, o gráfico dei- 
xa de ser linear no ponto 4. Assim, 


Tp = 360 MPa Resposta 


Limite de resistência. Esse valor representa a tensão de 
cisalhamento máxima, ponto B. Pelo gráfico, 


Tm — 504 MPa Resposta 


Deslocamento elástico máximo e força de cisalhamento. 
Visto que a máxima deformação elástica por cisalhamento é 
0,008 rad, um valor muito pequeno, o deslocamento horizon- 
tal da parte superior do bloco na Figura 3.25b será: 


d 
tan(0,008 rad) = 0,008 rad = SR 


mm Resposta 


d = 0,4 mm 


A tensão de cisalhamento média correspondente no 
bloco é Tp 5 360 MPa. Assim, a força de cisalhamento V 
necessária para provocar o deslocamento é 


V 
(75 mm)(100 mm) 
V=2700 kN 


Tméa = So; 360 MPa = 


Resposta 


EXEMPLO 36 — 


Um corpo de prova de alumínio, mostrado na Figura 
3.26, tem diâmetro d, = 25 mm e comprimento de referên- 
cia L, = 250 mm. Se uma força de 165 kN provocar um 
alongamento de 1,20 mm no comprimento de referência, 
determine o módulo de elasticidade. Determine também 
qual é a contração do diâmetro que a força provoca no cor- 
po de prova. Considere G, = 26 GPa e o, = 440 MPa. 


SOLUÇÃO 


Médiulo de elasticidade. 
po de prova é- 


A tensão normal média no cor- 


EP, 165(10?) N 
A (m/4)(0,025 m)? 


= 336,1 MPa 
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165 kN 


Figura 3.26 


e a deformação normal média é 


fo) 120mm - 
€ a 0,00480 mm/mm 


Como o < o, = 440 MPa, o material comporta-se elas- 
ticamente. O módulo de elasticidade é 


o 336,1(10º) Pa 


E Sa 
de 0,00480 


= 10,0 GPa Resposta 


Contração do diâmetro. Em primeiro lugar, determina- 
remos o coeficiente de Poisson para o material, usando a 
Equação 3.11. 


E 

fiês 2(1 + v) 

— 700 GPa 

26 GPa = 21 +») 
v = 0,347 


Visto que e, = 0,00480 mm/mm, então, pela Equação 3.9, 


mpi 


Elat 
v=—-— 
long 
Flat 
0,347 = 
0,00480 mm/mm 


Ela, = —0,00166 mm/mm 


A contração do diâmetro é, portanto, 


5" = (0,00166)(25 mm) 


= 0,0416 mm Resposta 


'3.8 Falha de materiais devida 
à fluência e à fadiga 


Até aqui, as propriedades mecânicas de um mate- 
rial foram discutidas somente para uma carga estática 
ou aplicada lentamente à temperatura constante. En- 
tretanto, em alguns casos, pode acontecer de um ele- 
mento estrutural ser usado em um ambiente no qual 
tenha de suportar carregamentos por longos períodos 
a temperaturas elevadas ou, em outros casos, O carre- 
gamento pode ser repetitivo ou cíclico. Não considera- 
remos esses efeitos neste livro, embora mencionemos 
brevemente como determinar a resistência de um ma- 
terial para essas condições, já que eles recebem trata- 
mento especial no projeto de máquinas e estruturas. 


Fluência. Quando um material tem de suportar 
uma carga por muito tempo, pode continuar a defor- 
mar-se até sofrer uma ruptura repentina ou ter sua 
utilidade prejudicada. Essa deformação permanen- 
te dependente do tempo é conhecida como fluência. 
Normalmente, a fluência é considerada quando metais 
e materiais cerâmicos são usados em elementos estru- 
turais ou peças mecânicas sujeitos a altas temperatu- 
ras. Todavia, para alguns materiais, como polímeros e 
compósitos — entre eles, madeira ou concreto —, a 
temperatura não é um fator importante; mesmo assim, 
pode ocorrer fluência estritamente devido à aplicação 
de carga por longo tempo. Como exemplo típico, con- 
sidere o fato de uma tira de borracha não retornar à 
sua forma original após ser liberada de uma posição 
esticada na qual foi mantida durante um período mui- 
to longo. Portanto, de modo geral, ambas, tensão e/ou 
temperatura, desempenham um papel significativo na 
taxa de fluência. 

Para finalidades práticas, quando a fluência se tor- 
na importante, o projeto geralmente considera um 
material adequado para resistir a uma deformação por 
fluência específica durante um período determinado. 
Nesse caso, uma importante propriedade mecânica 
usada no projeto de elementos estruturais sujeitos à 
fluência é o limite de fluência. Esse valor representa a 
tensão inicial mais alta que o material pode suportar 
durante um tempo específico sem provocar uma deter- 
minada quantidade de deformação por fluência. Como 
o limite de fluência varia com a temperatura, o projeto 
deverá especificar os valores para temperatura, dura- 


ção do carregamento e deformação a por a 
ência. Por exemplo, uma deformação por o e 
0,1% por ano foi sugerida perto aço empregado em 
parafusos € tubulações e de 0,25% por ano para reves 
timento de chumbo para cabos. E 
"Há vários métodos para determinar um limite de 
fluência admissível para um determinado material. 
Um dos mais simples envolve o teste simultâneo 
de vários corpos de prova à temperatura constante, 
mas cada um deles é submetido a uma tensão axial 
diferente. A medição do tempo necessário para se 
produzir uma deformação admissível ou a deforma- 
ção de ruptura para cada corpo de prova permite à 
construção de um gráfico da tensão em relação ao 
tempo. Normalmente, esses testes são executados 
durante 1.000 horas, no máximo. A Figura 3.27 mos- 
tra um exemplo dos resultados para aço inoxidável 
à temperatura de 650ºC e fluência de deformação 
prescrita de 1%. Como podemos observar, esse ma- 
terial tem limite de escoamento de 276 MPa à tem- 
peratura ambiente (0,2% de deformação residual) e 
uma resistência à fluência em 1.000 horas de aproxi- 
madamente o, = 138 MPa. 

Em peral, à resistência à fluência diminuirá para 
temperaturas mais altas ou para tensões aplicadas 
muais altas. Para períodos mais longos, é preciso fazer 
extrapolações nas curvas, o que costuma exigir certa 
experiência com o comportamento da fluência e al- 
gum conhecimento suplementar das propriedades de 
fluência do material a ser utilizado. Contudo, uma vez 
determinada a resistência à fluência do material, apli- 
ca-se um fator de segurança para obter-se uma tensão 
admissível adequada para'o projeto. 


Fadiga. Quando um metal é submetido a ciclos re- 
petidos de tensão ou deformação, sua estrutura pode 
romper-se, O que, por fim, resulta em ruptura. Esse 
comportamento é denominado fadiga e, normalmente, 
é responsável por grande porcentagem de falhas em 
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bielas e virabrequins de motores, pás de turbinas a va- 
por ou a gás, acoplamentos ou apoios para pontes, ro- 
das e eixos de vagões ferroviários, entre outras peças 
sujeitas a carregamento cíclico. Em todos esses casos, a 
ruptura ocorrerá a uma tensão menor que a tensão de 
escoamento do material. 

Aparentemente, a natureza dessa falha resulta do 
fato de haver regiões microscópicas, geralmente na 
superfície de um elemento, onde a tensão localizada 
se torna muito maior do que a tensão média que age 
na seção transversal como um todo. Como essa ten- 
são mais alta é cíclica, leva à formação de minúsculas 
trincas. A ocorrência dessas trincas provoca aumento 
adicional da tensão em suas extremidades ou bor- 
das, o que, por sua vez, provoca aumento adicional 
da extensão das trincas no material com a contínua 
aplicação da tensão cíclica. A certa altura, a área da 
seção transversal do elemento reduz-se a um ponto 
no qual não se pode mais suportar a carga, e o resul- 
tado é a ocorrência de ruptura repentina. O material, 
ainda que considerado dúctil, comporta-se como se 
fosse frágil. 

Para especificar uma resistência segura para um 
material metálico sob carga repetida, é necessário 
determinar um limite abaixo do qual nenhuma evi- 
dência de falha possa ser detectada após a aplica- 
ção de uma carga durante um número específico de 
ciclos. Essa tensão-limite é denominada limite de 
fadiga. Usando uma máquina de ensaio adequada 
para tal finalidade, vários corpos de prova são sub- 
metidos a uma tensão cíclica específica até falharem. 
Os resultados são marcados em um gráfico no qual 
a tensão S (ou o) é a ordenada e o número de ciclos 
até a falha, N, é a abscissa. Esse gráfico é denomi- 
nado diagrama S-N ou diagrama tensão-ciclo e, na 
maioria das vezes, os valores de N são marcados em 
uma escala logarítmica, já que, em geral, são muito 
grandes. 


Ee 1h) 
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Diagrama at para aço inoxidável 
a 650º€ e deformação por fluência de 1% 


Figura 327 
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Exemplos de diagramas S-N para dois materiais 
comuns de engenharia são mostrados na Figura 3.28. 
O limite de fadiga é a tensão à qual o gráfico S-N 
se torna horizontal ou assintótico. Como podemos 
observar, ele tem um valor bem definido (S Dio = 
186 MPa para o aço. Entretanto, para o alumínio, o 
limite de fadiga não é bem definido e, por isso, é nor- 
malmente especificado como a tensão (S,), = 131 
MPa para um limite de 500 milhões de ciclos. Valo- 
res típicos de limites de fadiga para vários materiais 
de engenharia geralmente são encontrados em ma- 
nuais. Uma vez obtido um determinado valor, consi- 
dera-se que a vida útil em relação à fadiga é infinita 
para qualquer tensão abaixo desse valor, e, portanto, 
o número de ciclos até a falha não é mais levado em 
consideração. 


200 


(Sres)aço = 186. ii 


(Sredal = o 
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Diagrama S-N para ligas de aço e alumínio 
(o eixo N tem escala logarítmica) 


Figura 3.28 


PO Os IMPORTANTES 


Son, v, é uma me did da de 
ormação longitudinal. De modo ge 
nto outra será uma contração, 

tensão-deformação de cisalhamen 
ento. Se o material for homogê 
a é denominada módulo de; 
ação matemática entre G, E e 
eformação de um material e! 
pe Elementos estrutu 


3.26. A haste plástica de acrílico tem 200 mm de compri- 
mento e 15 mm de diâmetro. Se uma carga axial de 300 N for 
aplicada a ela, determine a mudança em seu comprimento e 
em seu diâmetro. E, = 2,70 GPa, v= 0,4. 


Problema 3.26 


327. O bloco é feito de titânio Ti-6A1-4V. É submetido a 
uma compressão de 1,5 mm ao longo do eixo y, e sua forma 
sofre uma inclinação de 6 = 89,7º, Determine e,, E, CE 


to em relação à à defos 
inclinação da curva dentro 


temperatura desempenham 
Ds da fluência com base em seu 
nte um período específico sem 


Problema 3.27 


'3.28. Um bloco cilíndrico curto de bronze C86.100, com . 


diâmetro original de 38 mm e comprimento de 75 mm, é co- 
locado em uma máquina de compressão e comprimido até 
atingir o comprimento de 74,5 mm. Determine o novo diá- 
metro do bloco. 


3.29 
dele 
ot « 
de 
dc | 
cocl 


RR! 
são 
ela 
tac: 
for 
Cou 


3.29. A figura mostra a porção elástica do diagrama tensão- 
deformação para um aço-liga. O corpo de prova do qual ela 
foi obtida tinha diâmetro original de 13 mm e comprimento 
de referência de 50 mm. Quando a carga aplicada ao corpo 
de prova for 50 kN, o diâmetro é 12,99265 mm. Determine o 


coeficiente de Poisson para O material. 


o(MPa) 


400 


e(mm/mm) 


0,002 


Problema 3.29 


3.30. A figura mostra a porção elástica do diagrama ten- 
são-deformação para um aço-liga. O corpo de prova do qual 
ela foi obtida tinha diâmetro original de 13 mm e compri- 
mento: de referência de 50 mm. Se uma carga P = 20 kN 
for aplicada ao corpo de prova, determine seu diâmetro e 
comprimento de referência. Considere v = 0,4. 


0,002 e(mm/mm) 


Problema 3.30 


3 À A figura mostra o diagrama tensão-deformação de 
cisalhamento para um aço-liga. Se um parafuso de 6 mm de 
diâmetro feito desse material for utilizado em uma junta so- 
breposta, determine o módulo de elasticidade E e a força P 


exigid; ' i 
É Eae pára pr Ovocar o escoamento do material. Considere 
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T(MPa) 


Problema 3.31 


'3.32. As sapatas do freio do pneu de uma bicicleta são fei- 
tas de borracha. Se uma força de atrito de 50 N for aplicada 
de cada lado dos pneus, determine a deformação por cisalha- 
mento média na borracha. As dimensões da seção transver- 
sal de cada sapata são 20 mm e 50 mm. G, = 0,20 MPa. 


50 mm 


Problema 3.32 


3.33. O tampão tem diâmetro de 30 mm e ajusta-se ao in- 
terior de uma luva rígida com diâmetro interno de 32 mm. 
Ambos, tampão e luva, têm 50 mm de comprimento. Deter- 
mine a pressão axial p que deve ser aplicada à parte superior 
do tampão para que ele entre em contato com as laterais da 
luva. Determine também a que distância o tampão deve ser 
comprimido para baixo para que isso aconteça. O material 
do tampão tem E = 5 MPa e v = 0,45. 


Problema 3.33 
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3.34. O bloco de borracha é submetido a um alongamento y 
de 0,75 mm ao longo do eixo x, e suas faces verticais sofrem 
uma inclinação de modo que 6 = 89,3º. Determine as defor- 
mações €, €, e y,, Considere v, =0,5. 


Problema 3.34 


Revisão do capítulo 


| Um dos testes mais importantes para a resistência de um material é o ensaio de tração. Os resultados obtidos com a 
- aplicação de uma força de tração a um corpo de prova de tamanho conhecido são representados em um gráfico no qual 
a tensão normal é marcada no eixo vertical e a deformação normal é marcada no eixo horizontal, po 


Muitos materiais de engenharia exi- 
bem comportamento inicial linear 
elástico, pelo qual a tensão é propor- 
cional à deformação, definida pela lei 
de Hooke, o = Ee. Nesta expressão, E, 
denominado módulo de elasticidade, 
é a Inclinação dessa reta no diagram 
tensão-deformação. a 


Quando o material sofre tensão além 
do ponto dé escoamento, ocorre de- 
formação permanente. O aço, parti- o cc É o 
cularmente, tem uma região de es- | —e- tensão de ruptura real 
' coamento na qual o material exibe a o... 
um aumento na deformação, mas Sd renmncia 
nenhum aumento na tensão. A re- cc 
gião de endurecimento por deforma- 
ção provoca escoamento adicional do 
“material com um aumento correspon- 
dente na tensão. No limite de resistên- 
cia, uma região localizada no corpo de 
prova começa a sofrer uma constrição, 
denominada estricção. É nesse local 
onde, finalmente, ocorre a ruptura. 


tensão 
/ deruptura 


escoa- endurecimento estricção | 
mento por deformação o : 


compor comportamento plástico 
tamento : 
elástico 


- Materiais dúcteis, como a maioria 
dos metais, exibem comportamento 
elástico e plástico. A madeira é mo- 
deradamente dúctil. Geralmente, a 

- ductilidade é especificada pelo alonga- sa RE 
mento permanente até a falha ou pela — Porcentagem de redução de área= 
redução permanente na área da seção GE o 
transversal. 


E = 

Porcentagem de alongamento = o L “ (100%) 
Ay 4 
(1009 
A (100 a 
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dd ir 


ser elevado por dire 
deformação, o que se 


tensão de modo a causar 
em m eepuido, liberando 


o 


Material frágil 


região região 
elástica plástica 


permanente elástica 


E 


deformação: recuperação 


údulo de resiliência 


Médulo dé tenacidade 


a 
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Diagramas de tensão de cisalhamento 
em relação à deformação por cisalha- 
mento também ..podem ser estabele- 
cidos para um: material. Dentro da 


do pela inclinação da reta dentro da 
região elástica. O valor de G também 
pode ser obtido pela relação que exis- 
teentre G,E ev. 


região elástica, 1 = Gy,onde G é O E 
módulo: de cisalhamento, determina- G = 21 +») Gir 


Quando materiais estão em serviço 
por longos períodos, torna-se impor- 
tante considerar a fluência e a fadiga. 
Fluência é:a taxa de deformação em 
relação ao tempo que ocorre a alta 
tensão e/ou alta temperatura. O pro- 
jeto: de estruturas deve exigir que a 
tênsão. no: material não ultrapasse 
uma tensão; predeterminada denomi- 
nada limite de fluência. Pode ocorrer 
fadiga: quando o material é submeti- 
do a um grande número de ciclos de 
carregamento. Esse efeito provoca à 
formação de microtrincas, o que leva 
a uma falha frágil. Para evitar fadiga, a 
tensão no material não deve ultrapas- 
sar um limite de fadiga específico. 


PROBLEMAS DE REVISÃO 


3.35. A figura mostra a porção elástica do diagrama ten- 
são-deformação para uma liga de alumínio. O corpo de pro- 
va usado para o ensaio tem comprimento de referência de 50 
mm e 12,5 mm de diâmetro. Quando a carga aplicada for 45 
kN, o novo diâmetro do corpo de prova será 12,48375 mm. 
Calcule o módulo de cisalhamento G, para o alumínio. 


e (mm/mm) 


Problema 3.35 


*3.36. A figura mostra a porção elástica do diagrama ten- 
são-deformação para uma liga de alumínio. O corpo de pro- 
va usado para o ensaio tem comprimento de referência de 
50 mm e 12,5 mm de diâmetro. Quando a carga aplicada é 
50 kN, determine o novo diâmetro do corpo de prova. O 
módulo de cisalhamento é G,, = 28 GPa. 


o (MPa) 


500 


e (mm/mm) 


0,00614 
Problema 3.36 


3.37. O cabeçote H está acoplado ao cilindro de um compres- 
sor por seis parafusos de aço. Se a força de aperto de cada pa- 
rafuso for 4 kN, determine a deformação normal nos parafusos, 
Cada um deles tem 5 mm de diâmetro. Se o, = 280 MPae E,, 
= 200 GPa, qual é a deformação em cada parafuso quando a 
porca é desatarraxada, aliviando, assim, a força de aperto? 


£ 


Problema 3.37 


3.38. 
cabo 
for é 
cart 


ciást 


3.30. 
cabo 
lor 5 
cada 


“SM 
def 
de 5 
tens 
meny 
qua 


ígido é tado por um pino em C e um 
1» O tuborígido é susten i 
e de ancoragem AB de aço A-36. Se o diâmetro do cabo 
= 5 mm, determine o quanto ele é esticado quando uma 
a P - 1,5-kN age sobre o tubo. O material permanece 
Cars ' 


elástico. 


Problema 3.38 


339. O tubo rígido é sustentado por um pino em C e um 
cabo de ancoragem AB de aço A-36. Se o diâmetro do cabo 
for 5 mm, determine a carga P se a extremidade B for deslo- 
cada 2,5 mm para a direita. 


Problema 3.39 


3.40. Ao ser submetido a um ensaio de tração, um corpo 
de prova de liga de cobre com comprimento de referência 
de 0 mm sofre uma deformação de 0,40 mm/mm quando a 
tensão é de 490 MPA, Se o, = 315 MPa quando e, = 0,0025 


mmmm, determine a distância entre os pontos de referência 
quando a carga é aliviada. 
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3.41. O parafuso de 8 mm de diâmetro é feito de uma liga 
de alumínio e está instalado em uma luva de magnésio com 
diâmetro interno de 12 mm e diâmetro externo de 20 mm. 
Se os comprimentos originais do parafuso e da luva forem 
80 mm e 50 mm, respectivamente, determine as defor- 
mações na luva e no parafuso se a porca do parafuso for 
apertada de tal modo que a tensão no parafuso seja de 8 
kN. Considere que o material em A é rígido. E, = 70 GPa, 
Eng = 45 GPa. 


30 mm 


Problema 3.41 


3.42. Um corpo de prova de aço com diâmetro original de 
12,5 mm e comprimento de referência de 50 mm foi subme- 
tido a um ensaio de tração. Os dados resultantes do teste são 
apresentados na tabela. Construa o diagrama tensão-defor- 
mação e determine os valores aproximados do módulo de 
elasticidade, limite de resistência e tensão de ruptura. Use 
uma escala de 20 mm = 50 MPa e 20 mm = 0,05 mm/mm. 
Desenhe novamente a região elástica linear usando a mesma 
escala de tensão, mas uma escala de deformação de 20 mm = 
0,001 mm/mm. 


Carga (kN) |Alongamento (mm) 
0 0 
11,1 0,0175 
31,9 0,0600 
37,8 0,1020 
40,9 0,1650 
43,6 0,2490 
53,4 1,0160 
62,3 3,0480 
64,5 6,3500 
62,3 8,8900 
58,8 11,9380 
Problema 3.42 


3.43. Um corpo de prova de aço com diâmetro original de 
12,5 mm e comprimento de referência de 50 mm foi submeti- 
do a um ensaio de tração. Usando os dados apresentados na 
tabela, construa o diagrama tensão-deformação e determine 
o valor aproximado do módulo de tenacidade. Use uma esca- 
la de 20 mm = 50 MPa e 20 mm = 0,05 mm/mm. 


84 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


Carga (kN) |Alongamento (mm) 
0 0 
11,1 0,0175 
31,9 0,0600 
37,8 0,1020 
40,9 0,1650 
43,6 0,2490 
53,4 1,0160 
62,3 3,0480 
64,5 6,3500 
62,3 8,8900 
58,8 11,9380 
Problema 3.43 


*3.44. Uma haste de latão de 8 mm de diâmetro tem mg. 


dulo de elasticidade E,, = 100 GPa. Se a haste tiver 3m dê 
comprimento e for submetida a uma carga axial de 2 kN 
determine seu alongamento. Qual será o alongamento se 5 
diâmetro for 6 mm? 


2kN 


3m +] 


Problema 3.44 
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OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Carga axial 


No Capítulo 1, desenvolvemos o método para determinar a tensão normal em elementos carregados axial- 


“mente. Ne 


4.1 


Nos capítulos anteriores, desenvolvemos o conceito 
de tensão como um meio para medir a distribuição de 
força no interior de um corpo e o conceito de de forma- 
cão como um meio para medir a deformação geomé- 
triça de um corpo. Também mostramos que a relação 
matemática entre tensão e deformação depende do 
tipo de material do qual o corpo é feito. Em particular, 
se O material se comportar de maneira linear elástica, a 
lei de Hooke será aplicável e haverá uma relação pro- 
porcional entre tensão e deformação. 

Com essa ideia em mente, considere o modo como 
uma barra retangular se deforma elasticamente quan- 
do submetida a uma força P aplicada ao longo do eixo 
de seu centroide (Figura 4.1a). Nesta figura, a barra 
está presa a um apoio em uma de suas extremidades, 
e a força é aplicada em um furo na outra extremida- 
de. Devido ao carregamento, a barra deforma-se como 
indicam as distorções das linhas da grade desenhada 
sobre a barra, que antes eram horizontais e verticais. 
Observe a deformação localizada que ocorre em cada 
extremidade. Esse efeito tende a diminuir conforme as 
medições são feitas cada vez mais distante das extremi- 
dades, Além disso, as deformações vão se nivelando e 
tornam-se uniformes em toda a seção média da barra. 
, Visto que a deformação está relacionada com a ten- 
São no interior da barra, podemos afirmar que a tensão 
será distribuída mais uniformemente por toda a área da 
seção transversal se um corte for feito em uma seção 
distante do ponto onde a carga externa é aplicada. Por 
exemplo, considere um perfil da variação da distribui- 
ção de tensão que age nas seções a-a, b-b e c-c, cada 
Uma mostrada na Figura 4.1b. Comparando as curvas, 
f tensão quase alcança um valor uniforme na seção c-c, 
due está suficientemente afastada da extremidade. Em 
outras palavras, a seção c-c está longe o suficiente do 
Ponto de aplicação de P, de tal modo que a deformação 
localizada provocada por P seja desprezível. A distância 


Princípio de Saint-Venant 


ste capítulo, discutiremos como determinar a deformação desses elementos e desenvolveremos 
um método para determinar as reações nos apoios quando tais reações não puderem ser determinadas 
estritamente pelas equações de equilíbrio. Também discutiremos uma análise dos efeitos da tensão térmica, 
concentrações de tensão, deformações inelásticas e tensão residual. 


mínima em relação à extremidade da barra onde isso 
ocorre pode ser determinada por meio de uma análise 
matemática baseada na teoria da elasticidade. 

Todavia, como regra geral, que também se aplica a 
muitos outros casos de carregamento e geometria de 
elementos estruturais, podemos considerar que essa dis- 
tância é, no mínimo, igual à maior dimensão da seção 
transversal carregada. Em consequência,no caso da bar- 
ra na Figura 4.1b, a seção c-c deve estar localizada a uma 
distância no mínimo igual à largura (e não à espessura) 
da barra." Essa regra se baseia na observação experimen- 
tal do comportamento do material, e somente em casos 
especiais, como o que acabamos de discutir, ela foi vali- 
dada matematicamente. Entretanto, devemos observar 
que essa regra não se aplica a todos os tipos de elemen- 
tos e casos de carregamento. Por exemplo, elementos es- 
truturais de paredes finas submetidos a carregamentos 
que provocam grandes deflexões podem criar tensões e 
deformações localizadas que têm influência a uma dis- 
tância considerável do ponto de aplicação da carga. 

Observe, na Figura 4.1a, como o apoio impede a 
redução da largura da barra, o que deveria ocorrer 
devido ao alongamento lateral da barra — uma con- 
sequência do “efeito de Poisson”, discutido na Seção 
3.6. Contudo, por esse mesmo argumento, poderíamos 
demonstrar que a distribuição de tensão no apoio tam- 
bém se nivelará e se tornará uniforme em toda a seção 
transversal a uma curta distância do apoio; e mais, a 
amplitude da força resultante criada por essa distribui- 
ção de tensão deve ser também iguala P. 

O fato de a tensão e a deformação comportarem-se 
dessa maneira é denominado princípio de Saint-Venant, 
visto que foi observado pela primeira vez pelo cientista 
francês Barré de Saint-Venant, em 1855. Em essência, 
esse princípio afirma que a tensão e a deformação pro- 
duzidas em pontos de um corpo suficientemente distantes 


Quando a seção c-c está localizada dessa maneira, a teoria da 


elasticidade prevê que a tensão máxima será 0, = 1,020 4 
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seção a-a 


seção c-c 


(c) 


Figura 4.1 


da região da aplicação da carga serão iguais à tensão e 
à deformação produzidas por quaisquer carregamentos 
aplicados que tenham a mesma resultante estaticamente 
equivalente e sejam aplicados ao corpo dentro da mes- 
ma região. Por exemplo, se duas forças P/2 aplicadas si- 
metricamente agirem sobre a barra (Figura 4.1c), a dis- 
tribuição de tensão na seção c-c, que é suficientemente 
afastada dos efeitos localizados dessas cargas, será uni- 
forme e, portanto, equivalente a o, = P/A como antes. 

Então, resumindo, não temos mais de considerar as 
distribuições de tensão um tanto complexas que podem 
realmente se desenvolver nos pontos de aplicação de car- 
ga ou em apoios, quando estudarmos a distribuição de 
tensão em um corpo em seções suficientemente afastadas 
dos pontos de aplicação de carga. O princípio de Saint- 
-Venant afirma que os efeitos localizados causados por 
qualquer carga que age sobre um corpo serão dissipados 
ou atenuados em regiões suficientemente afastadas do 
ponto de aplicação da carga. Além do mais, a distribui- 
ção de tensão resultante nessas regiões será a mesma que 
a causada por qualquer outra carga estaticamente equiva- 
lente aplicada ao corpo dentro da mesma área localizada. 


4.2 Deformação elástica de 
um elemento submetido 
a carga axial 


Usando a lei de Hooke e as definições de tensão 
e deformação, desenvolveremos, agora, uma equação 


que pode ser usada para determinar a deformação 
elástica de um elemento submetido a cargas axiais, 
Para generalizar o desenvolvimento, considere a barra 
mostrada na Figura 4.2a, cuja área de seção transver- 
sal varia gradativamente ao longo de seu comprimento 
L.A barra está sujeita a cargas concentradas em suas 
extremidades e a uma carga externa variável distribuí- 
da ao longo de seu comprimento. Essa carga distribuída 
poderia, por exemplo, representar o peso de uma barra 
vertical ou forças de atrito que agem sobre a superfície 
da barra. Aqui, queremos determinar o deslocamen- 
to relativo 6 (delta) de uma das extremidades da bar- 
ra em relação à outra extremidade, causada por esse 
carregamento. Na análise a seguir, desprezaremos as 
deformações localizadas que ocorrem em pontos de 
carregamento concentrado e nos locais em que a seção 
transversal muda repentinamente. Como observamos 
na Seção 4.1, esses efeitos ocorrem no interior de pe- 
quenas regiões do comprimento da barra e, portanto, 
terão somente um leve efeito sobre o resultado final. 
Na maioria dos casos, a barra se deformará uniforme- 
mente, de modo que a tensão normal será uniformemen- 
te distribuída na seção transversal. 

Usando o método das seções, isolamos um elemento 
diferencial da barra de comprimento dx e área de seção 
transversal A(x) em uma posição arbitrária x. O diagra- 
ma de corpo livre desse elemento é mostrado na Figu- 
ra 4.2b. A força axial interna resultante é representada 
por P(x), já que o carregamento externo fará com que 


ela varie ao longo do comprimento da barra. Essa carpa, 


P(x), deformará o elemento até a forma indicada pela 


n 
P, P(x) «fra 


Figura 4.2 
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linha tracejada e, portanto, o deslocamento de uma das 
stremidades do elemento em relação à outra extremi- 
ade será d. A tensão e a deformação no elemento são 


P(x) dô 
a RE: 
A (x) dx 
Contanto que essas quantidades não ultrapassem 


o imite de proporcionalidade, podemos relacioná-las 
usando a lei de Hooke, isto é, 


o = Ee 
P(X) dê 
AÇO) (4) 
P(x) dx 
O AME 


Para o comprimento total da barra, L, devemos in- 
tegrar essa expressão para determinar o deslocamento 
da extremidade exigido. Isso nos dá 


EP(x) dx 
= LaÇÕE 


(4.1) 


onde 

ô = deslocamento deum pontona barra relativo 
a um outro ponto 

L = distância original entre os pontos 

P(x) = força axial interna na seção, localizada a dis- 
tância x de uma extremidade 

A(x) = área da seção transversal da barra, expressa 
em função de x 

E = módulo de elasticidade para o material 


Carga constante e área de seção transversal. 
Em muitos casos, a barra terá uma área de seção trans- 
versal constante, 4; e o material será homogêneo, de 
modo que E é constante. Além do mais, se uma força 
externa constante for aplicada a cada extremidade (Fi- 
gura 4.3), então a força interna P também será cons- 
tante em todo o comprimento da barra. O resultado é 
que a Equação 4.1 pode ser integrada e nos dará 


C PL 
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aguas 


L q 


Figura 4.3 
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Se a barra for submetida a várias forças axiais dife- 
rentes, ou se a área da seção transversal ou o módulo 
de elasticidade mudar repentinamente de uma região 
da barra para outra, a equação acima poderá ser apli- 
cada a cada segmento da barra onde todas essas quan- 
tidades são constantes. Então, o deslocamento de uma 
extremidade da barra em relação à outra é determina- 
do pela adição algébrica dos deslocamentos das extre- 
midades de cada segmento. Para esse caso geral, 


PL 


o (4.3) 


Convenção de sinais. Para aplicar a Equação 4.3, 
temos de desenvolver uma convenção de sinal para a 
força axial interna e o deslocamento de uma extremi- 
dade da barra em relação à outra extremidade. Para 
tanto, consideraremos que ambos, força e deslocamen- 
to, são positivos se provocarem tração e alongamento, 
respectivamente (Figura 4.4); ao contrário, força e des- 
locamento negativos causarão compressão e contra- 
ção, respectivamente. 

Por exemplo, considere a barra mostrada na Fi- 
gura 4.5a. As forças axiais internas,“P”, são determi- 
nadas pelo método das seções para cada segmento 
(Figura 4.5b). Elas são P,, = +5 kN, P;o = —3kN, 
P.p= —7 kN. Essa variação na carga axial é mostra- 
da no diagrama de força normal para a barra (Figura 
4.5c). Aplicando a Equação 4.3 para obter o desloca- 
mento da extremidade A em relação à extremidade 
D,temos 


SkNJL -3 kNJL —7kNJL 
Ses A ) as ( ) pe JLep 
AE AE AÉ AE 


+8 
+P E 
E É Ai «A E 
| 
+ô 
Figura 4.4 
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Pep=7kN 


(e) 


Figura 4.5 


Se substituirmos os outros dados e a resposta cal- 
culada for positiva, significará que a extremidade A 
se afasta da extremidade D (a barra alonga-se), ao 
passo que um resultado negativo indicaria que a ex- 
tremidade A se aproxima da extremidade D (a barra 
fica mais curta). A notação de índice duplo é usada 


para indicar esse deslocamento relativo, (6 ,,,); entre- 
tanto, se o deslocamento tiver de ser determinado em 
relação a um ponto fixo, então será usado um único 
índice. Por exemplo, se D estiver localizado em um 
apoio fixo, o deslocamento calculado será denotado 
simplesmente como ô ,. 


PONTOS IMPORTANTES 


afirma que ambas, deformação e tensão localizadas que ocorrem o) 
poios, tendem a “nivelar- se a uma distância suficientemente 


O deslocamento relativo entre dois pontos A e B em um elemento carregado axialmente pode ser determinado 
aplicando-se a Equação 4.1 (ou a Equação 4.2). A aplicação exige as etapas descritas a seguir. 


Força interna 


* Use o método das seções para determinar a força axial interna P no elemento. 

e Se essa força variar ao longo do comprimento do elemento, deve-se fazer um corte em um local abitiário a dis- 
tância x de uma extremidade do elemento e a força deve ser representada em função de x, isto é, P(x). 

e Se várias forças externas constantes agirem sobre o elemento, então, em cada feno do elemento se deve 
determinar a força interna entre quaisquer duas forças externas. 

º Para qualquer segmento, uma força de tração interna é positiva e uma força de compressão interna é negativa. Porconve- 
niência, os resultados do carregamento interno podem ser mostrados grafica ente em um diagrama de força normal. 


Deslocamento 


* Quando a área da seção transversal do elemento 1 varia ao longo de seu eixo, essa área deve ser expressa em 


função de sua posição, x, isto é, A(x). 


e Se a área da seção transversal, o módulo de. clasticidude, ou o catregamento interno mudar repentinamente, a 
Equação 4.2 deverá ser aplicada a cada segmento para o qual essas quantidades sejam constantes. 

* Quando se substituem dados nas equações 4.1 a 4.3, não se deve esquecer de atribuir o sinal adequado a P, Car- 
regamentos de tração são positivos, e carregamentos de compressão são negativos. Além disso, usa-se um con- 


junto de unidades consistente. Para qualquer : segmento, se o resultado calculado for uma quantidade numérica 
positiva, indica alongamento; se for nesaliva, indica “Uma cont ação. 
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75 kN 75 kN 75 kN 
08 —p (N) 
| 
Ba =75kN | 
| 
0,75m | 
115) | 
ABRA ERES | 35 
Í 
Pac = 35kN 
m —as tl-225 
x (m) 
(b) (c) 
Figura 4.6 


EXEMPLO 4.1 


A barra de aço A-36 mostrada na Figura 4.6a é compos- 
ta por dois segmentos, AB e BD, com áreas de seção trans- 
versal A , = 600mm?e A,, = 1.200 mm?, respectivamente. 
Determine o deslocamento vertical da extremidade A e o 
deslocamento de B em relação a C. 


SOLUÇÃO 


Força interna. Devido à aplicação das cargas externas, as 
forças axiais internas nas regiões AB, BC e CD serão todas 
diferentes. Essas forças são obtidas pela aplicação do método 
«das seções e da equação do equilíbrio da força vertical, como 
mostra a Figura 4.6b. A Figura 4.6c mostra a representação 
gráfica dessa variação. 


Deslocamento. Pelos dados apresentados na tabela ao 
final deste livro, E, = 210(10º) MPa. Pela convenção de si- 
nais,as forças de tração internas são positivas, e as forças de 
compressão são negativas; portanto, o deslocamento vertical 
de À em relação ao apoio fixo D é 


Bi PL [+75 kNK1 m(10º) 
AE [600 mm? (21010?) kNim?] 
[+35 kNI(0,75 m)(10º) 
[1.200 mm?(210)(10º) kN/m?] 


[-45 kNKO,5 m)(10º) 
[1.200 mm? (210)(10º) kN/m?] 


= +0,61 mm 


Resposta 


Uma vez que o resultado é positivo, a barra alonga-se, 
portanto o deslocamento em A é para cima, 


A plicando a Equação 4.2 entre os pontos B e C, obtemos 


Sac = feclae [+35 kNI0,75 m)10º) 
AscB [1200 mm? (210)(10º) kN/m?] 
= +0,104 mm Resposta 


| Nesse caso, B afasta-se de C, visto que o segmento se 
alonga. 


Ei 


EXEMPLO 4.2 | EXEMPLO 4.2 


O conjunto mostrado na Figura 4.7a é composto por 
um tubo de alumínio AB com área de seção transversal 
de 400 mm?, Uma barra de aço com 10 mm de diâmetro 
está acoplada a um colar rígido e passa pelo tubo. Se uma 
carga de tração de 80 kN for aplicada à barra, determi- 
ne o deslocamento da extremidade C da barra. Considere 
Eo = 200 GPa, E, = 70 GPa. 


SOLUÇÃO 


Força interna. O diagrama de corpo livre do tubo e da 
barra (Figura 4.7b) mostra que a barra está sujeita a uma 
tração de 80 kN e o tubo, a uma compressão de 80 kN. 


Deslocamento. Em primeiro lugar, determinaremos o 
deslocamento da extremidade C em relação à extremidade 
B. Trabalhando com as unidades newtons e metros, temos 


o. = PL O [+80(10') NI(0,6m) 
SB AE (0,005 m)[200(10º) N/m?] 


= +0,003056 m —. 


=> 80 kN 
Cc 


==> 80 kN 


Pao= BOKN 
BC (b) 
Figura 4.7 
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60 kN 30 kN 
(b) 


60 kN 30 kN 


0,102 mm 
600 
a 


“0,102mm 


Pic=60kN Pap = 30kN fina 
0,286 mm 
(c) (d) 


Figura 4.8 


O sinal positivo indica que a extremidade C se desloca para 
a direita em relação à extremidade B, já que a barra se alonga. 

O deslocamento da extremidade B em relação à extre- 
midade fixa A é 


“PL [-80(10º) NI(0,4 m) 
AE [400 mm?(10$) m?/mm?][70(10º) N/m?] 
= —0,001143 m = 0,001143 m —> 


ôB 


Nesta expressão, o sinal negativo indica que o tubo fica mais 
curto e, por isso, B desloca-se para a direita em relação a 4. 

Visto que ambos os deslocamentos são para a direita, 
o deslocamento resultante de C em relação à extremidade 
fixa À é, portanto, 


( 5 ) 8c=ôp + 8c/p= 0,001143 m + 0,003056 m 


= 0,00420 m = 4,20 mm — Resposta 


EXEMPLO 4,3 


Uma viga rígida AB está apoiada nos dois postes curtos 
mostrados na Figura 4.8a. AC é feito de aço e tem diâmetro 
de 20 mm, e BD é feito de alumínio e tem diâmetro de 40 
mm. Determine o deslocamento do ponto Fem AB se uma 
carga vertical de 90 kN for aplicada nesse ponto. Considere 
Eco = 200 GPa, E, = 70 GPa. 


SOLUÇÃO 


Força interna. As forças de compressão que agem na par- 
te superior de cada poste são determinadas pelo equilíbrio 
do elemento AB (Figura 4.8b). Essas forças são iguais às for- 
ças internas em cada poste (Figura 4.8c). 


Deslocamento. O deslocamento da parte superior de 
cada poste é 


Poste AC: 
5, — Pacluc [-60(10?) N]J(0,300 m) 
4 AscÊsxo 7(0,010 m)[200(10º) N/m?] 
= —286(10%)m 
= 0,286 mm J 


Poste BD: 
Te Poly [-30(10º) N](0,300m) 
AnpEa (0,020 m)?[70(10”) N/m?] 
= —102(10º) m 
= 0,102 mm V 


A Figura 4.8d mostra um diagrama que ilustra os des- 
locamentos da linha central nos pontos 4, B e F na viga. 
Por cálculo proporcional do triângulo sombreado, o deslo- 
camento do ponto F é, portanto, 


=0,22S mm) 
Resposta 


400 mo) 


8; = 0,102 mm +(0,184 nm( E 


EXEMPLO 4.4 


Um elemento é feito de um material com peso específico 
y e módulo de elasticidade E, Se esse elemento tiver a forma 
de um cone com as dimensões mostradas na Figura 4,9a, de- 
termine até que distância sua extremidade se deslocará sob à 
força da gravidade, quando suspenso na posição vertical. 


y 


(a) (b) 
Figura 4.9 


tu 


SOLUÇÃO 

Força interna. A força axial interna varia ao longo do ele- 
| mento, já que ela depende do peso Wo) de um segmento 
| do elemento abaixo de qualquer seção (Figura 4.9b). Por 
* consequência, para calcular o deslocamento, devemos usar 
a Equação 4.1. Na seção localizada a uma distância y de sua 
extremidade inferior, O raio x do cone em função de y é de- 
ferminado por cálculo proporcional, isto é, 


xt, ú fo 
po E 


O volume de um cone com raio da base x e altura y é 


Visto que W = yV, a força interna na seção torna-se 


az 
E YTro 3 


P meta 
(0) 312 > 


+[z7,=0; 


Deslocamento. A área da seção transversal também é 
função da posição y (Figura 4.9b). Temos 


tro 


A(y) = 7x) = REá 


À aplicação da Equação 4.1 entre os limites y = 0e y = L dá 


“foda flymisr?)y]ay 
= / 


AQE (mr?) ]E 
L 
Era Ydy 
e ue Resposta 


OBSERVAÇÃO: Uma verificação parcial desse resultado mos- 
trará que as unidades dos termos, quando canceladas, dão o des- 
locamento em unidades de comprimento, como esperado. 


| PROBLEMAS 


4.1. O navio é impulsionado na água pelo eixo de uma hé- 
Hte de aço A-36 com 8 m de comprimento medido desde a 
hélice até o mancal de encosto D no motor. Se o eixo tiver diá- 
metro externo de 400 mm e espessura de parede de 50 mm, 
determine a quantidade de contração axial do eixo quando a 
hélice exercer uma força de 5 kN sobre o eixo. Os apoios em 
BeC são mancais de deslizamento. 
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8 m- 
Problema 4.1 


4.2. A coluna de aço A -36 é usada para suportar as cargas si- 
métricas dos dois pisos de um edifício. Determine o deslocamen- 
to vertical de sua extremidade, A, se P, = 200 kN, P, = 310 kN 
e a coluna tiver área de seção transversal de 14.625 mm. 


4.3. A coluna de aço A-36 é usada para suportar as car- 
gas simétricas dos dois pisos de um edifício. Determine as 
cargas P, e P, se À se mover 3 mm para baixo e B se mover 
2,25 mm para baixo quando as cargas forem aplicadas. A 
coluna tem área de seção transversal de 14.625 mm?, 


pass GEES See çÕe 


Problemas 4.2/3 


“44, O eixo de cobre está sujeito às cargas axiais mostradas 
na figura. Determine o deslocamento da extremidade 4 em 
relação à extremidade D se os diâmetros de cada segmento 
forem d,, = 20mm,d,. = 25 mme d,., = 12 mm. Considere 
Ev. = 126 GPa, 


cobre 


2m | 3,7/5m | 2,5m 
40kN | 25 kN 10 kN | 30 kN 
A 25 kN B Cc 10kN 
Problema 4.4 


4.5. A haste de aço A-36 está sujeita ao carregamento mos- 
trado. Se a área de seção transversal da haste for 60 mm?, 
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determine o deslocamento de B e A. Despreze o tamanho 


dos acoplamentos em B,Ce D. 


8kN 
Problema 4.5 


4.6. O conjunto é composto por uma haste CB de aço A-36 e 
uma haste BA de alumínio 6061-T6, cada uma com diâmetro de 
25 mm. Determine as cargas aplicadas P, e P, se A se deslocar 
2 mm para a direitae B se deslocar 0,5 mm para a esquerda quan- 
do as cargas forem aplicadas. O comprimento de cada segmento 
quando não alongado é mostrado na figura. Despreze o tama- 
nho das conexões em B e C e considere que elas são rígidas. 


Problema 4.6 


4.7. Oeixo AC de aço A-36 com 15 mm de diâmetro é susten- 
tado por um colar rígido fixado ao eixo B. Se for submetido a 
uma carga axial de 80 kN em sua extremidade, determine a dis- 
tribuição de pressão uniforme p no colar exigida para o equilí- 
brio. Calcule também o alongamento nos segmentos BC e BA. 


500 mm 


Problema 4.7 


“4,8. A carga é sustentada pelos quatro cabos de aço ino- 
xidável 304 conectados aos elementos rígidos AB e DC. De- 
termine o deslocamento vertical da carga de 2,5 KN se os ele- 
mentos estiverem na horizontal quando a carga for aplicada, 
Cada cabo tem área de seção transversal de 16 mm? 


4.9. A carga é sustentada pelos quatro cabos de aço inoxidá- 
vel 304 conectados aos elementos rígidos AB e DC. Determi- 
ne o ângulo de inclinação de cada elemento após a aplicação 
da carga de 2,5 kN. A posição original dos elementos era hori- 
zontal e cada cabo tem área de seção transversal de 16 mm? 


Problemas 4.8/9 


4.10. A barra tem área de seção transversal de 1.800 mm? e 
E = 250 GPa. Determine o deslocamento da extremidade A 
da barra quando submetida ao carregamento distribuído. 


E w = 500x!/3 N/m 


Problema 4.10 


411. O conjunto é composto por três hastes de titânio (Ti- 
-6A1-4V) cumabarrarígida AC. A área da seção transversal de 
cada haste é dada na figura. Se uma força de 30 kN for aplicada 
ao anel F, determine o deslocamento horizontal do ponto F. 


'412. O conjunto é composto por três hastes de titânio (Ti 
-6A1-4V) e uma barra rígida AC. A área da seção transversal 
de cada haste é dada na figura. Se uma força de 30 KN for apli- 
cada ao anel F, determine o ângulo de inclinação da barra AC. 


ED im ch 


Acp = 600 mm? 


103mAzr= 1.200mm 


E 


Asp = 900 mm? 


: a ae ES 


Problemas 4.11/12 


4. 
to 

da 
30: 
de 
tra 
ME 


Sl 
to! 
das 
304 
21 
qua 


ds 
bar 
nat 
det 


413. Um suporte para tubos apoiado por molas é compos- 

É Er duas molas que, na posição original, não estão alonga- 
“as têm rigidez k = 60 kN/m, três hastes de aço inoxidável 
a “o e CD,com diâmetro de 5 mm e EF com diâmetro 
A ê 12 mm é uma viga rígida GH. Se o tubo e o fluido que ele 
transporta tiverem um peso de 4 kN, determine o desloca- 
mento do tubo quando estiver acoplado ao suporte. 


0,25 m 0,25 m 
Problema 4.13 


4.14. Umsuporte para tubos apoiado por molas é compos- 
to por duas molas que, na posição original, não estão alonga- 
das e têm rigidez k = 60 kKN/m, três hastes de aço inoxidável 
304,A4B e CD, com diâmetro de 5 mm e EF com diâmetro de 
12.mm, e uma viga rígida GH. Se o tubo for deslocado 82 mm 
quando estiver cheio de fluido, determine o peso do fluido. 


0,25m 0,25m 
Problema 4.14 


4.15. O conjunto é composto por três hastes de titânio e uma 
barra rígida AC.A área da seção transversal de cada haste é dada 
na figura. Se uma força vertical P=20kNfor aplicada ao anel F, 
determine o deslocamento vertical do ponto F. E, = 350GPa. 


Apc = 45 mm? | 


2mi Apa = 60 mm? 2m 


ho = 20kN 
Problema 4.15 


CARGA AXIAL 93 


“416. O sistema articulado é composto por três elementos de 
aço A-36 conectados por pinos, cada um com área de seção 
transversal de 500 mm?, Se uma força vertical P = 250 kN for 
aplicada à extremidade B do elemento AB, determine o deslo- 
camento vertical do ponto B. 


417. O sistema articulado é composto por três elementos de 
aço A-36 conectados por pinos, cada um com área de seção 
transversal de 500 mm?. Determine o valor da força P necessária 
para deslocar o ponto B a uma distância de 2,5 mm para baixo. 


Him 15 m 


Problemas 4.16/4.17 


84,18. Considere o problema geral de uma barra compos- 
ta por m segmentos, cada um com área de seção transversal 
constante 4, e comprimento L,. Se houver n cargas sobre a 
barra como mostra a figura, escreva um código computacio- 
nal que possa ser usado para determinar o deslocamento da 
barra em qualquer local específico x. Mostre uma aplicação 
do código usando os valores L, = 1,2m, d, = 0,6m,P, =2 
kN, 4, = 1.875 mm?,L, = 06 m,d, = 1,8m,P, = —1,5kN, 
A, = 625 mm? 


Problema 4.18 


419. A barra rígida é sustentada pela haste CB acoplada 
por pino, com área de seção transversal de 14 mm? e feita de 
alumínio 6061-T6. Determine a deflexão vertical da barra em 
D quando a carga distribuída for aplicada. 
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Problema 4.19 


“4.20. Aviga rígida está apoiada em suas extremidades por 
dois tirantes de aço A-36. Se a tensão admissível para o aço 
for O qm = 115 MPa, a carga w = 50kN/m ex = 1,2 m, deter- 
mine o diâmetro de cada haste de modo que a viga permane- 
ça na posição horizontal quando carregada. 


4.21. A viga rígida está apoiada em suas extremidades 
por dois tirantes de aço A-36. Os diâmetros das hastes são 
das = 12mmed,, = 7,5 mm. Se a tensão admissível para 
o aço for o, = 115 MPa, determine a intensidade da carga 
distribuída w e seucomprimento x sobre a viga para que esta 
permaneça na posição horizontal quando carregada. 


Problemas 4.20/21 


4.22. O poste é feito de abeto Douglas e tem diâmetro de 
60 mm. Se estiver sujeito a uma carga de 20 kN e o solo pro- 
porcionar resistência ao atrito y = 4 kN/m uniformemente 
distribuída ao longo de seus lados, determine a força F na par- 
te inferior do poste necessária para haver equilíbrio. Calcule 
também qual é o deslocamento da parte superior do poste, 4, 
em relação à sua parte inferior, B. Despreze o peso do poste. 


20kN 


Problema 4.22 


4.23. O poste é feito de abeto Douglas e tem diâmetro de 60 
mm. Se estiver sujeito a uma carga 20 kN e o solo proporcio- 


nar resistência ao atrito uniformemente distribuída ao longo 


do comprimento do poste e variar linearmente dew = Oem y =: — 
0aw =3kN/m em y =2m, determine a força Fem sua parte 


inferior necessária para haver equilíbrio. Calcule também qual 
é o deslocamento da parte superior do poste, 4, em relação à 
sua parte inferior, B. Despreze o peso do poste. 


20 kN 


Problema 4.23 


“424. A haste tem uma leve conicidade e comprimento L. 
Está suspensa a partir do teto e suporta uma carga P em sua 
extremidade. Mostre que o deslocamento de sua extremida- 
de em razão dessa carga é à = PL/(mEr,r,). Despreze o peso 
do material. O módulo de elasticidade é E. 


4.25. Resolva o Problema 4.24 incluindo P e o peso do ma- 
terial e também considerando que o peso específico da haste 
é y (peso por unidade de volume). 


LO) 


Problemas 4.24/25 


4.26. Dois lados opostos de uma esfera de raio r, foram 
cortados para fabricar o suporte apresentado na figura. Se a 
altura original do suporte for 1/2, determine até que distân- 
cia ele se encurta quando suporta uma carga P. O módulo de 
elasticidade é E. 


Problema 4.26 


4.27 
da Pp 
dade 
altui 


4.28. 


dost 


4.29, 
cílice 
pirir 
ué d 
da pt 


4.4). 
pela 
om 
dete 
«quai 


é la cujas extremidades foram truncadas é usa- 
ra carga de apoio P. Se o módulo de elastici- 
terial for E, determine o decréscimo em sua 


a é aplicada. 


427. Umabo 
da para suporta 
dade para o ma 
altura quando a carg 


Problema 4.27 


4.28. Determine o alongamento da tira de alumínio quan- 
do submetida a uma força axial de 30kN. E, = 70 GPa. 


50 mm 


f 30 kN 
—— 800 E Ea 


Problema 4.28 


15 mm 


6mm 
15 mm 
/ 


4—— 
30KEN 
250 mm 


4.29, A peça fundida é feita de um material com peso espe- 
cífico Y e módulo de elasticidade E. Se ela tiver a forma da 
pitâmide cujas dimensões são mostradas na figura, determine 
até que distância sua extremidade será deslocada pela ação 
da gravidade quando estiver suspensa na posição vertical. 


e 


bg pe 


Problema 4.29 


4.30, O raio do pedestal apresentado na figura é definido 
pela função » = 2/(2 + y!2) m, onde y é dado em metros. Se 
9 módulo de elasticidade para o material for E = 100 MPa, 
determine o deslocamento da parte superior do pedestal 
«quando ele suportar a carga de 5 kN. 


Problema 4.30 
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4.3 Princípio da superposição 


O princípio da superposição é frequentemente usa- 
do para determinar a tensão ou o deslocamento em 
um ponto de um elemento quando este estiver sujeito 
a um carregamento complicado. Subdividindo o carre- 
gamento em componentes, o princípio da superposi- 
ção afirma que a tensão ou o deslocamento resultante 
no ponto pode ser determinado se antes se determinar 
a tensão ou o deslocamento causado por cada com- 
ponente da carga agindo separadamente sobre o ele- 
mento. Então, a tensão ou deslocamento resultante é 
determinado pela soma algébrica das contribuições 
causadas por cada uma das componentes das cargas. 

Para aplicar o princípio da superposição, as duas 
condições a seguir devem ser válidas. 


1. A carga deve estar relacionada linearmente com 
a tensão ou o deslocamento a ser determinado. 
Por exemplo, as equações o = P/4 e ô = PL/AE 
envolvem uma relação linear entre Pe o ouô. 


2. A carga não deve provocar mudanças signifi- 
cativas na geometria ou configuração original 
do elemento. Se ocorrerem mudanças significa- 
tivas, a direção e a localização das forças apli- 
cadas e seus momentos mudarão e, por conse- 
quência, a aplicação das equações de equilíbrio 
darão resultados diferentes. Como exemplo, 
considere a haste delgada mostrada na Figu- 
ra 4.10a, sujeita à carga P. Na Figura 4.10b, P 
é substituída por duas de suas componentes, 
P=P + P..Se P provocar uma grande deflexão 
na haste, como mostra a figura, o momento da 
carga em torno de seu apoio, Pd, não será igual 
à soma dos momentos das componentes das car- 
gas, PAP d, + Pd,porqued Zd, fd. 


DEAD? 


A maioria das equações envolvendo carga, tensão 
e deslocamento desenvolvidas neste livro representa 
relações lineares entre estas grandezas. Além disso, 
os elementos ou corpos considerados serão tais que 
o carregamento produzirá deformações tão pequenas 
que a mudança na posição e na direção do carrega- 
mento será insignificante e poderá ser desprezada. 
Entretanto, uma exceção a essa regra será discutida 
no Capítulo 13. Essa exceção é uma coluna que su- 
porta uma carga axial equivalente à carga crítica ou 
de fambagem. Mostraremos que, mesmo quando essa 
carga sofre apenas um ligeiro aumento, provoca gran- 
de deflexão lateral na coluna, ainda que o material 
permaneça no regime linear elástico. Essas deflexões, 
associadas às componentes de qualquer carga axial, 
não podem ser superpostas. 
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Figura 4.10 


4.4 Elemento com carga axial 
estaticamente indeterminado 


Quando uma barra está presa somente em uma ex- 
tremidade e é submetida a uma força axial, a equação 
de equilíbrio da força aplicada ao longo do eixo da 
barra é suficiente para determinar a reação no supor- 
te fixo. Um problema como esse, no qual as reações 
podem ser determinadas estritamente pelas equações 
de equilíbrio, é denominado estaticamente determina- 
do. Entretanto, se a barra estiver presa em ambas as 
extremidades, como na Figura 4.11a, então aparecem 
duas reações axiais desconhecidas (Figura 4.11b), e a 
equação de equilíbrio de força torna-se 


+13F=0; F+F,-P=0 


Neste caso,a barra é denominada estaticamente in- 
determinada, visto que a(s) equação(ões) de equilíbrio 
não é(são) suficiente(s) para determinar as reações. 

Para estabelecer uma equação adicional necessária 
para a solução, temos de considerar a geometria da de- 
formação. Especificamente, uma equação que indique 
as condições para o deslocamento é denominada con- 
dição de compatibilidade ou condição cinemática. 
Uma condição de compatibilidade adequada exigiria 
que o deslocamento relativo de uma extremidade da 
barra em relação ao da outra extremidade fosse igual 
a zero, visto que os apoios das extremidades são fixos. 
Por consequência, podemos escrever 


das O 


Essa equação pode ser expressa em termos das 
cargas aplicadas por meio de uma relação carga-des- 
locamento que depende do comportamento do ma- 
terial. Por exemplo, se ocorrer comportamento linear 
elástico, à = PL/AEÉ pode ser usada. Percebendo-se 
que a força interna no segmento AC é + F,,e que no 
segmento CB a força interna é —F, (Figura 4.11c), a 
equação de compatibilidade pode ser escrita como 


Falac Falco 
AÉ AE 


0 


Considerando que AE é constante, podemos reso|- 
ver essas duas equações para as reações, o que dá 


L L 
n-Ae) e a r(Ãe) 


Ambos os resultados são positivos, portanto, as 
reações estão mostradas corretamente no diagrama de 
corpo livre. 


F; Fh 
(b) (c) 
Figura 4.11 
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es Ge E 
Em problemas estaticamente indeterminados, as forças desconhecidas são determinadas satisfazendo os requisitos 
"de equilíbrio, compatibilidade e força-deslocamento para o elemento. 


"Equilíbrio 


« Desenhe um diagrama de corpo livre do elemento para identificar todas as forças que agem sobre ele. 
e OQ problema pode ser classificado como estaticamente indeterminado se o número de reações desconhecidas no 
diagrama de corpo livre for maior do que o número de equações de equilíbrio qeponbas 


** Escreva a equações de equilíbrio para o elemento. 


“Compatibilidade 


com as reações desconhecidas. 


EXEMPLO 4.5 


A haste de aço mostrada na Figura 4.12a tem diâmetro 
de 5 mm e está presa à parede fixa em 4. Antes de ser carre- 
gada, há uma folga de 1 mm entre a parede em B' e a haste. 
Determine as reações em A e B' se a haste for submetida a 
uma força axial P = 20 kN como mostra a figura. Despreze 
O tâmanho do colar em C. Considere Eu = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. Como mostrado no diagrama de corpo livre 
(Figura 4.12b), consideraremos que a força P é grande o sufi- 
ciente para fazer com que a extremidade B da haste entre em 
contato com a parede em B'. O problema é estaticamente 
indeterminado visto que há duas incógnitas e apenas uma 
equação de equilíbrio. 

O equilíbrio da haste exige 


SSF,=0; -Fa— Fo + 20(10) N = 0 (1) 
Compatibilidade. A carga faz com que o ponto B movi- 


Mente-se até o ponto B' sem mais nenhum deslocamento adi- 
cional, Portanto, a condição de compatibilidade para a haste é 


su = 0,001 m 


* Para escrever as equações de compatibilidade, considere desenhar um diagrama de deslocamêntop para investi ar 

o modo como o elemento se alongará ou contrairá quando submetido a cargas externas. 

— * Expresse as condições de compatibilidade em termos dos deslocamentos causados pelas forças. 
| * Use uma relação carga-deslocamento tal como ô = RAR para relacionar os deslocamentos desconhecidos : 


“» Resolva as equações de equilíbrio e compatibilidade para as forças reativas desconhecidas. Se qualquer destas forç Is 
tiver um valor numérico negativo, isso indica que ela age no sentido oposto ao indicado no diagrama de corpo livre. 


Esse deslocamento pode ser expresso em termos das rea- 
ções desconhecidas pela relação carga-deslocamento, Equa- 
ção 4.2, aplicada aos segmentos AC e CB (Figura 4.12c). Tra- 
balhando com as unidades newtons e metros, temos 


Elio FhE 
dns 
FAa(04m 
0,001m= Al 1 
7(0,0025 m)2[200(10”) N/m?] 
Fs(0,8 m) 


17(0,0025 m)?[200(10º) N/m?] 


ou 


F(0,4m) — F,(0,8m) = 3927,0N -m (2) 
A resolução das equações 1 e 2 nos dá 


F, = 16,6kN F, = 3,39kN Resposta 


Visto que a resposta para F, é positiva, a extremidade B 
realmente entrará em contato com a parede, como conside- 
ramos desde o início. 


OBSERVAÇÃO: Se F, fosse uma quantidade negativa, o 


problema seria estaticamente determinado, de modo que 
=0e F,=20kN. 
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Figura 4.12 


| EXEMPLO 4.6 | 
O poste de alumínio mostrado na Figura 4.13a é reforça- 
do com um núcleo de latão. Se esse conjunto suportar uma 
carga de compressão axial resultante P = 45 kN, aplicada na 
tamparígida, determine a tensãonormal média no alumínio e 
no latão. Considere E, = 70(10º) MPa e E,, = 105(10º) MPa. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre do poste é mostra- 
do na Figura 4.13b. Aqui, a força axial resultante na base é 
representada pelas componentes desconhecidas suportadas 
pelo alumínio, F,, e pelo latão, F,.. O problema é estatica- 
mente indeterminado. Por quê? 
O equilíbrio da força vertical exige 

+1ZF, = 0; —45kN + Fa + Fu= 0 (1) 
Compatibilidade. A tampa rígida na parte superior do 
poste obriga que o deslocamento de ambos, alumínio e la- 
tão, seja o mesmo. Portanto, 


ô,=ô 


al lat 
Pelas relações carga-deslocamento, 


Falo = Fal 
Aa Ea Ara Eat 


A Ea 
Fa= Fw 8 ]| = 
a (de (E) 


- p | 70,05 m)? — (0,025 m)?] || 70(10)º MPa 
E (0,025 m)2 105(10)? MPa 


F 


Fa = 2Fa (2) 


(a) (b) 


Figura 4.13 


E = 45 kN 


Resolvendo as equações 1 e 2 simultaneamente, temos 


F,=30kN E, =15kN 


Visto que os resultados são positivos, a tensão será, 
realmente, de compressão. 
Portanto, a tensão normal média no alumínio e no latão é 


as dd — = 5,09 MPa 
7[(0,05 m)* — (0,025 m)*] Resposta 
a DEN 7,64 MPa 
m[ (0,025 m)º] Resposta 


As distribuições de tensão são mostradas na Figura 4.13c. 


As três barras de aço A-36 mostradas na Figura 4.14 
estão conectadas por pinos a um elemento rígido. Se a car- 
ga aplicada ao elemento for 15 kN, determine a força de- 
senvolvida em cada barra. Cada uma das barras AB e EF 
tem área de seção transversal de 25 mm?,e a barra CD tem 
área de seção transversal de 15 mm. 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre do elemento rígido 
é mostrado na Figura 4.14b. Esse problema é estaticamente 
indeterminado visto que há três incógnitas e somente duas 
equações de equilíbrio disponíveis. Essas equações são 

+TZF,=0;  F+F+F,—15kN=0 (1) 


(+ 3M, =0;-F(04m) + 15kN(02m) + F(0,4m) =0 (2) 


cu = 5,09 MPa 


Cor 
hori 
reta 
pod 
a ed 


Pela 


A re 
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02m | 0,2m 


15 kN A 8c 
(b) (c) 
Figura 4.14 


Compatibilidade. A carga aplicada fará com que a reta 
horizontal ACE mostrada na Figura 4.14c desloque-se até a 
reta inclinada A'C'E'. Os deslocamentos dos pontos 4,Ce E 
podem ser relacionados por triângulos proporcionais. Assim, 
a equação de compatibilidade para esses deslocamentos é 


EXEMPLO 48 | 


O parafuso de liga de alumínio 2014-T6 mostrado na Figura 
4.15a é apertado de modo a comprimir um tubo cilíndrico de liga 
de magnésio Am 1004-T61. O tubo tem raio externo de 10 mm, e 
consideramos que raio interno do tubo e o raio do parafuso são 


ii sa ambos 5 mm. As arruelas nas partes superior e inferior do tubo 


0,8m 0,4m são consideradas rígidas e têm espessura desprezível. Inicialmen- 
1 1 te, a porca é apertada levemente à mão; depois, é apertada mais 
rosa 2ºA + 2ºE meia-volta com uma chave de porca. Se o parafuso tiver 20 roscas 


por polegada, determine a tensão no parafuso. 
Pela relação carga-deslocamento (Equação 4.2), temos 


SOLUÇÃO 
E Res | de | & t | o | Equilíbrio. Consideramos que o diagrama de corpo livre 
(15 mmôjEaço 21 (25 mm? Esço 2, (05 mmjEsço de uma seção do parafuso e do tubo (Figura 4.15b) está cor- 
reto para relacionar a força no parafuso, E com a força no 
Fc = 0,3F4 + 03Fg (3) tubo, F. O equilíbrio exige 
A resolução simultânea das equações 1 a 3 resulta +15Fr =0 F-F=0 (1) 
5) p ' 
F, = 9,52 kN Resposta O problema é estaticamente indeterminado visto que 
há duas incógnitas nesta equação. 
Fo = 3,46 kN Resposta RIR . 
Compatibilidade. Quando a porca é apertadacontra o para- 
F, = 2,02 kN Resposta fuso, o tubo encurta à, e o parafuso «longa-se ô, (Figura 4.15c). 


Visto que a porca ainda é apertada mais meia-volta, ela avança 
uma distância de 1/2(20/20 mm) = 5 mm ao longo do parafuso. 
Assim, a compatibilidade desses deslocamentos exige 


(+1) 8,=0,5mm-oô, 


Considerando o módulo de elasticidade E, | = 45 GPa, 
4 5.75 GPae aplicando a equação 4.2, temos 


F,(60 mm) 
al (10 mm)? — (5 mm)? [45(10º) MPa] 
F,(60 mm) 
ml(S mm)? |[75(10*) MPa] 
SF, = 125m(1,125) — 9F, (2) 


= 0,5 mm — 


A resolução simultânea das equações 1 e 2 dá 


Figura 4.15 F,=F,=31.556N = 31,56kN 
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Portanto, as tensões no parafuso e no tubo são 


9% = E = O a = 401,8 Nimm? = 401,8 MPa 
p (5 mm) 
o, — & ERR = 133,9 Nímm? 
A, q[(10mm)? — (5 mm] 
= 133,9 MPa Resposta 


Essas tensões são menores do que a tensão de escoa- 
mento informada para cada material, (0,), = 414 MPa e 
(O Dm = 152 MPa (ver o final do livro) e, portanto, essa 
análise “elástica” é válida. 


4.5 Método de análise de força 
para elementos carregados 
axialmente 


Também é possível resolver problemas estaticamente 
indeterminados escrevendo a equação de compatibilidade 
levando em consideração a superposição das forças que 
agem no diagrama de corpo livre. Este método de solução 
é conhecido como método de análise de flexibilidade ou 
de força. Para demonstrar a aplicação desse método, con- 
sidere, mais uma vez, a barra na Figura 4.1 1a. Para escre- 
ver a equação de compatibilidade necessária, em primeiro 
lugar, escolheremos qualquer um dos apoios como “re- 
dundante” e anularemos temporariamente o efeito que 
ele causa na barra. Neste contexto, a palavra redundante 
indica que o apoio não é necessário para manter a barra 
em equilíbrio estável e, portanto, quando ele é retirado, 
a barra torna-se estaticamente determinada. No caso em 
questão, escolheremos o apoio em B como redundante. 
Então, pelo princípio da superposição, a barra na Figu- 
ra 4.16a é equivalente à barra submetida somente à carga 
externa P (Figura 4.16b) mais a barra submetida somente 
à carga redundante desconhecida F, (Figura 4.16c). 

Se a carga P provocar um deslocamento ô, para 
baixo em B, a reação F, deve provocar um desloca- 
mento equivalente ô, para cima na extremidade B, de 
modo que não ocorra nenhum deslocamento em B 
quando as duas cargas forem superpostas. Assim, 


(+)) 0=8,-8, 


Esta equação representa a equação de compatibili- 
dade para deslocamentos no ponto B, na qual conside- 
ramos que deslocamentos para baixo são positivos. 

Aplicando a relação carga--deslocamento a cada caso, 
temos ô, = PL (AE e ô, = F,LIAE. Por consequência, 


Pelo diagrama de corpo livre da barra (Figura 
411b), a reação em A pode ser agora determinada 
pela equação de equilíbrio, 


E 
(e) ema p=o 


+1ZF, = 0; L 


Visto que L.,=L-—L então 


AC? 


Les 
= o) 


Esses resultados são os mesmos que os obtidos na 
Seção 4.4, exceto pelo fato de que, aqui, aplicamos pri- 
meiro a condição de compatibilidade e depois a condi- 
ção de equilíbrio para obter a solução. Observe tam- 
bém que o princípio da superposição pode ser usado 
aqui pois o deslocamento e a carga estão relacionados 
linearmente (6 = PL/AE); portanto, entende-se que o 
material se comporta de maneira linear elástica. 


Sem deslocamento em B 


(a) 


Deslocamento em B quando 
a força redundante em B 
é removida 


(b) 


Deslocamento em B quando | | 
somente a força redundante | 
em B é aplicada 


(c) 


Figura 4.16 
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somente pela reação redundante que age sobre O elemento. 
o Expresse a carga externa e deslocamentos redundantes em termos dos carregamentos usando uma relação car- 


do aa tal como 6 = T FA. 


A haste de aço A-36 mostrada na Figura 4.17a tem diá- 
metro de 5 mm. Ela está presa à parede fixa em A e, antes 
de ser carregada, há uma folga de 1 mm entre a parede em 
B'e a haste. Determine as reações em 4 e B'. 


SOLUÇÃO 


Compatibilidade. Aqui, consideraremos o apoio em B' 
como redundante. Pelo princípio da superposição (Figura 
4.17b), temos 


0,001m = 3, — ô; (1) 


Posição 
ôB final 
) 


(c) 
Figura 4.17 


pride. Bo(10º)NIO4m) gia 
PE AE (0,002 m)[200(10) N/m?) 02087 m 
Folas Fp (1,20 m) 
2 CORRA RP Di ão SR 0,3 —6 
BO AE — 7(0,0025 m/[200(10)N/m?] 056(10"“)Fg 


Substituindo na equação 1, obtemos 


0,001 m = 0,002037m — 0,3056(1079)F p 


FB = 3,39(10º) N = 339 kN REponã 


Equilíbrio. Pelo diagrama de corpo livre (Figura 4.17c), 


5 5F=0; — E1+20kKN-3,39kN= 0 F=16,6kN 


Resposta 


PROBLEMAS 


4.31. A coluna é construída de concreto de alta resistência e 
seis hastes de reforço de aço A-36. Se ela for submetida a uma 
força axial de 150 kN, determine a tensão normal média no 
concreto e em cada haste. Cada uma tem diâmetro de 20 mm. 


“4.32. A coluna é construída de concreto de alta resistência 
e seis hastes de reforço de aço A-36. Se for submetida a uma 
força axial de 150 KN, determine o diâmetro exigido para 
cada haste, de modo que 1/4 da carga seja suportada pelo 
concreto e 3/4, pelo aço. 


Problemas 4.31/32 
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433. O tubo de aço A-36 tem núcleo de alumínio 6.061-T6 e 
está sujeito a uma força de tração de 200 kN. Determine a tensão 
normal média no alumínio e no aço devido a essa carga. O tubo 
tem diâmetro externo de 80 mm e diâmetro interno de 70 mm. 


[ 400 mm 1 


200 kN 


Problema 4.33 


4.34. A coluna de concreto é reforçada com quatro hastes 
de aço, cada uma com diâmetro de 18 mm. Determine a ten- 
são no concreto e no aço se a coluna for submetida a uma 
carga axial de 800kN. E, = 200 GPa, E, = 25 GPa. 


4.35. A coluna é de concreto de alta resistência e reforçada 
com quatro hastes de aço A-36. Se for submetida a uma for- 
ça axial de 800 kN, determine o diâmetro exigido para cada 
haste de modo que 1/4 da carga seja suportada pelo aço e 3/4, 
pelo concreto. E. = 200 GPa e E, = 25 GPa. 


800 kN 


Problemas 4.34/35 


“4.36. O tubo de aço A-36 tem raio externo de 20 mm e 
raio interno de 15 mm. Se ele se ajustar exatamente entre as 
paredes fixas antes de ser carregado, determine a reação nas 
paredes quando for submetido à carga mostrada. 


|| 300 mm + 700 mm — —— 


Problema 4.36 


437. Oposte 4 de aço inoxidável 304 tem diâmetro d = 50 mm 
e está embutido em um tubo B de latão vermelho C83400. 
Ambos estão apoiados sobre a superfície rígida. Se for apli- 
cada uma força de 25 kN à tampa rígida, determine a tensão 
normal média desenvolvida no poste e no tubo. 


4.38. O poste 4 de aço inoxidável 304 está embutido em 
um tubo B de latão vermelho C83400. Ambos estão apoia- 
dos sobre a superfície rígida. Se for aplicada uma força de 
25 kN à tampa rígida, determine o diâmetro d exigido para o 
poste de aço para que a carga seja compartilhada igualmente 
entre o poste e o tubo. 


Problemas 4.37/38 


4.39. A carga de 7,5 kN deve ser suportada pelos dois ca- 
bos verticais de aço para os quais o, = 500 MPa. Se os com- 
primentos originais dos cabos AB e AC forem 1.250 mm e 
1.252,5 mm respectivamente, determine a força desenvolvida 
em cada cabo depois da suspensão da carga. Cada cabo tem 
área de seção transversal de 12,5 mm?, 


*4.40. A carga de 4 kN deve ser suportada pelos dois ca- 
bos verticais de aço para os quais O, = 560 MPa. Se os com- 
primentos originais dos cabos AB e AC forem 1.250 mm e 
1.252,5 respectivamente, determine a área da seção transver- 
sal de AB para que a carga seja compartilhada igualmente 
entre os dois cabos. O cabo AC tem área de seção transversal 
de 13 mm? 


|| 1.252,55 mm 


Problemas 4.39/40 


4.41. O apoio é composto por um poste sólido de latão ver- 
melho C83400 embutido em um tubo de aço inoxidável 304. 
Antes da aplicação da carga, a folga entre essas duas partes 
é 1 mm. Dadas as dimensões mostradas na figura, determine 
a maior carga axial que pode ser aplicada à tampa rígida 4 
sem provocar o escoamento de qualquer um dos materiais. 


-80 mm+ |--10 mm 


Problema 4.41 


442. 
moto 
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442. Dois cabos de aço A-36 são usados para suportar o 
UE de 3,25 kN (= 325 kg). O comprimento original de 
a é 800 mm'e o de A'B' é 800,2 mm. Determine a força su- 
ortada por cada cabo quando o motor é suspenso por eles. 
Eda cabo tem área de seção transversal de 6,25 mm?. 


Problema 4.42 


4.43, O parafuso AB tem diâmetro de 20 mm e passa por 
uma luva com diâmetro interno de 40 mm e diâmetro exter- 
ho de 50 mm. O parafuso e a luva são feitos de aço A-36 e 
estão presos aos apoios rígidos como mostra a figura. Se o 
comprimento do parafuso for 220 mm e o comprimento da 
luya for 200 mm, determine a tração no parafuso quando for 
aplicada uma força de 50 KN aos apoios. 


H— 2omm 


Problema 4,43 


“444, O corpo de prova representa um sistema de matriz 
reforçada por filamentos feito de plástico (matriz) e vidro 
(fibra). Se houver n fibras, cada uma com área de seção trans- 
versal 4, e módulo E, embutidas em uma matriz com área 
de seção transversal A, e módulo E, , determine a tensão 
na matriz e em cada fibra quando a força P for imposta ao 
Corpo de prova. 


P 
Problema 4,44 
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4.45. O carregamento distribuído é sustentado pelas três 
barras de suspensão. AB e EF são feitas de alumínio e CD 
é feita de aço. Se cada barra tiver área de seção transversal 
de 450 mm?, determine a intensidade máxima w do carre- 
gamento distribuído de modo a não ultrapassar uma tensão 
admissível de (0 ,gm)aço = 180 MPa no aço e (o = 94 MPa 
no alumínio. E is = 200 GPa, E, = 70 GPa. 


o, al 


2m 


Problema 4,45 


4.46. O elo rígido é sustentado por um pino em 4, um 
cabo de aço BC com comprimento de 200mm quando não 
alongado com área de seção transversal de 22,5 mm? e um 
bloco curto de alumínio com 50 mm de comprimento quan- 
do não carregado com área de seção transversal de 40 mm?, 
Se o elo for submetido à carga vertical mostrada, determine 
a tensão normal média no cabo e no bloco. Ea = 200 GPa, 
E, = 70GPa. 


4.47. O elo rígido é sustentado por um pino em 4, um cabo 
de aço BC com comprimento de 200 mm quando não alon- 
gado com área de seção transversal de 22,5 mm? e um bloco 
curto de alumínio com 50 mm de comprimento quando não 
carregado com área de seção transversal de 40 mm?, Se o elo 
for submetido à carga vertical mostrada na figura, determine 
a rotação do elo em torno do pino 4. Dê a resposta em radia- 
nos. E o = 200 GPa, E, = 70 GPa. 


Problemas 4.46/47 


“4.48. Cada um dos três cabos de aço A-36 tem diâmetro de 
2 mm e comprimentos L,. = 160meL,, =L,,=200m 
quando não carregados. Determine a força em cada cabo de- 
pois que a massa de 150 kg é suspensa pelo anel em A. 


4.49. Cada um dos três cabos AB e AD de aço A-36 tem diâme- 
tro de 2mm e comprimentos L,.= 160meL,,=L,, =200 
m quando não carregados. Determine o diâmetro exigido para 
o cabo AC demodo que cada cabo seja submetido à mesma for- 
ça provocada pela massa de 150 kg suspensa pelo anel em A. 
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Problemas 4.48/49 


4.50. As três barras de suspensão são feitas do mesmo ma- 
terial e têm áreas de seção transversal iguais, A. Determine a 
tensão normal média em cada barra se a viga rígida ACE for 
submetida à força P. 


Problema 4.50 


4.51. O conjunto é composto por um parafuso de aço A-36 
e um tubo de latão vermelho C83400. Se a porca for apertada 
contra o tubo de modo que L = 75 mm, e quando girada um 
pouco mais, avance 0,02 mm no parafuso, determine a 
força no parafuso e no tubo. O parafuso tem diâmetro de 
7 mm,e o tubo tem área de seção transversal de 100 mm?, 


*4.52. O conjunto é composto por um parafuso de aço A-36 e 
um tubo de latão vermelho C83400. A porca foi apertada con- 
tra o tubo de modo que L = 75 mm. Determine a quantidade 
máxima de avanço adicional da porca no parafuso para que o 
material não sofra escoamento. O parafuso tem diâmetro de 7 
mm, e o tubo tem área de seção transversal de 100 mm? 


e 


Problemas 4.51/52 


4.53. O parafuso de aço com 10 mm de diâmetro está em- 
butido em uma luva de bronze. O diâmetro externo dessa 
luva é 20 mm e seu diâmetro interno é 10 mm. Se o parafuso 
for submetido a uma força de compressão P = 20 kN, deter- 
mine a tensão normal média no aço e no bronze. E, = 200 
GPa, E, = 100 GPa. 


Problema 4,53 


4.54. Oparafuso de aço com 10 mm de diâmetro está embuti- 
do em uma luva de bronze. O diâmetro externo dessa luva é 20 
mm e seu diâmetro interno é 10 mm. Se a tensão de escoamen- 
to para o aço for (S Dco = 640 MPa para o bronze (0), = 520 
MPa, determine o valor da maior carga elástica P que pode ser 
aplicada ao conjunto. E, = 200 GPa, E,, = 100 GPa. 


Problema 4.54 


4.55. O elemento rígido é mantido na posição mostrada na 
figura por três tirantes de aço A-36. Cada tirante tem com- 
primento de 0,75 m quando não alongado e área de seção 
transversal de 125 mm?, Determine as forças nos tirantes sé 
for dada uma volta completa em um parafuso tensor na has- 
te EF. O avanço da rosca é 1,5 mm. Despreze o tamanho do 
parafuso tensor e considere-o rígido. Observação: O avan 


ço provocaria na haste, quando não carregada, um encut- 


tamento de 1,5 mm quando o parafuso tensor girasse uma 
revolução completa. 


Problema 4.55 
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A barra está presa por um pino em À e é sustentada 

É Das hastes de alumínio, cada uma com diâmetro de 25 mm 
pore lo de elasticidade E, = 70 GPa. Considerando que a 
en foida e inicialmente vertical, determine o deslocamen- 

e E earemidade B quando for aplicada uma força de 10 kN. 


rra está presa por um pino em A e é sustentada 
por duas hastes de alumínio, cada uma com diâmetro de2 5 
mm e módulo de elasticidade E, = 70 GPa. Considerando 

uca barra é rígida e inicialmente vertical, determine a força 
“em cada haste quando for aplicada uma força de 10 kN. 


457 Aba 


Problemas 4.56/57 


4.58. O conjunto é composto por dois postes do material 1 com 
módulo de elasticidade E, e cada um com área de seção trans- 
versal A, e um poste do material2 com módulo de elasticidade 
É, e área de seção transversal 4,. Se uma carga central P for 
aplicada à tampa rígida, determine a força em cada material. 


Problema 4.58 


4.59, O conjunto é composto por dois postes AB e CD do 
material 1 com módulo de elasticidade E, e área de seção 
transversal A, cada e um poste central EF do material 2 com 
Módulo de elasticidade E, e área de seção transversal 4,. Se 
98 postes AB e CD tiverem de ser substituídos por postes 
do material 2, determine a área da seção transversal exigida 
Para esses novos postes de modo que ambos os conjuntos 
Sofram o mesmo grau de deformação quando carregados. 


4.60, O conjunto é composto por dois postes AB e CD do 
material 1 com módulo de elasticidade E, e área de seção 
transversal A, cada e um poste central EF do material 2 com 
módulo de elasticidade E, e área de seção transversal 4,. Se 
9 Poste EF tiver de ser substituído por um poste do material 
|, determine a área da seção transversal exigida para esse 
novo poste de modo que ambos os conjuntos sofram o mes- 
me grau de deformação quando carregados. 
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Problemas 4.59/60 


4.61. O suporte é mantido preso à parede por três parafusos de 
aço A-36 em B, Ce D. Cada parafuso tem diâmetro de 12,5 mm e 
comprimento de 50 mm quando não alongado. Se uma força de 
4 kN for aplicada ao suporte como mostra a figura, determine a 
força desenvolvida em cada parafuso. Para o cálculo, considere 
que os parafusos não sofrem cisalhamento; ao contrário, a for- 
ça vertical de 4 kN é suportada pela saliência em A. Considere 
também que a parede e o suporte são rígidos. O detalhe mostra 
a deformação muito ampliada dos parafusos. 


Problema 4.61 


4.62. Osuporte é mantido preso à parede por três parafusos 
de aço A-36 em B, Ce D. Cada parafuso tem diâmetro de 12,5 
mm e comprimento de 50 mm quando não alongado. Se uma 
força de 4 kN for aplicada ao suporte como mostra a figu- 
ra, determine até que distância s a parte superior do suporte 
afasta-se da parede no parafuso D. Para o cálculo, considere 
que os parafusos não sofrem cisalhamento; ao contrário, a 
força vertical de 4 kN é suportada pela saliência em 4. Consi- 
dere também que a parede e o suporte são rígidos. O detalhe 
mostra a deformação muito ampliada dos parafusos. 


Problema 4.62 


4.63, A barra rígida é apoiada pelos dois postes curtos de pi- 
nho branco e uma mola. Se o comprimento dos postes quan- 
do não carregados for 1 m e a área de seção transversal for 
600 mm? e a mola tiver rigidez k = 2 MN/m e comprimento 
1,02 m quando não deformada, determine a força em cada 
poste após a aplicação da carga à barra. 
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"4,64. A barra rígida é apoiada pelos dois postes curtos “468. A barra rígida suporta um carregamento distribuído 

de pinho branco e uma mola. Se o comprimento dos postes | uniforme de 90kN/m. Determine a força em cada cabo se cada ond 
quando não carregados for 1 m e a área de seção transversal um tiver área de seção transversal de 36 mm? e E = 200 GPa. ! 
for 600 mm? a mola tiver rigidez k = 2 MN/m e comprimen- 
to de 1,02 m quando não deformada, determine o desloca- 
mento vertical de 4 e B após a aplicação da carga à barra. 


50 kN/m 


ago eaaçãs 


| — Fi = | 


to É 
Problemas 4.63/64 ps iiicssss dae a] 
4.65. A roda está sujeita à força de 18 KN transmitida pelo Problema 4.68 
eixo. Determine a força em cada um dos três raios. Considere 
que o aro é rígido, que os raios são feitos do mesmo material 469. À posição original da barra rígida é horizontal e ela é a 
e que cada um tem a mesma área de seção transversal. sustentada por dois cabos com área de seção transversal de | ; 
B 36 mm? cada e E = 200 GPa. Determine a leve rotação da ad 
barra quando uma a carga uniforme é aplicada. OA 


Problema 4.65 


4.66. O poste é feito de alumínio 6061-T6 e tem 50 mm de 
diâmetro . Está preso aos suportes 4 e B e em seu centro € 
há uma mola espiral acoplada ao colar rígido. Se a mola não 
estiver comprimida na posição original, determine as reações 
em 4 e B quando a força P = 40 kN é aplicada ao colar. 


Problema 4,69 : SO 


4.67. O poste é feito de alumínio 6061-T6 e tem diâmetro de o Ra 
50 mm. Está preso aos suportes 4 e B e em seu centro C há 4.6 Tensão térmica : e 
uma mola espiral acoplada ao colar rígido. Se a mola não es- 
tiver comprimida na posição inicial, determine a compressão 
na mola quando a carga P = 50 kN for aplicada ao colar. 


Uma mudança na temperatura pode provocar al- 
terações nas dimensões de um material. Se a tempe- 
ratura aumenta, o material, em geral, expande-se; se 
a temperatura diminui, o material contrai. A relação 
entre a expansão ou contração do material e o aumen- 
to ou redução da temperatura normalmente é linear 
Se for esse o caso e se o material for homogêneo e 
isotrópico, estudos experimentais demonstraram que à 
deformação de um elemento de comprimento 7 pode 


0,25m dE * = 200 MN/m ser calculada pela fórmula 
EE 
fase 


a 


Problemas 4.66/67 


onde 


a = uma propriedade do material deno inada coefi- 


ciente linear de expansão térmica. As unidades 
medem deformação por grau de temperatura 
[1/ºC [Celsius] ou 1/K [Kelvin] no SH. Valores 
típicos são apresentados no final do livro. 

AT = variação na temperatura do elemento 

|, = comprimento inicial do elemento 

de variação no comprimento do elemento 


Se a mudança na temperatura ocorrer em todo O 
comprimento do elemento, isto é, AT = AT(x), ou se ô 
mudar ao longo do comprimento, a Equação 4.4 aplica- 
se para cada segmento que tenha comprimento dx. Nes- 
caso, a mudança no comprimento do elemento é 


L 
ôr = / a AT dx 
0 


A mudança no comprimento de umelemento estatica- 
mente determinado pode ser calculada diretamente pela 
Equação 4.4 ou 4.5, visto que o elemento está livre para 
se expandir ou contrair quando sofrer mudança na tem- 
peratura. Contudo, quando o elemento é estaticamente 
indeterminado, esses deslocamentos térmicos podem ser 
restringidos pelos apoios, o que produz tensões térmicas 
que devem ser consideradas no projeto. 

O cálculo dessas tensões térmicas pode ser feito pe- 
los métodos descritos nas seções anteriores. Os exem- 
plos apresentados a seguir ilustram algumas aplicações. 


EXEMPLO 4.10 


A barra de aço A-36 mostrada na Figura 4.18 está restringi- 
da para caber exatamente entre os dois suportes fixos quando 
T, = 30ºC, Se a temperatura aumentar até T, = 60ºC, determi- 
ne a tensão térmica normal média desenvolvida na barra. 


ic 


(4.5) 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio, O diagrama de corpo livre da barra é mostrado 
na Figura 4.18b. Visto que não há nenhuma carga externa, a 
força em A é igual, mas oposta, à força que age em B isto é, 


F E 


(a) (b) (e) 
Figura 4.18 
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+I3F,=0; F=H,=F 


O problema é estaticamente indeterminado, uma vez 
que essa força não pode ser determinada por equilíbrio. 


Compatibilidade. Visto que 5,, = 0, o deslocamento tér- 
mico 6, que ocorreria em A (Figura 4.18c) é contrabalançado 
pela força F que seria exigida para levar a barra ô, de volta 
à sua posição original. A condição de compatibilidade em A 
torna-se 


(+) 


A aplicação das relações térmicas e de carga-desloca- 
mento resulta: 


d,p=0=8,— 0, 


FL 
O = «ATL— AL 


Assim, pelos dados apresentados no final do livro, 


F = qATAE 
= [12(10-9)/ºC](60ºC — 30ºC)(0,010 m)?[200(10º) kPa] 
= 7,2kN 


O valor de F indica claramente que mudanças na tem- 
peratura podem provocar grandes forças de reação em ele- 
mentos estaticamente indeterminados. 

Visto que F também representa a força axial interna no 
interior da barra, a tensão de compressão normal média é, 
portanto, 


F 1,2 x10 “MN 
A (0,01 m)? 


= 72 MPa Resposta 


EXEMPLO 4.11 


Um tubo de alumínio 2014-T6 com área de seção trans- 
versal de 600 mm? é utilizado como luva para um parafuso 
de aço A-36 com área de seção transversal de 400 mm? (Fi- 
gura 4.19a). Quando a temperatura é T, = 15ºC, a porca 
mantém o conjunto em uma posição precisa, de tal modo 
que a força axial no parafuso é desprezível. Se a tempera- 
tura aumentar para T, = 80ºC, determine a tensão normal 
média no parafuso e na luva. 


Posição 
inicial 
(nr 


Figura 4.19 
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SOLUÇÃO 


Equilíbrio. A Figura 4.19b mostra o diagrama de corpo 
livre para um segmento secionado do conjunto. As forças 
F, e F, são produzidas desde que o coeficiente de expansão 
térmica da luva seja mais alto do que o do parafuso. Por essa 
razão, a luva se expandirá mais do que o parafuso quando a 
temperatura aumentar. O problema é estaticamente indeter- 
minado, pois essas forças não podem ser determinadas por 
equilíbrio. Entretanto, exige-se que 


+ZF,=0; F=F, (1) 


Compatibilidade. O aumento de temperatura provoca a 
expansão (ô,), na luva e (ô ), no parafuso (Figura 4.19c). En- 
tretanto, as forças redundantes F, e F, alongam o parafuso 
e encurtam a luva. Como consequência, a extremidade do 
conjunto atinge uma posição final, que não é a mesma que a 
posição inicial. Consequentemente, a condição de compati- 
bilidade torna-se 


(+) 3 =(0), + (0)p= (0) (Dr 


Aplicando as equações 4.2 e 4.4 e usando as proprieda- 
des mecânicas apresentadas no final do livro, temos 


[12(10)/ºC](80ºC — 15ºC)( 0,150 m) 
Fy(0,150m) 
* (40 mm?) (1076 m2/mm?)[200(10º) N/m?] 
= [23(10)/ºC](80ºC — 15ºC)(0,150 m) 
F(0,150m) 
— (600 mm?)(10% m?/mm?)[73,1(10º) N/m?2] 


Usando a equação 1 e resolvendo, obtemos 
F,= F, = 20,26kN 


A tensão normal média no parafuso e luva é, portanto, 


aee 50,6 MPa R 
o, = RSRS 
P 400 mm? (10% m?/mm?) Eneias 
20,26 kN 
Ee gs = 33,8 MPa 
600 mm (10 m“/mm”) Resposta 


OBSERVAÇÃO: Visto que nessa análise consideramos com- 
portamento linear elástico para o material, as tensões calcula- 
das devem ser verificadas para garantir que não ultrapassem 
os limites de proporcionalidade para o material. 


|-- 300 mm-+|+-300 mm 59 kN/m 


MSI 


EXEMPLO 4.12 


A barra rígida mostrada na Figura 4.20a está presa à parte 
superior dos três postes feitos de aço A-36 e alumínio 2014-T6, 
Cada um dos postes tem comprimento de 250 mm quando 
não há nenhuma carga aplicada à barra e a temperatyra é 
T, = 20º€. Determine a força suportada por cada poste se a 
barra for submetida a um carregamento distribuído uniforme. 


mente de 150 KN/m e a temperatura aumentar até T, = 80º, 


SOLUÇÃO 


Equilíbrio. O diagrama de corpo livre da barra é mostrado 
na Figura 4.20b. O equilíbrio de momentos em torno do centro 
da barra exige que as forças nos postes de aço sejam iguais. A 
soma das forças no diagrama de corpo livre dá como resultado 


+127,=0; 28,,+F,-—90(10')N =0 (1) 
Compatibilidade. Por causa da carga, geometria e sime- 


tria do material, a parte superior de cada poste sofre o mes- 
mo deslocamento. Em consequência, 


(+h) do (2) 


A posição final da parte superior de cada poste é igual 
ao deslocamento causado pelo aumento da temperatura 
mais o deslocamento causado pela força de compressão 
axial interna (Figura 4.20c). Assim, para um poste de aço e 
para o poste de alumínio, temos 


(+)) ôdaço = —(Oaço)r ap (daço)F 
(+) du = (dar + (du)r 


Aplicando a equação 2, temos 


“(er + (8 


aço ade = 


— Cr + (dus 


Usando as equações 4.2 e 4.4 e as propriedades dos ma- 
teriais apresentadas no final do livro, obtemos 


—[12(109/ºCI(80ºC — 20ºC)(0,250 m) 
n Faço(0,250 m) 
7(0,020 m)2[200 10º) N/m?] 


—[23(10)/ºcI(80ºC — 20ºCY0,250m) 
Fa(0,250 m) 
+ 
7(0,03 m)2[73,1(10º) N/m?] 


Faço= 1,216Fa — 165,9(10º) (3) 


Aço Alumínio ço Fo 


(a) 


90 kN 
| (Baço)r — Eua 
Posição inicial =P E Plus 
q dulda |) 
Eu Faço 
(b) (e) 


Figura 4.20 


Para manter a consistência, todos os dados numéricos 
m expressos em newtons, metros e graus Celsius. A so- 
ão simultânea das equações 1 e 3 dá 
lu kN F,= 123kN Resposta 
am ; . 
O valor negativo para Fis indica que essa força age no 
“sentido contrário ao mostrado na Figura 4.20b. Em outras 
palavras, os: postes de aço estão sob tração, e o poste de 


alumínio está sob compressão. 


4.70, À chave elétrica fecha quando as hastes de ligação 
CD e AB se aquecem, o que provoca a translação e a rotação 
do braço rígido BDE até fechar o contato em E A posição 
originalde BDE é vertical e a temperatura é 20ºC. Se AB for 
feita de bronze C86100 e CD, de alumínio 6061-T'6, determi- 
ne O espaço s exigido entre os contatos para a chave fechar 
quando a temperatura alcançar 110ºC. 


300 Eu 


Problema 4.70 


4.71. Umatrena de aço é usada por um supervisor para me- 
dir o comprimento de uma reta. A seção transversal da trena 
é retangular, com 1,25 mm de espessura por 5 mm de largura, 
e o comprimento é 30 m quando T, = 20ºCe a carga de tra- 
ção na trena é 100 N. Determine o comprimento verdadeiro 
da reta medida se a leitura da trena for 139 m quando usada 
sob tração de 175 N a T, = 40ºC. O piso onde a trena é utili- 
zada é plano. «, = 17(10-9)/ºC, E co = 200 GPa. 


o 


5 mm o 


1,25 mm 
Problema 4.71 


“472. Os diâmetros e materiais de fabricação do conjunto 
são indicados na figura. Se o conjunto estiver bem ajustado 
entre seus apoios fixos quando a temperatura é T, = 20ºC, 


determine a tensão normal média em cada material quando 
a temperatura atingir T, = 40ºC, 
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A 


m: ço 
Alumínio 2014-T6 inoxidável 304 


Bronze C86100 


Etin 


1,8m + 
Problema 4.72 


4.73. Uma placa de concreto de alta resistência utilizada em 
uma pista de rolamento tem 6 m de comprimento quando sua 
temperatura é 10ºC. Se houver uma folga de 3 mm em um de 
seus lados antes de tocar seu apoio fixo, determine a tempe- 
ratura exigida para fechar a folga. Qual é a tensão de com- 
pressão no concreto se a temperatura aumentar até 60ºC? 


4.74. Um tubo de vapor com 1,8 m de comprimento é feito 
de aço com o, = 280 MPa e está ligado diretamente a duas 
turbinas 4 e B, como mostra a figura. O diâmetro externo 
do tubo é 100 mm e a espessura da parede é 6 mm. A ligação 
foi feita a T, = 20ºC, Considerando que os pontos de aco- 
plamento das turbinas são rígidos, determine a força que o 
tubo exerce sobre elas quando o vapor e, portanto, o tubo, 
atingem uma temperatura de T, = 135ºC. 


4.75. Um tubo de vapor com 1,8 m de comprimento é feito 
de aço com o, = 280 MPa e está ligado diretamente a duas 
turbinas 4 e B, como mostra a figura. O diâmetro externo do 
tubo é 100 mm e a espessura da parede é 6 mm. A ligação foi 
feita a T, = 20ºC. Considerando que a rigidez dos pontos de 
acoplamento das turbinas é k = 16 MN/mm, determine a força 
que o tubo exerce sobre as turbinas quando o vapor e, portan- 
to, o tubo, atingem uma temperatura de T, = 135ºC. 


Problemas 4.74/75 


“4,76. Os trilhos de aço A-36 de uma ferrovia têm 12 m de 
comprimento e foram assentados com uma pequena folga 
entre eles para permitir dilatação térmica. Determine a folga ô 
exigida para que os trilhos apenas encostem um no outro 
quando a temperatura aumentar de T, = —30ºC para T, = 
30ºC. Considerando essa folga, qual seria a força axial nos 
trilhos se a temperatura atingisse T, = 40ºC? A área de se- 
ção transversal de cada trilho é 3.200 mm?. 


Problema 4.76 


4.77. Os dois segmentos de haste circular, um de alumínio e 
o outro de cobre, estão presos às paredes rígidas de tal modo 
que há uma folga de 0,2 mm entre eles quando T, = 15ºC, 
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Qual é a maior temperatura T, exigida para apenas fechar a 
folga? Cada haste tem diâmetro de 30 mm, «, = 24(10%)/ºC, 
E, = 70GPa, Go = 1710) C, E o = 126 GPa. Determi- 
He a tensão normal média em cada haste se T, = 95ºC, 


4.78. Os dois segmentos de haste circular, um de alumínio e o 
outro de cobre, estão presos às paredes rígidas de modo tal que 
há uma folga de 0,2 mm entre eles quando T, = 15ºC. Cada 
haste tem diâmetro de 30 mm, «,, = 24(109/ºC,E , = 70 GPa, 
Core E 170 PC, E, e — 126 GPa. Determine a tensão nor- 
mal média em cada haste se T, = 150ºC, Calcule também o 
novo comprimento do segmento de alumínio. 


100 mm [—— 200 mm 


Problemas 4.77/78 


4.79, Duas barras feitas de materiais diferentes são acopladas 
e instaladas entre duas paredes quando a temperatura é T, = 
150ºC. Determine a força exercida nos apoios (rígidos) quando 
a temperatura for T, = 20ºC. As propriedades dos materiais e 
as áreas de seção transversal de cada barra são dadas na figura. 


Aço Latão 
Eaço = 200 GPa Era = 100 Gia ; 
Maço = 12(100)/*€ tar = 21(10 / C 

ço i 
Aaço = 200 mm? lat = 450 mm? 


300 mm al 


300 mm 
Problema 4.79 


*4.80. A haste central CD do conjunto é aquecida de 
T,=30ºC até T, = 180ºC por resistência elétrica. Na tempera- 
tura mais baixa, a folga entre C e a barra rígida é 0,7 mm. De- 
termine a força nas hastes AB e EF provocadas pelo aumento 
na temperatura. As hastes AB e E F'são feitas de aço e cada uma 
tem área de seção transversal de 125 mm?, CD é feita de alumí- 
nio e tem área de seção transversal de 375 mm?. E, = 200 GPa, 
E, = 70GPa,a,, = 12(109)/ºCe a, = 23(10"9/º€. 


4.81. A haste central CD do conjunto é aquecida de T', = 30ºC 
até T, = 180ºC por resistência elétrica. As duas hastes AB 
e EF situadas nas extremidades também são aquecidas de 
T,= 30ºC até T, = 50ºC€. Na temperatura mais baixa, T,, a 
folga entre Ce a barra rígida é 0,7 mm. Determine a força 
nas hastes AB e EF provocada pelo aumento na temperatu- 
ra. As hastes AB e EF são feitas de aço e cada uma tem área 
de seção transversal de 125 mm?. CD é feita de alumínio e 
tem área de seção transversal de 375 mm, a = 200 GPa, 
E, = 70GPa, e, = 12(109)"Cea,= 23(10-9)/ºC. 


0,7 mm 


Problemas 4.80/81 


4.82. O tubo de aço A-36 está acoplado aos colares em 4e 


B. Quando a temperatura é 15ºC, não há nenhuma carga axial 
no tubo. Se o gás quente que passa pelo tubo provocar uma 


elevação de AT = (20 + 30x)ºC na temperatura do tubo, onde . 


x é dado em metros, determine a tensão normal média no tubo, 
O diâmetro interno é 50 mm, e a espessura da parede é 4 mm, 


4.83. O tubo de bronze 86100 tem raio interno de 12,5 mm e es. 
pessura de parede de 5 mm. Se o gás que passa por ele mudar 
temperatura do tubo uniformemente de T, = 60ºC em A para 
T, = 15ºCem B, determine a força axial que ele exerce sobre as 
paredes. O tubo foi instalado entre as paredes quando T' = 15º€, 


Problemas 4.82/83 


*4.84. O bloco rígido pesa 400 kN e será suportado pelos 
postes 4 e B, feitos de aço A-36, e pelo poste C, feito de latão 
vermelho C83400. Se todos os postes tiverem o mesmo com- 
primento original antes de serem carregados, determine a ten- 
são normal média desenvolvida em cada um deles, quando o 
poste C for aquecido de modo que sua temperatura aumente 
10ºC. Cada poste tem área de seção transversal de 5.000 mm, 


E pe as mA 


Problema 4.84 


4.85. A barra tem área de seção transversal A, comprimento 
L, módulo de elasticidade E e coeficiente de expansão térmi- 
ca a. A temperatura da barra muda uniformemente ao longo 
de seu comprimento de T, em A para T, em B de modo que, 
em qualquer ponto x ao longo da barra, T = T, + x(T, — TJL. 
Determine a força que a barra exerce nas paredes rígidas. Ini- 
cialmente, não há nenhuma força axial na barra. 


Problema 4.85 


4.86. A haste é feita de aço A-36 e tem diâmetro de 6 mm. 
Se as molas forem comprimidas 12 mm quando a tempera 
tura da haste é T = 10ºC, determine a força na haste quando 
sua temperatura for T = 75ºC. 


||e= 200 N/m 


k=200 N/mj. 


Problema 4.86 


| 7 Concentrações de tensão 


seção 4.1, mostramos que, quando uma força axial 
é aplicada a um elemento, ela cria uma distribuição de 
É nsão complexa dentro de uma região localizada do 
onto de aplicação da carga. Essas distribuições de ten- 
são típicas são mostradas na Figura 4.1. As distribuições 
de tensão complexas não sursem somente sob ain carre- 
gamento concentrado; também aparecem em seções nas 
quais a área da seção transversal do elemento muda. Por 
exemplo, considere a barra na Figura 4.21a, que está sub- 
metida a uma força axial P. Aqui, podemos ver que as li- 
nhas da grade, as quais, antes,eramhorizontais e verticais, 
“sofrem deflexão e formam um padrão irregular em torno 
E do furo localizado no centro da barra. A tensão normal 
“máxima na barra ocorre na seção a-a que passa pela me- 
“not área de seção transversal da mesma. Contanto que 
“o material se comporte de maneira linear elástica, a dis- 
“tribuição de tensão que age sobre essa seção pode ser 
determinada por análise matemática, usando-se a teoria 
da elasticidade ou por meios experimentais, medindo a 
delormação normal na seção a-a e calculando a tensão 
pela lei de Hooke, o = Ee. Independentemente do mé- 
todo usado, a forma geral da distribuição de tensão será 
como a mostrada na Figura 4.21b. De maneira semelhante, 
se à seção transversal sofrer redução com a utilização, por 
exemplo, de filetes de rebaixo,como na Figura 4.22a, então, 
novamente, a tensão normal máxima na barra ocorrerá na 
menor área de seção transversal, seção a-a, e a distribuição 
de-tensão será como a mostrada na Figura 4.22b. 
Em ambos os casos, o equilíbrio da força exige que 
o valor da força resultante desenvolvida pela distribui- 
ção de tensão seja igual a P. Em outras palavras, 


a 4 E 1 É 
P que! i : é E E Hi P 
a 
Não distorcida 
RE: => P 


Distorcida 


(a) 


E 
RR 


Distribuição de tensão real 


(b) 


Distribuição de tensão média 


(c) 
Figura 4.21 
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P = IA odA (4.6) 
JA 

Como afirmamos na Seção 1.4, essa integral é uma 
representação gráfica do volume sob cada um dos dia- 
gramas de distribuição de tensão mostrados na Figura 
4.21b ou 4.22b. Além do mais, o equilíbrio de momen- 
to exige que cada distribuição de tensão seja simétrica 
por toda a seção transversal, de modo que P deve pas- 
sar pelo centroide de cada volume. 

Entretanto, na prática da engenharia, a distribuição 
de tensão real não precisa ser determinada. Em vez disso, 
basta saber qual é a tensão máxima nessas seções e, então, 
o elemento é projetado para resistir a essa tensão quando 
a carga axial P for aplicada. Em casos nos quais a área da 
seção transversal de um elemento muda, como os já discu- 
tidos, podem-se determinar valores específicos da tensão 
normal máxima na seção crítica por métodos experimen- 
tais ou por técnicas matemáticas avançadas que utilizam a 
teoria da elasticidade. Os resultados dessas investigações 
normalmente são apresentados em gráficos com a utiliza- 
ção de um fator de concentração de tensão K, Definimos 
K como a razão entre a tensão máxima e a tensão média 
que agem sobre a menor seção transversal; isto é, 


K = Sé (4.7) 


O méd 


Contanto que K seja conhecido e a tensão normal 
média tenha sido calculada por o. = P/A, onde À 
é a menor área de seção transversal (figuras 4.21c e 
4.22c), então, pela Equação 4.7, a tensão máxima na 
seção transversal é o, = K(P/A). 


áx 


(a) 


Distribuição de tensão real 


(b) 


Distribuição de tensão média 
(c) 
Figura 4.22 
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Figura 4.23 


Em geral, valores específicos de K são apresenta- 
dos em gráficos em manuais relacionados à análise 
de tensão, como os exemplos dados nas figuras 4.24 e 
4.25, respectivamente.” Em particular, observe que K é 
independente das propriedades do material da barra; 
mais exatamente, ele depende somente da geometria 
da barra e do tipo de descontinuidade. À medida que o 
tamanho +» da descontinuidade diminui, a concentração 
de tensão aumenta. Por exemplo, quando há uma mu- 
dança na seção transversal de uma barra, determina-se 
teoricamente que um canto vivo (Figura 4.23a) pro- 
duz um fator de concentração de tensão maior que 3. 
Em outras palavras, a tensão normal máxima será três 
vezes maior do que a tensão normal média na menor 
seção transversal. Todavia, pode-se reduzir o fator para, 
digamos, 1,5, introduzindo-se um filete de rebaixo (Figura 
423b). Uma redução adicional pode ser obtida por meio 
de pequenas ranhuras ou furos na zona de transição (figu- 
ras 423c e 4.23d). Em todos esses casos, a configuração do 
elemento ajuda a reduzir a rigidez do material em torno 
dos cantos, de modo que a deformação, e também a tensão, 
sejam distribuídas mais uniformemente por toda a barra. 

Os fatores de concentração de tensão dados nas figu- 
ras 4.24 e 4.25 foram determinados com base em um car- 
regamento estático, considerando que a tensão no ma- 
terial não ultrapassa o limite de proporcionalidade. Se o 
material for muito frágil, o limite de proporcionalidade 
pode ser igual à tensão de ruptura e, portanto, para esse 
material, a falha começará no ponto de concentração de 
tensão quando o limite de proporcionalidade for atingi- 
do. Em essência, uma trinca começará a formar-se nesse 
ponto e uma concentração de tensão mais alta se desen- 
volverá na ponta dessa trinca. Por sua vez, isso provoca a 
propagação da trinca pela seção transversal, resultando 
em fratura repentina. Por essa razão, é muito importante 
que se usem fatores de concentração de tensão em pro- 
jetos nos quais são utilizados materiais frágeis. Por outro 
lado, se o material for dúctil e estiver submetido a uma 
carga estática, os projetistas normalmente desprezam a 
utilização de fatores de concentração de tensão, visto 
que nenhuma tensão que ultrapasse o limite de propor- 
cionalidade resultará em uma trinca. Ao contrário, o ma- 
terial terá resistência de reserva devido a escoamento e 
endurecimento por deformação. Na próxima seção, dis- 
cutiremos os efeitos causados por esse fenômeno. 


" Veja Lipson, C. e Juvinall, R. C, Handbook ofstress and strength, 
Macmillan, 1963. 


Concentrações de tensão também são responsáveis 
por muitas falhas de elementos estruturais ou mecâni- 
cos sujeitos a carregamentos de fadiga. Nesses casos, uma 
concentração de tensão provocará trincas no material se 
a tensão ultrapassar o limite de tolerância do material, 
seja ele dúctil ou frágil. Aqui, o material localizado nã 
ponta da trinca permanece em estado frágil, e, portanto,a 
trinca continua a crescer, levando a uma fratura progres: 
siva. Consequentemente, engenheiros envolvidos nos 
projetos desses elementos devem sempre procurar mo: 
dos de limitar o dano que pode ser causado por fadiga. 
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=XEMPLO 4.13 


a maior força axial P que a barra pode suportar. 


Figura 4.26 


SOLUÇÃO 


cálculo dos parâmetros geométricos necessários dá 


Lapa 10 mm = 0,50 
n 20 mm 

w 40 mm = 

h 20 mm 


Portanto, do gráfico 
k=1,4 
versal dá 


= P 
(20 mm)(10 mm) 


O méd 


À aplicação da Equação 4.7 com O iim 5 O 


máx 


O adm = Ko mea 
115N/mm? = 1,4(0,0005P) 
P = 16,43(10) N 


= 16,43 KN 


o N dimensões da barra de aço são mostradas na Figura 
“426. Se a tensão admissível for 0 4, = 115 MPa, determine 


Como há um filete de rebaixo, o fator de concentração de 
tensão pode ser determinado pelo gráfico na Figura 4.24. O 


O cálculo da tensão normal média na menor seção trans- 


= 0,005P N/mm? 


produz 
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| EXEMPLO 4.14 | PLO 4.14 


A tira de aço mostrada na Figura 4.27 está sujeita a uma 
carga axial de 80 kN. Determine a tensão normal máxima 
desenvolvida na tira e o deslocamento de uma de suas ex- 
tremidades em relação à outra. A tensão de escoamento do 
açoé o, = 700 MPae E, = 200 GPa. 


800 mm é mi 309 ed 


Figura 4.27 


SOLUÇÃO 


Tensão normal máxima. Por inspeção, a tensão normal 
máxima ocorre na menor seção transversal, onde o filete de 
rebaixo começa em B ou C. O fator de concentração de ten- 
são é determinado pela Figura 4.23. Exige-se que 


EE a a w 40mm 
h 2Omm h 20mm 
Assim, K = 1,6. 


A tensão máxima é, portanto, 


= RE =1,6 sega) 640 M 
O máx A “1 (0,02m)(0,01m) | Fan 


Observe que o material permanece elástico, visto que 
640 MPa < o, = 700 MPa. 


Deslocamento. Aqui, desprezaremos as deformações lo- 
calizadas ao redor da carga aplicada e na mudança repentina 
na seção transversal no filete de rebaixo (princípio de Saint- 
Venant). Temos 


Lo 80(10?) N(0,3 m) 
ap= 3 AE (0,04 m)(0,01 m)[200(10”) N/m?] 
80(10º)N (0,8m) 
(0,02 m)(0,01 m)[200(10”) N/m?] 


CA/p = 2,20 mm 


Resposta 
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e2 E) 


(b) 


Figura 4.28 


'4.8 Deformação axial inelástica 


Até aqui, consideramos somente carregamentos 
que provocam o comportamento elástico do material 
do elemento. Entretanto, às vezes, acontece de um 


elemento ser projetado de modo que o carregamento ' 


provoca o escoamento do material e, com isso, sua de- 
formação permanente. Esses elementos costumam ser 
feitos de um metal de alta ductilidade, como aço reco- 
zido de baixo teor de carbono, cujo diagrama tensão- 
—deformação é semelhante ao da Figura 3.6 e pode ser 
modelado como mostra a Figura 4.28b. Um material 
que exiba esse comportamento é denominado elástico 
perfeitamente plástico ou elastoplástico. 

Para ilustrar fisicamente como tal material se com- 
porta, considere a barra na Figura 4.28a, que está sujeita 
à carga axial P. Se a carga provocar o desenvolvimento 
de uma tensão elástica o = o, na barra, então, aplicando 
a Equação 4.6, o equilíbrio exige P = Jo dA = 0,A. 
Além disso, a tensão o, provoca uma deformação e, 
na barra, como indica o diagrama tensão-deformação 
(Figura 428b). Se, agora, P for aumentada para P, de 
tal modo que provoque escoamento do material, isto é, 
o =, então, novamente, P = /odA=0 A. A carga 
Pé denominada carga plástica, uma vez que representa 
a carga máxima que pode ser suportada por um material 
elastoplástico. Para o caso em questão, as deformações 
não são definidas de maneira única. Ao contrário, no 
instante em que o, é atingida, em primeiro lugar, a barra 
é submetida à deformação por escoamento e, (Figura 
4.28b) e, em seguida, a barra continuará a escoar (ou 
alongar-se) de modo que serão geradas as deformações 


P o 


1 


Te 


(b) 


Figura 4.29 


€, € etc. Visto que nosso “modelo” do material exibe 
comportamento de material perfeitamente Plástico, 
esse alongamento continuará indefinidamente, mesmo 
sem nenhum aumento na carga. Contudo, na verdade, 
após um pouco de escoamento, o material começará a 
endurecer por deformação, de modo que a resistência 
extra que ele obtenha impedirá qualquer deformação 
adicional. O resultado é que qualquer projeto baseado 
nesse comportamento será seguro, pois o endurecimen- 
to por deformação proporciona ao material um poten- 
cial para suportar uma carga adicional, se necessário. 
Agora, considere o caso de uma barra que tenha um 
furo, como mostra a Figura 4.29a. À medida que o valor 
de P aumenta, ocorre uma concentração de tensão no 
material próximo ao furo, ao longo da seção a-a. Nesse 
ponto, a tensão alcançará um valor máximo o, =0,€ 
sofrerá uma deformação elástica correspondente e, (Fi- 
gura 4.29b). As tensões e deformações correspondentes 
em outros pontos ao longo da seção transversal serão 
menores, como indica a distribuição de tensão mostra: 
da na Figura 4.29c. Como esperado, o equilíbrio exige 
P = fodA. Em outras palavras, P é geometricamente 
equivalente ao “volume” contido no interior da distri- 
buição de tensão. Se, agora, aumentarmos a carga para 
P", de modo que o | = o, o material começará a es- 


max 


coar para fora do furo, até que a condição de equilíbrio 


P'= Jo AdA seja satisfeita (Figura 4.29d). Como a figu- 


ra mostra, isso produz uma distribuição de tensão cujo 
“volume” é geometricamente maior que o mostrado na 
Figura 4.29c. Um aumento adicional na carga provocará, 


a certa altura, o escoamento de toda a seção transversal, 


até que nenhuma carga maior possa ser sustentada pela 


barr 
e pot 


N 
a áre 
O 
com 
blem 
etastc 


DX 
15 kN 
quando 
do nã 
transve 
feitan 
detern 


ibn 


SOLUÇ 


Por ins] 
gancho 
que (1,0 
Sue esc 


a carga plástica E é mostrada na Figura 4.29e 


E : Ess es . . 
barra calculada pela condição de equilíbrio 


é pode ser 
que So dA =0,A 


Nessa expressão, O, é a tensão de escoamento e 4 é 
a área de seção transversal da barra na seção a-a. 

É e exemplos a seguir ilustram numericamente 
como esses conceitos se aplicam a outros tipos de pro- 
lemas quando o material apresenta comportamento 


elastoplástico. 


4 


Dois cabos de aço são usados para suspender o peso de 
15 kN (= L5 kg) (Figura 4.30a). O comprimento do cabo AB, 
quando não alongado, é 5 m, e o comprimento do cabo AC, quan- 
do não alongado, é 5,0075 m. Se cada cabo tiver área de seção 
transversal de 30 mm? e o aço puder ser considerado elástico per- 
feitamente plástico, como mostra o gráfico o-e na Figura 4.30b, 
determine a força em cada cabo e o respectivo alongamento. 


o (MPa) 


350 


e (mm/mm) 


5 m||5,0075 m 


ap = 0,0075 + 84c 
B 


Posição inicial 


C 
dAc 


Posição final 
(d) 
Figura 4.30 


SOLUÇÃO 


geo, o cabo AB começa a suportar o peso quando o 
o | levantado. Entretanto, se esse cabo alongar mais do 
que 0,01 m, a carga será sustentada por ambos os cabos. Para 
ue isso ocorra, a deformação no cabo AB deve ser 


- 0,0075 m 


= 0,0015 
AB 5 , 
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que é menor que a deformação elástica máxima, e, = 0,0017 
(Figura 4.30b). A tensão no cabo AB quando isso acontece 
pode ser determinada pela Figura 4.30b por cálculo propor- 
cional; isto é, 


0,0015 — 0,0015 
350 MPa cas 


O 15 = 308,82 MPa 


Assim, a força no cabo é 
Fa = Gay = (308,82 Nimm?)(30 mm?) = 9,264,6 N = 9,26 kN 


Visto que o peso a ser suportado é 15 KN, podemos concluir 
que ambos os cabos devem ser usados para suporte. 


Uma vez sustentado o peso, a tensão nos cabos depende 
da deformação correspondente. Há três possibilidades, a sa- 
ber: as deformações em ambos os cabos são elásticas, o cabo 
AB é deformado plasticamente enquanto o cabo AC é de- 
formado elasticamente, ou ambos os cabos são deformados 
plasticamente. Começaremos considerando que ambos os 
cabos permanecem elásticos. O exame do diagrama de corpo 
livre do peso suspenso (Figura 4.30c) indica que o problema 
é estaticamente indeterminado. A equação de equilíbrio é 
+ 12F,=0; To E LIS EN=SO (1) 

Visto que AC é 0,0075 m mais comprido do que AB, en- 
tão, pela Figura 4.30d, a compatibilidade do deslocamento 
das extremidades B e C exige que 


8,5 = 0,0075m + 8,c (2) 


O módulo de elasticidade (Figura 4.30b) é E o = 350 
MPa/0,0017 = 205,9(10º) MPa. Uma vez que essa é uma 
análise linear elástica, a relação carga-deslocamento é 


ô = PL/AEÉ e, portanto, 


Lan(ó m) = 0,0075 m 
30(10*)[205,9(10º) kPa] 


Tac(5,/0075 m) 
30(10*)[205,9(10º) kPa] 
5T ip = 46,3275 + 5,0075T (3) 
Resolvendo as equações 1 e 3, temos 
Ts — 12,135 kN 
Tic = 2,865 KN 


À tensão no cabo AB é, portanto, 


— 12,135(10º) N 
30 mm? 


AB = 404,5 MPa 


Essa tensão é maior do que a tensão elástica máxima admis- 
sível (o, = 350 MPa) e, portanto, o cabo AB sofre detorma- 
ção plástica e suporta sua carga máxima de 


Ty, = 350 MPa (30mm?) = 10,5kN Resposta 
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Pela equação 1, 


Ta = 4,5 kN Resposta 


Observe que o cabo AC permanece elástico, visto que a ten- 
são no cabo é o, = 4,5(10)N/30 mm” = 150 MPa < 350 
MPa. A deformação elástica correspondente é determinada 
por cálculo proporcional (Figura 4.30b); isto é, 


EAC — 0,0017 
150 MPa 350 MPa 


Esc = 0,000729 


Assim, o alongamento de AC é 
8,0 = (0,000729)(5,0075) = 0,00365 m Resposta 
Então, aplicando a equação 2, o alongamento de AB é 


dp = 0,0075 + 0,00365 = 0,01115 m Resposta 


EXEMPLO 4,16 


A barra na Figura 4.31a é feita de aço e consideramos 
que seja elástica perfeitamente plástica, com o, =250 Mpa. 
Determine (a) o valor máximo da carga P que pode ser 
aplicada sem provocar o escoamento do aço e (b) o valor 
máximo de P que a barra pode suportar. Faça um rascunho 
da distribuição de tensão na seção crítica para cada caso. 


40 mm 


(b) 


Figura 4,31 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando o material se comporta elasticamente, te- 
mos de usar um fator de concentração de tensão determinado 


pela Figura 4.23 e que é exclusivo para a geometria da barra 
em questão. Aqui, 


r 4 mm 

h (40mm - 8mm) Uniao 
40 

LA mm =125 


h (40mm — 8 mm) 


A carga máxima, sem provocar escoamento, ocorre quando 
Cx À tensão normal média é o «4 = PIA. Usando à 


Equação 4.7, temos 
P 
oc. =K (E) 


250(10º) Pa = 15) 


Omáx = KoOméd; 


Pe 
(0,002 m) (0,032 5! 
P, = 9,14kN Res posta 
Essa carga foi calculada usando a menor seção transversal. A 
distribuição de tensão resultante é mostrada na Figura 4.31b. 
Para equilíbrio, o “volume” contido no interior dessa distri- 
buição deve ser igual a 9,14 kN. 


Parte (b). A carga máxima sustentada pela barra provoca 
o escoamento de todo o material na menor seção transversal. 
Portanto, à medida que P aumenta até a carga plástica Lo 
provoca uma mudança gradativa na distribuição de tensão 
do estado elástico mostrado na Figura 4.31b para o estado 
plástico mostrado na Figura 4.31c. Exige-se que 


P, 
e 
250(109) Pa = e 
(0,002 m)(0,032 m) 
P, = 16,0kN Resposta 


Nessa expressão, P é igual ao “volume” contido na distribui- 
ção de tensão que, nesse caso, é P= CA. 


empre 


'4.9 Tensão residual 


Se um elemento, ou um grupo de elementos, car: 


regado axialmente formar um sistema estaticamente 
indeterminado capaz de suportar cargas de tração, bem 
como de compressão, então, carregamentos externos 


excessivos que provocam escoamento no material cria: 


rão tensões residuais nos elementos quando as carg 
forem removidas. A razão para isso tem a ver com à 
recuperação elástica do material que ocorre durante O 
descarregamento. Por exemplo, considere um elemento 
prismático feito de um material elastoplástico que té 


nha o diagrama tensão-deformação OAB como mostiã o. 
a Figura 4.32. Se uma carga axial produzir uma tensão | 
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Figura 4.32 


q no material e uma deformação plástica correspon- 
dente Eis quando a carga for removida, o material res- 

onderá elasticamente e seguirá a reta CD de modo 
a recuperar um pouco da deformação plástica. Uma 
recuperação total até tensão zero no ponto O' só será 
* possível se o elemento for estaticamente determinado, 
* jáque as reações dos apoios para o elemento devem ser 
nulas quando a carga for removida. Nessas circunstân- 
cias, O elemento será deformado permanentemente, de 
tal modo que a deformação permanente no elemento 
será e, Todavia, se o elemento for estaticamente inde- 
terminado, a remoção da carga externa fará com que 
as forças dos apoios respondam à recuperação elástica 
ED. Como essas forças impedirão a total recuperação 
do elemento, induzirão nele tensões residuais. 
“Para resolver um problema desse tipo, podemos 
considerar um ciclo completo de carregamento e, en- 
tão, descarregamento doelemento como sendo a su per- 
posição de uma carga positiva (carregamento) a uma 
carga negativa (descarregamento). O carregamento, O 
a €, resulta em uma distribuição de tensão plástica, ao 
passo que o descarregamento, ao longo de CD, resulta 
somente em uma distribuição de tensão elástica. A su- 
perposição exige que as cargas se cancelem; contudo, 
as distribuições de tensão não se cancelarão e, portan- 
to, permanecerão tensões residuais. 


O exemplo a seguir ilustra esses conceitos numeri- 
camente, 


A haste mostrada na Figura 4.33a tem raio de 5 mm € 
é feita de um material elástico perfeitamente plástico para 
º qual o, = 420 MPa, E = 70 GPa (Figura 4.33c). Se uma 
força P = 60 kN for aplicada à haste e, então, retirada, de- 


tsimine a tensão residual na haste e o deslocamento per- 
manente do colar em C. 


OLUÇÃO 


9 diagr ama de corpo livre da haste é mostrado na Figura 4.33b. 
T Inspeção, a haste é estaticamente indeterminada. A aplica- 


São da carga P provocará uma de três possibilidades, a saber: 


OAC = 


Cara AxiaL 117 


CP= 


imo 400 mm + 
(a) 


60 kN 


€ = É) 


€ACS TT 0,01473 


e(mm/mm) 


Figura 4.33 


ambos os segmentos AC e CB permanecem elásticos, AC é plás- 
tico enquanto CB é elástico, ou ambos, AC e CB, são plásticos.” 


Uma análise elástica, semelhante à discutida na Seção 4.4, 
produzirá F, = 45 kN e F, = 15 KN nos apoios. Entretanto, 
isso resulta em uma tensão de 


45 kN 


= 7(0,005 m)? = 573 MPa (compressão) > o. = 420 MPa 
q(0,005 m 


no segmento AC, e 


15 kN E 
5 = 191 MPa (tração) 


CB — 7(0,005 m) 


no segmento CB. Visto que o material no segmento AC es- 
coará, consideraremos que AC se torna plástico, enquanto 
CB permanece elástico. 


Para esse caso, a máxima força desenvolvida possível em 
ACé 


(Pd. = 0,A = 420(10º) kN/m? [7(0,005 m)?] 
= 33,0kN 
e, pelo equilíbrio da haste (Figura 4.33b), 
F, = 60kN — 33,0kKN = 27,0 kN 
À tensão em cada segmento da haste é, portanto, 
cAc = Ce = 420 MPa (compressão) 


27,0 kN 


= e dA MPa (tração) < 420 MPa (OK) 
q (0,005 m) 


OcB 


“A possibilidade de CB se tornar plástica antes de A Cnão ocorrerá 
porque, quando o ponto C se deformar, a deformação em AC (visto 
que é mais curta) sempre será maior que a deformação em CB. 
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Tensão residual. Para obter a tensão residual, também é 
necessário saber qual é a deformação em cada segmento resul- 
tante do carregamento. Visto que CB responde elasticamente, 


FaLcB (27,0 kN)(0,300 m) 
dp = ê E 5 = 0,001474 m 
AE 17(0,005 m)?[70(109) kKN/m?] 
Assim, 
ô 0,001474 
ep=TO = TD  +0,004913 


Lee  0,300m 
Além disso, visto que ô,. é desconhecido, a deformação em AC é 


de 0001474m 
Ae Ro 0100m 


= —0,01474 


Portanto, quando P é aplicada, o comportamento tensão-de- 
formação para o material no segmento CB passa de O para 
A" (Figura 4.33c), e o comportamento tensão-deformação 
para o material no segmento AC passa de O para B”. Se a 
carga P for aplicada na direção oposta, em outras palavras, 
a carga é removida; ocorre, então, uma resposta elástica e é 
preciso aplicar uma força contrária F, = 45 KN e uma for- 
ça contrária F, = 15 kN a cada segmento, respectivamente. 
Como calculamos antes, essas forças produzem tensões 
Ca = 513 MPa (tração) e o. = 191 MPa (compressão); 
como resultado, a tensão residual em cada elemento é 


(o co), = —420 MPa + 573 MPa = 153 MPa 


10), 5 Resposta 


(Cc), = 344 MPa — 191 MPa = 153 MPa Resposta 

Essa tensão de tração é a mesma para ambos os segmentos, 
o que era esperado. Observe também que o comportamento 
tensão-deformação para o segmento AC passa de B' para D' 
na Figura 4.33c,a 0 passo que o comportamento tensão-defor- 


mação para o material no segmento CB passa de A” para C”. 


Deslocamento permanente. 
mação residual em CB é 


Pela Figura 4.33c, a defor- 


o 153(10º) Pa 
“ce E” 70(10) Pa 


= 0,002185 


de modo que o deslocamento permanente de C é 


õ.=€ 


c = € cabeca = 0,002185 (300 mm) = 0,656 mm < Resposta 

Também podemos obter esse resultado determinando a 
deformação residual e”. em AC (Figura 4.33c). Visto que a 
reta B'D' tem inclinação E, então 


do (420 + 153)10º Pa 
dE AC E 9 
E 70(10º) Pa 


= 0,008185 


Portanto, 


' 


Ec Esc t desc = —0,01474 + 0,008185 = —0,006555 


Finalmente, 


3.= € Luc = — 04006555 (100 mm) = 0,656mm < Resposta 


4.87. Determine a tensão normal máxima desenvolvida na 
barra quando submetida a uma carga P = 8 kN. 


'4.88. Se a tensão normal admissível para a barra for 
O am + 120 MPa, determine a força axial máxima P que pode 


adm 


ser aplicada à barra. 


Problemas 4.87/88 


4.89. A barra de aço tem as dimensões mostradas na figu- 
ra. Determine a força axial máxima P que pode ser aplicada 
de modo a não ultrapassar uma tensão de tração admissível 
Om — 150 MPa. 


adm 


30 mm 


= E | ds, 
mm É 


Problema 4.89 


“+= 15 mm 


4.90. Determine a força axial máxima P que pode ser apli- 
cada à barra. A barra é feita de aço e tem tensão admissível 
O im — 147 MPa. 

4.91. Determine a tensão normal máxima desenvolvida há 
barra quando sujeita a uma carga P = 8kN. 


37,5 mm 4mm 


r=5mm 
15mm 


Problemas 4.90/91 


'4.92. Determine a tensão normal máxima desenvolvida! 
barra quando sujeita a uma carga P = 8kN. 
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Problema 4.92 


: 93 A distribuição de tensão resultante ao longo da seção 
— Abparaa barra é mostrada na figura. Por essa distribuição, 
termine o valor aproximado da força axial resultante çã 
«plicada à barra. Além disso, qual é o fator de concentração 


“de tensão para essa geometria? 


Problema 4.93 


494, A distribuição de tensão resultante ao longo da seção 
Ab paraa barra é mostrada na figura. Por essa distribuição, 
determine. o valor aproximado da força axial resultante P 
aplicada à barra. Além disso, qual é o fator de concentração 
«le tensão para essa geometria? 


Problema 4,94 


495. A chapa de aço A-36 tem espessura de 12 mm. Se 
houver filetes de rebaixo em Be C,e Cam = 150 MPa, deter- 
mine a carga axial máxima P que ela pode suportar. Calcule 
9 alongamento da chapa desprezando o efeito dos filetes. 


r=30mm 60 mm 


Problema 4.95 
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*4.96. O peso de 1.500 kN (= 150 t) é assentado lentamente 
no topo de um poste feito de alumínio 2014-T6 com núcleo 
de aço A-36. Se ambos os materiais puderem ser considera- 
dos elásticos perfeitamente plásticos, determine a tensão em 
cada um deles. 


Alumínio 


Problema 4.96 


4.97. A haste do parafuso de aço com 10 mm de diâmetro 


está embutida em uma luva de bronze. O diâmetro externo 
dessa luva é 20 mm. Se a tensão de escoamento for (O Duo = 
640 MPa para o aço e (0,),. = 520 para o bronze, determine 
o valor da maior carga elástica P que pode ser aplicada ao 


conjunto. Eis = 200 GPa, E, = 100 GPa. 


P 
Problema 4.97 


4.98. O peso é suspenso por cabos de aço e alumínio, cada 
um com o mesmo comprimento inicial de 3 me área de seção 
transversal de 4 mm. Se considerarmos que os materiais são 
elásticos perfeitamente plásticos com (0), = 120 Mpa e 
(0), = 70 MPa, determine a força em cada cabo se o peso 
for (a) 600 N e (b) 720 N. E, = 70 GPa, E, = 200 GPa. 


F al F. aço 


Alumínio 


Problema 4.98 
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4.99, A barra tem área de seção transversal de 625 mm?, Se 
uma força P = 225 kN for aplicada em B e,então, removida, de- 
termine a tensão residual nas seções AB e BC. o, = 210 MPa. 


Problema 4.99 


“4.100. A barra tem área de seção transversal de 300 mm? 
e é feita de um material cujo diagrama tensão-deformação 
pode ser aproximado pelos dois segmentos de reta mostra- 
dos na figura. Determine o alongamento da barra resultante 
do carregamento aplicado. 


4 A B 40kN Cos EN 


e(mm/mm) 


0,001 0,021 
Problema 4.100 


4.101. A barra rígida é sustentada por um pino em 4 e dois 
cabos de aço, cada um com diâmetro de 4 mm. Se a tensão 
de escoamento para os cabos for o, = 530 MPa e E, = 200 
GPa, determine a intensidade da carga distribuída w que 
pode ser colocada sobre a viga e provocará um início de es- 
coamento somente no cabo EB. Qual é o deslocamento do 
ponto G para esse caso? Para o cálculo, considere que o aço 
é elástico perfeitamente plástico. 


- 400 mm 


250 mm —— — 


Problema 4.101 


4.102. A barrarígida é sustentada por um pino em A e doi. 


cabos de aço, cada um com diâmetro de 4 mm. Se a tensão 
de escoamento para os cabos foro, = 530 MPa e E, = 200 
GpPa, determine (a) a intensidade da carga distribuída w que 
pode ser colocada sobre a viga de modo a provocar um iní- 
cio de escoamento somente em um dos cabos e (b) a menor 
intensidade da carga distribuída que provoque o escoamenty 
de ambos os cabos. Para o cálculo, considere que o aço é elás. 
tico perfeitamente plástico. 


Problema 4.102 


4.103. A viga rígida é suportada pelos três postes 4, Be C 
de comprimentos iguais. Os postes 4 e € têm diâmetro de 
75 mm e são feitos de alumínio, para o qual E, = 70 GPae 
(0), = 20 MPa. O poste B tem diâmetro de 20 mm e é fei- 
to de latão, para o qual E, = 100 GPa e (0), = 590 MPa, 
Determine o menor valor de P de modo que (a) somente as 
hastes A e € sofram escoamento e (b) todos os postes sofram 
escoamento. 


: B cia 
] al | lat | : 


t-2m d-2m-2m—-2m+| 
Problema 4.103 


"4.104. A viga rígida é suportada pelos três postes 4, Be €. 


de comprimentos iguais. Os postes 4 e C têm diâmetro de 
60 mm e são feitos de alumínio, para o qual E, = 70 GPat 
(0), = 20 MPa. O poste B é feito de latão, para o qual 
E, = 100GPae (0), = 590 MPa. Se P = 130kN, determine 
o maior diâmetro do poste B, de modo que todos os poste 
sofram escoamento ao mesmo tempo. 


Ap : ci 
dal | at | al 
2m + 2m—-2m -2m À 

Problema 4.104 
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4105. A viga rígida é sustentada por três cabos de aço 4.107. Resolva o Problema 4.106 se o diagrama tensão-de- 
cada um com comprimento de L2m. A área da seção formação for definido por o = ce?” 
versa de AB e EF é 10 mm?, e a área da seção trans- 
E de CD é 4 mmº. Determine a maior carga distribuída 
ode ser suportada pela viga antes que qualquer dos 
- a mede a escoar. Se considerarmos que o aço é elásti- 
a a feitamente plástico, determine até que distância a viga 
“ loca da para baixo exatamente antes de todos os cabos 


meçarem a escoar. 


Problema 4.107 


*4.108. A barra com diâmetro de 50 mm está presa em suas 
extremidades e suporta a carga axial P. Se o material for 
elástico perfeitamente plástico como mostra o diagrama ten- 
são-deformação, determine a menor carga Pnecessária para 
provocar o escoamento do segmento AC. Se essa carga for li- 
berada, determine o deslocamento permanente do ponto €. 


E 
o) 
Ê 

V) 


c 
| UH E | 4.109. Determine o alongamento da barra no Problema 4.108 
Problema 4.105 quando são removidos tanto a carga P quanto os apoios. 


4,106. O diagrama tensão-deformação de um material pode 
ser descrito pela curva o = ce!?, Determine a deflexão ô da ex- 
trenidade de uma haste feita desse material se ela tiver com- 
primento L, área de seção transversal A e peso específico y. 


Í 
e 0,001 
Problemas 4.108/109 


e (mm/mm) 


Um carregamento é aplicado em um 

bre um corpo, tende a criar uma dis- 

ção de tensão no interior do corpo que 

a mais uniformemente distribuída em 

afastadas do ponto de aplicação. Isso 
“nominado princípio de Saint-Venant. 


eslocamento relativo na extrem dade de 
emento carregado axialmente em rela- 
Outra extremidade é determinado por 


RR o dx 
o AE 
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Se uma série de forças axiais externas cons- 
tantes for aplicada a um elemento e AE tam- 
bém for constante para o elemento, então 


PL 
AE. 
Para aplicação, é necessário usar uma: con- 
- venção de sinais para a carga interna Peter 
certeza de que o material não escoará, mas 
-- permanecerá linear elástico. 


Õ:= 


Superposição de carga é deslocamento é pos- 

“ sível desde que o material permaneça linear 
elástico e não ocorra nenhuma niudança sig- 
nificativa na geometria, 


ÀAsreações em uma batra estaticamenteinde- 
terminada podem ser determinadas tanto por 
equilíbrio quanto por condições de compa- 
tibilidade que especifiquem o deslocamento 
nos apoios. Esses deslocamentos são relacio- 
nados com as cargas por meio das relações 
carga-deslocamento, isto é, = PL/ÃE. 


-L 


Uma mudança na temperatura pode provo- 
car uma mudança no comprimento de um 
elemento feito de um material homogêneo 
isotrópico correspondente a 


O = q6TL 


Sé o elemento estiver confinado, essa expansão 
produzirá tensão térmica no elemento. 


Furos é transições acentuadas em uma seção 
transversal criarão concentrações de tensão. 
Para projeto, obtemos o fator de concentra- 
ção de tensão K em um gráfico, o qual foi 
determinado por estudos experimentais. En- 
tão, esse valor é multiplicado pela tensão mé- 
dia para obter-se a tensão máxima na seção 
transversal, 


Tomás KO méd 


“Se o carregamento em uma barra provocar 
escoamento do material, então a distribuição 

' de tensão produzida poderá ser determinada 
pela distribuição de deformação e pelo dia- 
grama tensão-deformação. Para materiais 
perfeitamente plásticos, o escoamento fará 
com que a distribuição de tensão na seção 
transversal de um furo ou transição se nivele 
e se torne uniforme. 


Se um elemento estiver restringido e um car- 
regamento externo provocar escoamento, 
quando a carga for liberada, provocará uma 
tensão residual no material. 


4.) 


Um rebite de aço com 6 mm de diâmetro a uma 
dé 800ºC está preso entre duas chapas de tal 
a temperatura, ele tem 50 mm de compri- 
€ o € exerce uma força de aperto de 1,25 kN entre as 

a as. Determine O valor aproximado da força de aperto 
entrç as chapas quando o rebite esfriar até 5ºC, Para [o cálcu- 
o, considere que as cabeças do rebite e as chapas são rígidas. 

Eonsidere também «qo = 14(10-9)/PC, E, = 200 GPa. O 
tado é uma estimativa conservadora da resposta real? 


Problema 4.110 


4 ttf. Determine a força axial máxima P que pode ser apli- 
"cada à chapa de aço. A tensão admissível é o, = 150 MPa. 


Problema 4.111 


4.112.: O elo rígido é sustentado por um pino em A e dois 
cabos de aço A-36, cada um com comprimento de 300 mm 
quando não alongados e área de seção transversal de 7,8 
mm”. Determine a força desenvolvida nos cabos quando o 
elo suportar a carga vertical de 1,75kN. 


L 


300 mm 


Problema 4.112 
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4.113. A força P é aplicada à barra, a qual é composta por 
um material elástico perfeitamente plástico. Construa um 
gráfico para mostrar como a força varia em cada seção AB e 
BC (ordenadas) à medida que P (abscissa) aumenta. A barra 
tem áreas de seção transversal de 625 mm? na região AB e 
2.500 mm? na região BC e o, = 210 MPa. 


Cc 


A 150 mm 


Problema 4.113 


+50 mm = 


4.114. A haste de alumínio 2014-T6 tem diâmetro de 12 mm e 
está levemente conectada aos apoios rígidos em A e B quan- 
do T, = 25ºC. Se a temperatura baixar para T, = —20ºC e 
uma força axial P = 80 N for aplicada ao colar rígido, como 
mostra a figura, determine as reações em 4 e B. 


PL 


125 mm —| 200 mm 


Problema 4.114 


4.115. A haste de alumínio 2014-T6 tem diâmetro de 12 mm 
e está levemente conectada aos apoios rígidos em A e B quan- 
do T, = 40ºC. Determine a força P que deve ser aplicada ao 
colar de modo que, quando T = 0ºC, a reação em B seja nula. 


= sz es À erre 
125 mm | 200 mm 
Problema 4.115 


“4.116. A coluna de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 11.250 mm? e está engastada em concreto de alta resistên- 
cia, como mostra a figura. Se uma força axial de 300 KN for 
aplicada à coluna, determine a tensão de compressão média 
no concreto e no aço. Até que distância a coluna se encurta? 
Seu comprimento original é 2,4 m. 


Problema 4.116 
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4.117. Acoluna de açoA-36 está engastada em concreto de 
alta resistência, como mostra a figura. Se uma força axial de 
300 kN for aplicada à coluna, determine a área exigida para o 
aço de modo que a força seja compartilhada igualmente en- 
tre o aço e o concreto. Até que distância a coluna se encurta? 
Seu comprimento original é 2,4 m. 


Problema 4.117 


4.118. O conjunto é formado por uma barra de alumínio 
ABC com 30 mm de diâmetro com um colar fixo em B e 
uma haste de aço CD com 10 mm de diâmetro. Determine o 
deslocamento do ponto D quando o conjunto for carregado 
como mostra a figura. Despreze o tamanho do colar em Be o 
acoplamento em C€. Es = 200 GPa, E, = 70 GPa. 


Problema 4.118 


4.119. A junta é composta por três chapas de aço A-36 
interligadas nas costuras. Determine o deslocamento da ex- 
tremidade A em relação à extremidade B quando a junta 
for submetida às cargas axiais mostradas. Cada chapa tem 
espessura de 5 mm. 


100 mm 


MET > 23kN 
á E EE B 23kN 
600 mm “200 eh 800 mm : 
Problema 4.119 


Torção 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste 
e reto, 


do o 


capítulo, discutiremos os efeitos da aplicação de um carregamento de torção a um elemento longo 
como um eixo ou tubo. Inicialmente, consideraremos que o elemento tem seção transversal circular. 
Mostraremos como determinar a distribuição da tensão no interior do elemento e o ângulo de torção quan- 
material se comporta de maneira linear elástica e, ainda, quando é inelástico. Também discutiremos a 


análise de eixos e tubos estaticamente indeterminados, além de tópicos especiais, entre eles elementos com 


residual causada por carregamentos de torção. 


5.1 Deformação por torção de 


um eixo circular 


Torque é um momento que tende a torcer um ele- 
mento em torno de seu eixo longitudinal. O efeito do 
torque é uma preocupação primária em projetos de ei- 
xos ou eixos de acionamento utilizados em veículos e 
estruturas diversas. Podemos ilustrar fisicamente o que 
acontece quando um torque é aplicado a um eixo cir- 
cular considerando que este seja feito de um material 
com alto grau de deformação, como a borracha (Figura 
5.14). Quando o torque é aplicado, os círculos e as retas 
longitudinais da grade, marcados originalmente no eixo, 
tendem a se distorcer segundo o padrão mostrado na 
Figura 5.1b. Examinando a figura, vemos que a torção 
faz que os círculos continuem como círculos e cada linha 
longitudinal da grade se deforme na forma de uma hé- 
| lice que intercepta os círculos em ângulos iguais. Além 
disso, as seções transversais nas extremidades do eixo 
continuam planas, e as linhas radiais nessas extremi- 
dades continuam retas durante a deformação (Figura 
5.1b). Por essas observações, podemos considerar que, 
se o ângulo de rotação for pequeno, o comprimento e o 
raio do eixo permanecerão inalterados. 
Se o eixo estiver preso em uma de suas extremidades 
é for aplicado um torque à sua outra extremidade, o 
Plano sombreado na Figura 5.2 será distorcido até uma 
forma oblíqua, como mostra a figura. Aqui, uma linha 
tadial localizada na seção transversal a uma distância x 
da extremidade fixa do eixo girará de um ângulo H(x). 
O angulo &(x), definido dessa maneira, é denominado 
ângulo de torção, depende da posição x e variará ao 
longo do eixo como mostra a figura. 
Para entender como essa distorção deforma o 
cu a agora um pequeno elemento lo- 
- “eco à distância radial p (rô) da linha central do 
“ixo (Figura 5.3). Devido à deformação observada na 
“Bura 5.2, as faces anterior e posterior do elemento 


seções transversais não circulares. Por fim, daremos atenção especial às concentrações de tensão e à tensão 


Antes da deformação 


(a) 


Círculos continuam 
circulares 


longitudinais 
ficam torcidas 


Linhas radiais 
continuam retas 


Depois da deformação 
(b) 


Figura 5.1 


sofrerão uma rotação — a face posterior, de q(x), e 
a face anterior, de p(x) + Ag. O resultado é que, em 
razão da diferença entre essas rotações, Aó, o ele- 
mento é submetido a uma deformação por cisalha- 
mento. Para calcular essa deformação, observe que, 
antes da deformação, o ângulo entre as bordas AB e 
AC é 90º; todavia, após a deformação, as bordas do 
elemento se tornam AD e AC e o ângulo entre elas 
é 8'. Pela definição de deformação por cisalhamento 
(Equação 2.4), temos 
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q E 
o dido ai lim 6' 
2 C —> A ao longo de CA 
B -» A ao longo de BA 


Plano 
deformado 


Plano sem 
deformação 


O ângulo de torção (x) aumenta à medida que x aumenta. 


Figura 5.2 


Plano 


deformado p 


Ab 
Plano sem 
deformação 


Deformação por cisalhamento do elemento 
Zz 


Figura 5.3 


A tensão de cisalhamento para o 
material aumenta linearmente 
com p, isto é, y=(p/C)Ymáx: 


Figura 5.4 


Esse ângulo, , é indicado no elemento e pode ser 
relacionado com o comprimento Ax do elemento e 
com a diferença no ângulo de rotação, Ag, entre as fa- 
ces sombreadas. Se Ax > dx e Ab > dy, temos 


BD =pdg=dxy 
Portanto, 


dd 
pet (5.1) 


Visto que dx e dg são os mesmos para todos os 
elementos localizados em pontos da seção transver- 
sal em x, então dg/dx é constante nesta seção, e a 
Equação 5.1 indica que o valor da deformação por 
cisalhamento para qualquer um desses elementos va: 
ria somente com sua distância radial p em relação à 
linha central do eixo. Em outras palavras, a deforma- 
ção por cisalhamento no interior do eixo varia linear- 
mente ao longo de qualquer linha radial, de zero na 
linha central do eixo até um valor máximo y,., 
seu contorno externo (Figura 5.4). Visto que Anis r= 
Yp = Yus!C, então, 


p= (E Jomos (52) 


Os resultados obtidos aqui também são válidos para 


tubos circulares. Dependem somente das premissa 


adotadas em relação às deformações já mencionadas 


5.2 A fórmula da torção. 


Quando um torque externo é aplicado a um eixo 
ele cria um torque interno correspondente no interior 


do eixo. Nesta seção, desenvolveremos uma equação 


que relaciona esse torque interno com a distribuição 


cis; 
to; 

na 

Us, 
aqua 
ten 
tor 


cad 


jeil 


Css: 
trai 


tensão de cisalhamento na seção transversal de um 


» ou tubo circular. Ros E . 
e o material for linear elástico, então a lei de 


noke se aplica, 7 = G7,e, por consequência, uma va- 
riação linear na deformação por cisalhamento, como 
observado na seção anterior, resulta em uma variação 
linear na tensão de cisalhamento correspondente ao 
longo de qualquer linha radial na seção transversal. 
nsequentemente, assim como ocorre com a defor- 
mação por cisalhamento para um eixo maciço, 7 va- 
riará de Zero na linha central do eixo longitudinal a 
um valor máximo 7 a, Na superfície externa. Essa va- 
riação é mostrada na Figura 5.5, nas faces anteriores 
dé vários elementos selecionados localizados em uma 
posição radial intermediária p e no raio externo c. Pela 

“ proporcionalidade de triângulos, ou pela lei de Hooke 


(r = Gy) e pela Equação 5.2 [y = (p/C)Y ax), podemos 


escrever 
ER A 
T = Z Tmáx 


Essa equação expressa a distribuição da tensão de 
cisalhamento em função da posição radial p do elemen- 
to; cm Outras palavras, define a distribuição da tensão 
na Seção transversal em termos da geometria do eixo. 
Usando essa equação, aplicaremos agora a condição 
que exige que o torque produzido pela distribuição de 
tensão por toda a seção transversalseja equivalente ao 
torque interno resultante T' na seção, o que mantém 

O eixo em equilíbrio (Figura 5.5). Especificamente, 
cada elemento de área dA, localizado em p, está su- 
jeito a uma força dF = 7 dA. O torque produzido por 
essa força é dT = p(7 dA). Portanto, para toda a seção 
transversal, temos 


(5.3) 


À tensão de cisalhamento varia linearmente 
ao longo de cada linha radial da seção transversal. 


Figura 5.5 
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T= ! p(r dA) = f AE emas dA (5.4) 


Visto que 7, ,/c é constante, 


Tmáx 2 
e fo dA 


A integral nessa equação depende somente da geo- 
metria do eixo. Ela representa o momento polar de 
inércia da área da seção transversal do eixo calculada 
em torno da linha central longitudinal do eixo. Esse 
valor será representado pelo símbolo J e, portanto, a 
Equação 5.5 pode ser escrita de uma forma mais com- 
pacta, a saber, 


a (5.5) 


(5.6) 


Tmáx — J 


onde 


T ;. = à tensão de cisalhamento máxima no eixo, que 
ocorre na superfície externa 

T=torque interno resultante que age na seção 
transversal. Seu valor é determinado pelo mé- 
todo das seções e pela equação de equilíbrio 
de momento aplicada ao redor da linha central 
longitudinal do eixo 

J = momento polar de inércia da área da seção 
transversal 


c = raio externo do eixo 


máx 


Pelas equações 5.3 e 5.6, a tensão de cisalhamento 
na distância intermediária p pode ser determinada por 
uma equação semelhante: 


T=— (5.7) 


Qualquer uma das duas equações citadas é frequen- 
temente denominada fórmula da torção. Lembre-se 
de que ela só é usada se o eixo for circular e o material 
for homogêneo e comportar-se de uma maneira linear 
elástica, visto que a dedução da fórmula se baseia no 
fato de a tensão de cisalhamento ser proporcional à 
deformação por cisalhamento. 


Eixo maciço. Se o eixo tiver uma seção transver- 
sal circular maciça, o momento polar de inércia J pode 
ser determinado por meio de um elemento de área na 
forma de um anel diferencial, de espessura dp e circun- 
ferência 27p (Figura 5.6). Para esse anel, dA = 27p dp, 
portanto, 


c 


Cc Cc 
J= [» dA = | temp dp) = 2 [ p' dp = o(a )p? 
A 0 0 4 0 
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(5.8) 


Observe que J é uma propriedade geométrica da 
área circular e é sempre positivo. As unidades de me- 
dida comuns para J são mm* ou pol”. 

Já demonstramos que a tensão de cisalhamento va- 
ria linearmente ao longo de cada linha radial da seção 
transversal do eixo. Todavia, se isolarmos um elemen- 
to de volume do material na seção transversal, então, 
devido à propriedade complementar do cisalhamento, 
tensões de cisalhamento iguais também devem agir 
sobre quatro de suas faces adjacentes, como mostra a 
Figura 5.7a. Por consequência, o torque interno T não 
somente desenvolve uma distribuição linear da tensão 
de cisalhamento ao longo de cada linha radial no pla- 
no da área de seção transversal, como também uma 
distribuição de tensão de cisalhamento associada é de- 
senvolvida ao longo de um plano axial (Figura 5.7b). 


Tensão de cisalhamento varia linearmente ao 
longo de cada linha radial da seção transversal. 


(b) 
Figura 5.7 


Falha de um eixo de madeira por torção. 


Figura 5.8 


É interessante observar que, em razão dessa distribui. 
ção axial da tensão de cisalhamento, eixos feitos de ma- 
deira tendem a rachar ao longo do plano axial quando 
sujeitos a um torque excessivo (Figura 5.8). Isso aconte- 
ce porque a madeira é um material anisotrópico. A re- 
sistência ao cisalhamento desse material, paralela a seus 
grãos ou fibras, direcionada ao longo da linha central do 
eixo, é muito menor do que a resistência perpendicular 
às fibras, direcionada no plano da seção transversal. 


Eixo tubular. Se um eixo tiver uma seção transver- 
sal tubular, com raio interno c, e raio externo c,, então, 
pela Equação 5.8, podemos determinar seumomento po- 
lar de inércia subtraindo J para um eixo de raio c, daquele 
determinado para um eixo de raio c. O resultado é 


T 

J = (co — ci) (59) 

Como ocorre no eixo maciço, a tensão de cisalhamen: 
to distribuída pela área da seção transversal do tubo va- 
ria linearmente ao longo de qualquer linha radial (Figura 
5.9a). Além do mais, a tensão de cisalhamento varia ao 
longo de um plano axial dessa mesma maneira (Figura 
59b). A Figura 5.9a mostra exemplos da tensão de cisa- 
lhamento agindo sobre elementos de volume típicos. 


Tensão de torção máxima absoluta. Em 
qualquer seção transversal do eixo, a tensão máxima 
de cisalhamento ocorre na superfície externa. Contu- 
do, se o eixo for submetido a uma série de torques ex- 
ternos, ou se o raio (momento polar de inércia) mudar, 
a tensão de torção máxima no interior do eixo poderá 
ser diferente de uma seção para outra. Se quisermos 
determinar a tensão de torção máxima absoluta, tor- 
na-se, então, importante determinar a localização na 
qual a razão Tc/J é máxima. A esse respeito, pode ser 
útil mostrar a variação do torque interno T em cada 
seção ao longo da linha central do eixo por meio de 
um diagrama de torque. Especificamente, esse diagra- 
ma é uma representação gráfica do torque interno 
em relação à sua posição x ao longo do comprimento 
do eixo. Como convenção de sinal, T será positivo Sé 
pela regra da mão direita, o polegar se dirigir para forà 
do eixo quando os dedos se curvarem na direção da 
torção causada pelo torque (Figura 5.5). Uma vez de 
terminado o torque interno em todo o eixo, podemos 
identificar a razão máxima Tc/J. 
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A tensão de cisalhamento varia linearmente ao 
longo de cada linha radial da seção transversal. 


(a) (b) 


Figura 5.9 


PONTOS IMPORTANTES 
eixo com seção 
rmente, ao longo de 


Hook para um mate 
qualquer | linha radial 

seuc ntorno externo. 
do material. 


ixo ou tubo tenh: 


“À fórmula da torção pode ser aplicada conforme o procedimento descrito a seguir. 


arregamento interno. 


ecione o eixo perpendicularmente à sua linha central no ponto onde a tensão de cisalhamento deve ser determina- 
à e lise Os diagramas de corpo livre. e as equações de equilíbrio necessárias para obter o torque interno na seção, 


ropriedade da seção. 


icule o momento polar de inércia da área de seção transversal. Para uma seção maciça de: raio 0 c,J= meo se 
um tubo de raio externo c, € raio interno €,J = m(c,- c!)/2. 


Especifique a distânci ia à radial p, medida do centro da seção transversal até o ponto onde à nsão de cisalhamento 
deve ser determina a. Então, aplique a f rmula da torção + = [p/Jou,se quiser determina 
máxima, use Tm E Tc/]. Quando substituir os dados, não se es ueça de usar um conjun 
A tensão de cisalhamento age na seção transversal em uma direção que é sempre perpendicula 
a cria deve con ibuir com um torque em torno da linha central do eixo orientado na mesma direç ão due o) torque 
o resultante T que age na seção. Uma vêz estabelecida essa direção, pode-se isol 


* localizado no ponto older T é determinada e, assim, pode-se mostrar a direção na quis q 
do elemento. 
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EXEMPLO 5,1 


A distribuição de tensão em um eixo maciço foi repre- 
sentada em gráfico ao longo de três linhas radiais arbitrá- 
rias, como mostra a Figura 5.10a. Determine o torque inter- 
no resultante na seção. 


(b) 
Figura 5.10 


SOLUÇÃO | 


O momento polar de inércia para a área da seção transversal é 


= (50 mm)! = 9,82 x 10º mm! 


Aplicando a fórmula da torção com 7, = 56 MPa = 56N/mm? 
(Figura 5.10a), temos 


eps Te, 56 N/mm? = ol E 7] 
Era Jº 9,82 x 10º mm 
T=11,0kN-m Resposta 
SOLUÇÃO II 


O mesmo resultado pode ser obtido determinando-se o tor- . 


que produzido pela distribuição de tensão ao redor da linha 
central (centroide) do eixo. Em primeiro lugar, temos de ex- 


pressar 7 = f(p). Usando semelhança de triângulos (Figura 
5.10b), temos 


7.5 N/mm? 
Pp 50 mm 


T=1,120N/mm? 


Essa tensão age em todas as porções do elemento do ane] dj. 
ferencial que tem área dA = 277p dp. Visto que a força criada 
port édF = 7 dA,o torque é 


dT = pdF = p(ndA) = p(1,12p)2mpdp = 2,24mp'dp 


Para a área inteira na qual 7 age, exige-se E 
50 


50 
T= IR 22477 dp =224 (5!) = 11,0 x 10º Nm 
0 


= 11,0 kN.m Resposta 


Subs 


ExempLO 52 | | 


O eixo maciço de raio c é submetido a um torque T (Fi 
gura 5.11a). Determine a fração de T à qual resiste o mate- 
rial contido no interior da região externa do eixo, que tem 
raio interno c/2 e raio externo c. 


OBS! 
napi 
CIXO, 
resul 
é alt 
a util 
lrans 


e 
War 
salha 
seção 


; SOL 
Figura 5.11 


Torq; 
nulas 
50, 08 
em to 


SOLUÇÃO 


A tensão no eixo varia linearmente, tal que 7 = (p/c)r ,,, (EquI: 
ção 5.3). Portanto, o torque dT” no anel (área) localizado he O 


interior da região sombreada mais clara (Figura 5.11b) é diagr: 
42h 


dT' = p(7 dA) = p(olc)ra(2mp dp) aM 


Para toda a área sombreada mais clara, o torque é 


277 E 
T = nás | p dp 
c cfr 


o Zmtmáxl q|º 
c 4 


Prop 


Creio 


c/2 


157 
T' = o Tá (1) 


pode ser expresso em termos do torque apli- 
em primeiro lugar, a fórmula da torção para 
ão máxima no eixo. Temos 


torque 7! 
do T usando, 
determinar à tens 


Te Te 
Tmáx “q (m/2)cº 
2T 
Tmáx — a 


Substituindo essa expressão na Equação 1, obtemos 


T'=2T 


Resposta 
16 E 


OBSERVAÇÃO: Aqui, a região sombreada mais clara resiste 
à aproximadamente 94% do torque, e o “núcleo” interno do 
eixo,p = 0a p = c/2, resiste aos restantes 6% de T' (ou 1/16). O 
tesultado é que o material localizado na região externa do eixo 
é altamente efetivo na resistência ao torque, o que justifica 
a utilização de eixos tubulares como um meio eficiente para 
transmitir torque e, com isso, economizar material. 


e 


EXEMPLO 5.3 
O eixo mostrado na Figura 5.12a está apoiado em dois 
mancais e sujeito a três torques. Determine a tensão de ci- 


salhamento desenvolvida nos pontos 4 e B localizados na 
seção a-a do eixo (Figura 5.12c). 


SOLUÇÃO 


Torque interno. As reações dos mancais sobre o eixo são 
nulas contanto que o peso do eixo seja desprezado. Além dis- 
S0, OS torques aplicados satisfazem o equilíbrio de momento 
em torno da linha central do eixo. 


O torque interno na seção a-a será determinado pelo 


diagrama de corpo livre do segmento esquerdo (Figura 
3.12b). Temos 


2M =0; 
4.250 kN-mm - 3,000 kN.mm — T = O T = 1.250 kN-mm 


Propriedade da seção. O momento polar de inércia para 
Geixo é 


J= 5 (15 mm)” = 4,97 x 10º mmº 
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4.250 kN:mm 


ai 


3.000 KN-mm 
a 1250kNmm 


0,377 MPa 


Figura 5.12 


Tensão de cisalhamento. Visto que o ponto A se encon- 
traemp=c=7]5mm, 


— Te 1250 kNmm x 75 mm 


A q 4,97 x 107 mm? 


-= 1,89 N/mm? = 1,89 MPa 
Resposta 


Da mesma forma, para o ponto B, em p =15 mm, temos 


“Tp — 1250kNmm x 15 mm 


= Eb: = 0,377 MPa Resposta 
Ed 497 x 107 mmº a 


OBSERVAÇÃO: As direções dessas tensões em cada elemen- 
to em 4 e B (Figura 5.12c) são estabelecidas pela direção do 
torque interno resultante T, mostrado na Figura 5.12b. Ob- 
serve cuidadosamente como a tensão de cisalhamento age 
nos planos de cada um desses elementos. 
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EXEMPLO 5.4 


O tubo mostrado na Figura 5.13a tem diâmetro interno 
de 80 mm e diâmetro externo de 100 mm. Se sua extremidade 
for apertada contra o apoio em A usando-se uma chave em B, 
determine a tensão de cisalhamento desenvolvida no material 
nas paredes interna e externa ao longo da porção central do 
tubo quando são aplicadas forças de 80 N à chave. 


80 N 


TE = 0,276 MPa E osMpa 
Ds 


(e) 
Figura 5.13 


SOLUÇÃO 


Torque interno. Toma-se uma seção em uma localização 


intermediária C ao longo da linha central do tubo (Figura 
5.13b). A única incógnita na seção é o torque interno T. O 
equilíbrio de força e o equilíbrio de momento em torno dos 
eixos x e z são satisfeitos. Exige-se 


5M,=0; 80N(03m)+80N(02m)-T=0 T=40N:m 


Propriedade da seção. O momento polar de inércia para 
a área da seção transversal do tubo é 


J= = I(0,05 m)! — (0,04 m)?] = 5,80(1079) mf 


Tensão de cisalhamento. Para qualquer ponto localizado 


na superfície externa do tubo, p = c, = 0,05 m, temos 


Tc,  40N:m (0,05m) 
J s80(109)m! 


= 0,345 MPa 


aaa 
o Resposta 


E para qualquer ponto localizado na superfície interna, p = 
c= 0,04 m, de modo que 


Tc; 40N-m (0,04m) 


"oz s80(109m 


0,276 MPa Resposta 


OBSERVAÇÃO: Para mostrar como essas tensões agem nos 
pontos representativos D e E na área da seção transversal, 
em primeiro lugar, observamos a seção transversal da parte 
anterior do segmento CA do tubo (Figura 5.13a). Nessa se- 
ção (Figura 5.13c), o torque interno resultante é igual, mas 
oposto, ao mostrado na Figura 5.13b. As tensões de cisalha- 
mento em D e E contribuem para esse torque e, portanto, 
agem nas faces sombreadas dos elementos nas direções mos- 
tradas. Como consequência, observe como as componentes 
da tensão de cisalhamento agem nas outras três faces. Além 
disso, visto que a face superior de D e a face interna de Ees- 
tão em regiões livres de tensão tomadas nas paredes externa 
e interna do tubo, não pode existir nenhuma tensão de cisa- 
lhamento nessas faces ou nas outras faces correspondentes 
dos elementos. 


5.3 Transmissão de potência 


Eixos e tubos de seções transversais circulares são 
frequentemente usados para transmitir potência desen- 
volvida por uma máquina. Quando usados para essa 
finalidade, estão sujeitos a torques que dependem da 
potência gerada pela máquina e da velocidade angular 
do eixo. Potência é definida como o trabalho realizado 
por unidade de tempo. O trabalho transmitido por um 
eixo rotativo é igual ao produto entre o torque aplicado 
e o ângulo de rotação. Portanto, se durante um instante 
dt um torque aplicado T provocar a rotação do no eixo, 
então a potência instantânea será 


P 
dt 


Visto que a velocidade angular do eixo w = dg/di 
também podemos expressar a potência como 


P=To (5.10) 


No SI (Sistema Internacional de Unidades de Me — 
dida), a potência é expressa em watts quando o torqu 


ém 
em 

( 
into 
que 
clos 
(1H 


tu 


Pro; 
da p 
nhec 
terim 
Te: 
mate 
dime 
dato 
seja | 
proje 


Pa 
se de 
o Taio 
! (1 
de po: 
escolhi 
cular 


Un 
tisado | 
plado, 
de cisal 
ametro 


do em newtons-metro (1N:m)e w é expressa 
adianos por segundo (rad/s) q so 1N m/s). 
juando se trata de máquinas rotativas, costuma-se 
ár à frequência de rotação de um ixo, f Fre- 
cia é a medida do número de revoluções ou ci- 
que 0 eixo faz por segundo e é expressa em hertz 
— | ciclo/s). Visto que 1 ciclo = 2 7 rad, então 


. mf e a Equação 5.10 para a potência torna-se 


P=2afT 


Projeto do eixo. Quando a potência transmiti- 
| por um eixo e sua frequência de rotação são co- 
ceidas, o torque desenvolvido no eixo pode ser de- 
minado pela Equação 5.11, isto é, T = P/2 mf. Se 
tensão de cisalhamento admissível, T,;, para O 
naterial forem conhecidos, podemos determinar as 
imensões da seção transversal do eixo pela fórmula 
a torção, contanto que o comportamento do material 
seia linear elástico. Especificamente, o parâmetro de 
projeto oti parâmetro geométrico J/c torna-se 


(511) 


o 


E 
E (5.12) 


c Tadm 


Para um eixo maciço, J = (77/2)c', portanto, pode- 
«se determinar, por substituição, um valor único para 
o raio c do eixo. Se o eixo for tubular, de modo que 
1 (mc! — c!),o projeto permite uma ampla faixa 
de possibilidades para a solução. Isso porque se pode 
escolher um valor arbitrário para c,ou c, e, então, cal- 
ular o outro raio pela Equação 5.12, 


Um eixo maciço de aço AB mostrado na Figura 5.14 será 
do para transmitir 3.750 W do motor M ao qual está aco- 
lado. Se o eixo girar a w = 175 rpm e o açotiver uma tensão 
té cisalhamento admissível Taim + 100 MPa, determine o di- 
metro exigido para o eixo com precisão de mm. 


Figura 5.14 
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SOLUÇÃO 
O torque no eixo é determinado pela Equação 5.10, isto é, 


P = Tw. Expressando P em newtons-metro por segundo e w 
em radianos/segundo, temos 


P=3.750N-m/s 


a 175 Tey 27 rad | Amin | À 18,33 rad/s 
min À Irev JA 60s 


Assim, 


P=To; 3.750N m/s = T(18,33) rad/s 


T=2046N-m 
Aplicando a Equação 5.12, obtemos 


Estes E 


c 2 Taim 
/ 
qu A: oa poe N- m)(1.000mm/mj| 
TTadm q (100 N - mm?) 
= 10,92 mm 


Visto que 2c = 21,84 mm, selecione um eixo com diâmetro 


d=22mm 


EXEMPLO 5.6 


Um eixo tubular com diâmetro interno de 30 mm e diá- 
metro externo de 42 mm será usado para transmitir 90 kW 
de potência. Determine a frequência de rotação do eixo de 
modo que a tensão de cisalhamento não ultrapasse 50 MPa. 


Resposta 


SOLUÇÃO 


O torque máximo que pode ser aplicado ao eixo é determi- 
nado pela fórmula da torção. 


Tec 
Tmáx — 1 
T(0,021m) 
50(109) N/m? 
OE (m/2)[(0,021 m)* — (0,015 m)?] 
T=538N:m 


Aplicando a Equação 5.11,a frequência de rotação é 


P=2afT 
90(10º) N - m/s = 27/(538 Nm) 
f= 26,6 Hz Resposta 
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PROB A 


5.1. Um eixo é feito de uma liga de aço com tensão de ci- 
salhamento admissível 7, = 84 MPa. Se o diâmetro do eixo 
for 37,5 mm, determine o torque máximo T que pode ser 
transmitido. Qual seria o torque máximo Tº se fosse feito um 
furo de 25 mm de diâmetro no eixo? Faça um rascunho da 
distribuição da tensão de cisalhamento ao longo de uma li- 
nha radial em cada caso. 


Problema 5.1 


5.2. Oeixomaciço de raio r está sujeito a um torque T. De- 
termine o raio »' do núcleo interno do eixo que resista à me- 
tade do torque aplicado (7/2). Resolva o problema de duas 
maneiras: (a) usando a fórmula da torção e (b) determinan- 
do a resultante da distribuição da tensão de cisalhamento. 


5.3. O eixo maciço de raio r está sujeito a um torque T. De- 
termine o raio r' do núcleo interno do eixo que resista a 1/4 do 
torque aplicado (7/4). Resolva o problema de duas maneiras: 
(a) usando a fórmula da torção e (b) determinando a resultan- 
te da distribuição da tensão de cisalhamento. 


Problemas 5.2/3 


“54. O tubo é submetido a um torque de 750 N - m. Deter- 
mine a parcela desse torque à qual a seção sombreada cinza 
resiste. Resolva o problema de duas maneiras: (a) usando a 
fórmula da torção e (b) determinando a resultante da distri- 
buição da tensão de cisalhamento. 


75 mm 


Problema 5.4 


5.5. O eixo maciço de 30 mm de diâmetro é usado par 
transmitir os torques aplicados às engrenagens. Determine, pre 


tensão de cisalhamento máxima absoluta no eixo. xin 
do 


300Nm s00Nm 


500 mm 
Problema 5.5 
5.6. O eixo maciço de 32 mm de diâmetro é usado para SÃO, 
transmitir os torques aplicados às engrenagens. Se o eixo es pequ 
tiver apoiado em mancais lisos em A e B, que não resistema de di 
torque, determine a tensão de cisalhamento desenvolvida no aten 
eixo nos pontos C e D. Indique a tensão de cisalhamento nos 60 P 
elementos de volume localizados nesses pontos. distri 


5.7. O eixo tem diâmetro externo de 32 mm e diâmetro 
interno de 25 mm. Se for submetido aos torques aplicados 
mostrados na figura, determine a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta desenvolvida no eixo. Os mancais lisos em 
A e B não resistem a torque. 


“5.8. O eixo tem diâmetro externo de 32 mm e diâmetro 
interno de 25 mm. Se for submetido aos torques aplicados 
mostrados na figura, faça o gráfico da distribuição da tensão 
de cisalhamento que age ao longo de uma linha radial que se 
encontra no interior da região EA do eixo. Os mancais lisos 
em A e B não resistem a torque. 


Sl, 
dos d 


mine: 


Problemas 5.6/7/8 


5.9. O conjunto é composto por duas seções de tubo de e O 
galvanizado interligadas por uma redução em B. O tubo ME o 
nor tem diâmetro externo de 18,75 mm e diâmetro interno” 
17 mm, enquanto o tubo maior tem diâmetro externo de? - 
e diâmetro interno de 21,5 mm. Se o tubo estiver firmeme 


o à par 


ma desenv ; 
: ado na figura for aplicado ao cabo da chave. 
dom 


Problema 5.9 


410, O elo funciona como parte do controle do elevador de um 
pequeno avião. Se o tubo de alumínio conectado tiver 25 mm 
de diâmetro interno e parede de 5 mm de espessura, determine 
a tênsão de cisalhamento máxima no tubo quando a força de 
604 N for aplicada aos cabos. Além disso, trace um rascunho da 
«distribuição da tensão de cisalhamento na seção transversal. 


Problema 5.10 


Sd. O eixo é composto por três tubos concêntricos, to- 
dos do mesmo material, e cada um com os raios internos 
externos mostrados na figura. Se for aplicado um torque 
ic 800 N - mao disco rígido preso à sua extremidade, deter- 
“mine a tensão de cisalhamento máxima no eixo. 


r;=20mm 
r, = 25 mm 
r; = 26 mm 
r, = 30mm 


r;= 32 mm 
r, = 38 mm 


Problema 5.11 


ede em C, determine a tensão de cisalhamento má- 
olvida em cada seção do tubo quando o conjuga- 
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*5.12. O eixo maciço está preso ao suporte em C e sujeito 
aos carregamentos de torção mostrados. Determine a tensão 
de cisalhamento nos pontos 4 e B e faça um rascunho da 
tensão de cisalhamento nos elementos de volume localiza- 
dos nesses pontos. 


- 800 Nm 
Problema 5.12 


5.13. Um tubo de aço com diâmetro externo de 62,5 mm é 
usado para transmitir 3kW quando gira a 27 rev/minuto. De- 
termine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diâmetro 
interno d do tubo se a tensão de cisalhamento admissível for 
Taim S 70 MPa. 


Problema 5.13 


5.14. O eixo maciço de alumínio tem diâmetro de 50 mm e 
tensão de cisalhamento admissível 7, ,, = 6 MPa. Determine o 
maior torque T, que pode ser aplicado ao eixo se ele também 
estiver sujeito a outros carregamentos de torção. Exige-se que 
T, aja na direção mostrada. Determine também a tensão de ci- 
salhamento máxima no interior das regiões CDe DE. 


5.15. O eixo maciço de alumínio tem diâmetro de 50 mm. 
Determine a tensão de cisalhamento máxima absoluta no 
eixo e trace um rascunho da distribuição da tensão de cisa- 
lhamento ao longo da linha radial do eixo onde a tensão de 
cisalhamento é máxima. Considere T, = 20N -m. 


“es N:m 
Problemas 5.14/15 
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“5.16. O motor transmite um torque de 50N -m ao eixo AB. 
Esse torque é transmitido ao eixo CD pelas engrenagens em 
E e F. Determine o torque de equilíbrio T' no eixo CDe a 
tensão de cisalhamento máxima em cada eixo. Os mancais B, 
Ce D permitem a livre rotação dos eixos. 


5.17. Seotorque aplicado ao eixo CDfor Tº =75N -m, de- 
termine a tensão de cisalhamento máxima absoluta em cada 
eixo. OsmancaisB, Ce D permitem a livre rotação dos eixos, 
e o motor impede a rotação dos eixos. 


Problemas. 5.16/17 


5.18. O tubo de cobre tem diâmetro externo de 62,5 mm e 
diâmetro interno de 57,5 mm. Se estiver firmemente preso à 
parede em C e for submetido a um torque uniformemente 
distribuído, como mostra a figura, determine a tensão de ci- 
salhamento desenvolvida nos pontos A e B. Esses pontos se 
encontram na superfície externa do tubo. Faça um rascunho 
da tensão de cisalhamento sobre os elementos de volume lo- 
calizados em A e B. 


5.19. O tubo de cobre tem diâmetro externo de 62,5 mm e 
diâmetro interno de 57,5 mm. Se estiver firmemente preso 
à parede em C e for submetido ao torque uniformemente 
distribuído ao longo de todo o seu comprimento, determine 
a tensão de cisalhamento máxima absoluta no tubo. Discuta 
a validade desse resultado. 


Problemas 5.18/19 


'5.20. O eixo maciço com 60 mm de diâmetro está sujei- 
to aos carregamentos de torção distribuídos e concentrados 
mostrados na figura. Determine a tensão de cisalhamento 
nos pontos 4 e B e trace um rascunho da tensão de cisalha- 
mento nos elementos de volume localizados nesses pontos. 


5.21. O eixo maciço com 60 mm de diâmetro está sujeito 
aos carregamentos de torção distribuídos e concentrados 


mostrados na figura. Determine as tensões de cisalhamen: 
to máxima e mínima no eixo e especifique suas localizações. . 

) IA à ; 
medidas em relação à extremidade fixa. 


5.22. O eixo maciço é submetido aos carregamentos de tor. 
ção distribuídos e concentrados mostrados na figura. Deter. 
mine o diâmetro d exigido para o eixo se a tensão de cisalha. 
mento admissível para o material for 7, = 175 MPa. 


Problemas 5.20/21/22 


5.23. Os eixos de aço estão interligados por um filete de 
solda como mostra a figura. Determine a tensão de cisalha- 
mento média na solda ao longo da seção a-a se o torque apli 
cado aos eixos for T = 60N : m. Observação: A seção crítica 
onde a solda falha encontra-se ao longo da seção a-a. " 


Problema 5.23 


“5.24. A haste tem diâmetro de 12 mm e peso de 80 Nim, 
Determine a tensão de torção máxima provocada na hasté 
pelo seu peso em uma seção localizada em 4. 


5.25. Resolva o Problema 5.24 para a tensão de torção má: 
xima em B. 


Problemas 5.24/25 


nsidere o problema geral de um eixo circular 
por m segmentos, cada um com raio c, .Se houver 

orques no eixo, como mostra a figura, escreva um código 
mputacional que E ser usado para determinar a ten- 
«ão de cisalhamento máxima em qualquer posição especi- 
fica da x ao longo do eixo. Mostre uma aplicação do código 
p 5a esvalores L, = 0,6m,c, = 50mm,L, = 12m,c, =25mm, 
- - 1200N-m,d =0,7, = —900N m,d, = 1,5 m. 


2. Co 
composto 


Problema 5.26 


4.27. O poste de madeira, o qual está enterrado no solo até 
a melade de seu comprimento, é submetido a um momento 
ile torção de 50 N - m que o faz girar a uma velocidade angu- 
lar constante. Esse momento enfrenta a resistência de uma 
“distribuição linear de torque desenvolvida pelo atrito com o 
solo, que varia de zero no solo a t, N - m/m na base do poste. 
Determine o valor de equilíbrio para 1, e, então, calcule a 
tensão de cisalhamento nos pontos A e B que se encontram 
na superfície externa do poste. 


50 Nm 


Problema 5.27 


5.28. Uma mola cilíndrica é composta por um anel de bor- 
facha preso a um anel e eixo rígidos. Mantendo o anel fixo e 


po um torque T ao eixo, determine a tensão de cisa- 
hamento máxima na borracha. 


Fo 


Problema 5.28 


Torção 137 


5.29. O eixo tem diâmetro de 80 mm e, devido ao atrito 
na superfície no interior do furo, está sujeito a um torque 
variável descrito pela função t = (25xe'?) N : m/m, onde x é 
dado em metros. Determine o torque mínimo T, necessário 
para vencer o atrito e fazer o eixo girar. Determine também 
a tensão máxima absoluta no eixo. 


Problema 5.29 


5.30. O eixo maciço tem conicidade linear de r , em uma ex- 
tremidade e r, na outra extremidade. Deduza uma equação 
que dê a tensão de cisalhamento máxima no eixo em uma 
localização x ao longo da linha central do eixo. 


Problema 5.30 


5.31. Ao perfurar um poço à velocidade angular constante, 
a extremidade inferior do tubo de perfuração encontra uma 
resistência à torção T.. Além disso, o solo ao longo das la- 
terais do tubo cria um torque de atrito distribuído ao longo 
do comprimento do tubo, que varia uniformemente de zero 
na superfície B a t, em 4. Determine o torque mínimo 7, 
que deve ser transmitido pela unidade de acionamento para 
se vencerem os torques de resistência e calcule a tensão de 
cisalhamento máxima no tubo. O tubo tem raio externo r, e 
raio interno r, 
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Problema 5.31 


'5,32. O eixo de transmissão AB de um automóvel é feito de 
aço com tensão de cisalhamento admissível 7,4, = 56 MPa. Se 
o diâmetro externo do eixo for 62,5 mm e o motor transmitir 
165 kW ao eixo quando estiver girando a 1.140 rev/minuto, 
determine a espessura mínima exigida para a parede do eixo. 


5.33. O projeto prevê que o eixo de transmissão AB de um 
automóvel será um tubo de parede fina. O motor transmite 
125 kW quando o eixo está girando a 1.500 rev/minuto. De- 
termine a espessura mínima da parede do eixo se o diâmetro 
externo for 62,5 mm. A tensão de cisalhamento admissível 
do material é 7, = 50 MPa. 


Problemas 5.32/33 


5.34. O motor de engrenagens pode desenvolver 100 W quan- 
do gira a 300 rev/minuto. Se o eixo tiver diâmetro de 12 mm, 
determine a tensão de cisalhamento máxima que será desen- 
volvida no eixo. 


5.35. O motor de engrenagens pode desenvolver 100 W 
quando gira a 80 rev/minuto. Se a tensão de cisalhamento 
admissível para o eixo for Tm = 28 MPa, determine, com 
aproximação de múltiplos de 5 mm, o menor diâmetro do 
eixo que pode ser usado. 


Problemas 5.34/35 


*5.36. O eixo de transmissão de um trator é feito de um tubo 
de aço com tensão de cisalhamento admissível 7,,, = 42 MPa, 
Se o diâmetro externo for 75 mm e o motor transmitir 145 kW 
ao eixo quando estiver girando a 1.250 rev/minuto, deter. 
mine a espessura mínima exigida para a parede do eixo, 


5.37. O moto-redutor de 2,5 kW pode girar a 330 rev/minu. 
to. Se o diâmetro do eixo for 20 mm, determine a tensão de 
cisalhamento máxima que será desenvolvida no eixo. 


5.38. O moto-redutor de 2,5 kW pode girar a 330 rev/mi. 
nuto. Se a tensão de cisalhamento admissível para o eixo 
for 7, 56 MPa, determine, com aproximação de múltiplos 
de 5 mm, o menor diâmetro do eixo que pode ser usado, 


Problemas 5.37/38 


5.39. O eixo maciço de aço AC tem diâmetro de 25 nm € 
está apoiado nos mancais lisos em D e E. O eixo está aco- 
plado a um motor em C, que transmite 3 kW de potência 
ao eixo quando está girando a 50 rev/s. Se as engrenagens À 
e B absorverem 1 kW e 2 kW, respectivamente, determine 
a tensão de cisalhamento máxima desenvolvida no eixo no 
interior das regiões AB e BC. O eixo é livre para girar em 
seus mancais de apoio D e E. 


Problema 5.39 


“5.40. Um navio tem um eixo de transmissão da hélice que 
gira a 1.500 rev/minuto quando está desenvolvendo 1.500 kW, 
Se o eixo tiver 2,4 m de comprimento e 100 mm de diâmetro, 
determine a tensão de cisalhamento máxima no eixo causa: 
da por torção. 


5.41. O motor A desenvolve potência de 300 W e gira a PO: 
lia acoplada a 90 rev/minuto. Determine os diâmetros extg” 
dos para os eixos de aço nas polias em A e B se a tensão de 
cisalhamento admissível for 7,,, = 85 MPa. 


4! 


5.42 
e tu 
tern 
aq 
pato 


Sd) 
con 
tido 
e RN 
mu 
de « 


150 mm 
Problema 5.41 


542. Omotor transmite 400 kW ao eixo de aço AB, o qual 
é tubular e tem diâmetro externo de 50 mm e diâmetro in- 
terno de 46 mm. Determine a menor velocidade angular com 
a qual ele pode girar se a tensão de cisalhamento admissível 
para O material for 7, — 175 MPa. 


Problema 5.42 


5,43. O motor transmite 40 kW quando está girando a taxa 
constante de 1.350 rpm em A. Esse carregamento é transmi- 
tido ao eixo de aço BC do ventilador pelo sistema de correia 
e polia mostrado na figura. Determine, com aproximação de 
múltiplos de 5 mm, o menor diâmetro desse eixo se a tensão 
de Cisalhamento admissível para o aço for 7, = 84 MPa. 


Problema 5.43 


4 Ângulo de torção 


Às vezes, o projeto de um eixo depende de restri- 
sães à quantidade de rotação ou torção que pode ocor- 
“er quando o eixo é submetido a um torque. Além do 

ais, saber calcular o ângulo de torção para um eixo 
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é importante quando analisamos as reações em eixos 
estaticamente indeterminados. 

Nesta seção, desenvolveremos uma fórmula para 
determinar o ângulo de torção q (fi) de uma extremi- 
dade de um eixo em relação à sua outra extremidade. 
Consideraremos que o eixo tem seção transversal cir- 
cular que pode variar gradativamente ao longo de seu 
comprimento (Figura 5.15a) e que o material é homo- 
gêneo e se comporta de maneira linear elástica quan- 
do o torque é aplicado. Como ocorreu no caso de uma 
barra carregada axialmente, desprezaremos as defor- 
mações localizadas que ocorrem nos pontos de aplica- 
ção dos torques e em locais onde a seção transversal 
muda abruptamente. Pelo princípio de Saint-Venant, 
esses efeitos ocorrem no interior de pequenas regiões 
do comprimento do eixo e, em geral, provocam apenas 
um leve efeito no resultado final. 

Usando o método das seções, isolamos do eixo um 
disco diferencial de espessura dx localizado na posição 
x (Figura 5.15b). O torque interno resultante é repre- 
sentado por T(x), visto que o carregamento externo 


(b) 
Figura 5.15 
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pode acarretar variação no torque interno ao longo da 
linha central do eixo. A ação de T(x) provocará uma tor- 
ção no disco, de tal modo que a rotação relativa de uma 
de suas faces em relação à outra será dq (Figura 5.15b). 
O resultado é que um elemento de material localizado 
em um raio arbitrário p no interior do disco sofrerá uma 
deformação por cisalhamento y. Os valores de y e dg 
são relacionados pela Equação 5.1, a saber, 


dx 
do = y— 
P=7 a (5.13) 


Visto que a lei de Hooke (T = Gy) se aplica e 
que a tensão de cisalhamento pode ser expressa em 
termos do torque aplicado pela fórmula da torção 
T= T(x)p/Ix), então y = T(x)p/J(x)G. Substituindo 
essa expressão na Equação 5.13, o ângulo de torção 
para o disco é 


: T(x) 
“IG 


dg 


Integrando em todo o comprimento L do eixo, ob- 
temos o ângulo de torção para o eixo inteiro, a saber, 


PRledx 
& = À “TodG | (5.14) 


Nessa expressão, 

& = ângulo de torção de uma extremidade do 
eixo emrelação à outra extremidade, medi- 
do em radianos 

T(x) = torque interno na posição arbitrária x, de- 
terminado pelo método das seções e pela 
equação de equilíbrio de momento aplica- 
da em torno da linha central do eixo 


Mostrador 
de carga 


Seletor 
de faixa 
de carga 


J(x) = momento polar de inércia do eixo eXpresso 
em função da posição x 
G = módulo de elasticidade ao cisalhamento do 
material 


Torque e área de seção transversal cons. | 


tantes. Na prática da engenharia, normalmente, , 
material é homogêneo, de modo que G é constante 
Além disso, a área da seção transversal do eixo e o tor. 
que aplicado são constantes ao longo do comprimento 
do eixo (Figura 5.16). Se for esse o caso, o torque inter. 
no T(x) = T, o momento polar de inércia J(x) = Je; 
Equação 5.14 podem ser integrados, o que resulta 


TE 
*=46 (5.15) 


As semelhanças entre estas duas equações e as equa- 
ções para uma barra carregada axialmente (6 = mn Plax 
A(x)E e ô = PL/AE) devem ser notadas. 

Podemos usar a Equação 5.15 para determinar o 
módulo de elasticidade ao cisalhamento G do mate: 
rial. Para tal, colocamos um corpo de prova de com 
primento e diâmetro conhecidos em uma máquina de 
ensaio de torção como a mostrada na Figura 5.17. En- 
tão, o torque aplicado T e o ângulo de torção & são 
medidos entre um comprimento de referência L. Pela 
Equação 5.15, G = TL/Y q. Em geral, para se obter um 
valor mais confiável de G, realizam-se diversos desses 
ensaios e utiliza-se o valor médio. 

Se o eixo for submetido a vários torques diferentes 
ou se a área da seção transversal ou o módulo de cisa: 
lhamento mudar abruptamente de uma região do eixo 
para a seguinte, a Equação 5.15 poderá ser aplicada 
a cada segmento do eixo onde essas quantidades são 
todas constantes. Então, o ângulo de torção de uma es- 
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Figura 5.18 


tremidade do eixo em relação à outra é determinado 
pela soma vetorial dos ângulos de torção de cada seg- 
mento. Para esse caso, 


TL 
6 Lo (5.16) 


Convenção de sinal. Para aplicar a Equação 
5.16, temos de desenvolver uma convenção de sinal 
para O torque interno e para o ângulo de torção de 
uma extremidade do eixo em relação à outra extremi- 
dade. Para tal, usaremos a regra da mão direita, pela 
qual o torque e o ângulo serão positivos desde que o 
polegar esteja direcionado para fora do eixo quando 
os dedos o envolverem para dar a tendência da rota- 
ção (Figura 5.18). 

Para ilustrar a utilização dessa convenção de si- 
nal, considere o eixo mostrado na Figura 5.19a, que 
está submetido a quatro torques. O ângulo de torção 
da extremidade A em relação à extremidade D deve 
ser determinado. Para este problema, devemos con- 
siderar três segmentos do eixo, visto que o torque 
interno muda em B e C, Os torques internos para 
cada segmento são determinados pelo método das 
seções (Figura 5.19b). Pela regra da mão direita, com 
torques positivos direcionados para longe da extre- 
midade secionada do eixo, temos Tn = +80N-m, 
Tu =-70N-me Top = —10N-m. Esses resultados 
também são mostrados no diagrama de torque para 
9 eixo (Figura 5.19c). Pela Equação 5.16, temos 


(—70N :m) Lpc 


(+80N-m) Lab 
+ 
JG 


JG 


Pap = 


de (-10N-m) Lcp 
JG 
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Se substituirmos os outros dados e encontrarmos uma 
resposta positiva, significa que a extremidade A girará na 
direção indicada pelos dedos da mão direita quando o 
polegar estiver direcionado para fora do eixo (Figura 
5.19a). A notação de índice duplo é usada para indicar 
esse ângulo de torção relativo ($ ,,,); entretanto, se o ân- 
gulo de torção tiver de ser determinado em relação a um 
ponto fixo, será usado apenas um índice, Por exemplo, se 
D estiver localizado em um apoio fixo, então o ângulo de 
torção calculado será representado por à . 


T(Nm) 


ES 
! À 


—70 E sposssistos instoreim 
(c) 


Figura 5.19 
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O ângulo de torção de uma extremidade de um eixo ou tubo em relação à outra extremidade pode ser determina- 
do pela aplicação das equações 5.14 a 5.16. 


Torque interno. 


* Otorque interno é determinado em um ponto sobre a linha central do eixo pelo método das seções e pela equação 
de equilíbrio de momento aplicada ao longo da linha central do eixo. 

e Seo torque variar ao longo do comprimento do eixo, deve-se fazer um corte (seção) na posição arbitrária x ao longo 
do eixo, e o torque é representado como função de x, isto é, T(x). 

e Se vários torques externos constantes agirem sobre o eixo entre suas extremidades, deve-se determinar, então, o 

' torque interno em cada segmento do eixo, entre quaisquer dois torques externos. Os resultados podem ser represen- 
“tados como um diagrama de torque. 


S Ângulo de torção. 


e Quando a área da seção transversal circular variar ao longo da linha central do eixo, o momento polar de inércia 
deve ser expresso em função de sua posição x ao longo do eixo, J(x). a 

e Seo momento polar de inércia ou o torque interno mudarem repentinamente entre as extremidades do eixo, então de = 
(TO Ie) G) dx ou & = TL/JG deve ser aplicada a cada segmento para o qualJ, Ge T são contínuos ou constantes. 

* Ao determinar O torque interno em cada segmento, não se esqueça de utilizar uma convenção de sinal consistente, 
tal como a que discutimos na Figura 5.18. Além disso, não se esqueça de usar um conjunto consistente de unidades 
“quando substituir dados numéricos nas equações. 


Esses resultados também são mostrados no diagrama de tor- 
É EXEMPLO S7 | que (Figura 5.20c). 


As engrenagens acopladas à extremidade fixa do eixo Ângulo de torção. O momento polar de inércia para o 
de aço estão sujeitas aos torques mostrados na Figura 5.20a. eixo é 


Se o módulo de elasticidade ao cisalhamento for 80 GPa e 
o eixo tiver diâmetro de 14 mm, determine o deslocamento J= E (0,007 m)* = 3,77(10) mº 
do dente P da engrenagem A. O eixo gira livremente den- 


tro do mancal em B. 
Aplicando a Equação 5.16 a cada segmento e fazendo a soma 


SOLUÇÃO algébrica dos resultados, temos 


Torque interno. Examinando a figura, vemos que os tor- 


ques nos segmentos AC, CD e DE são diferentes, porém Pas se = (4+150 N-m (OA ma) 
constantes em cada segmento. A Figura 5.20b mostra diagra- JG  3,77(107?) mº [80(10º) N/m?] 
mas de corpo livre de segmentos adequados do eixo junta- (=130N -m)(0,3m) 


mente com os torques internos calculados. Pela regra da mão 
direita e pela convenção de sinal estabelecida, a qual afirma 
que a direção de um torque positivo se afasta da extremida- 
de secionada do eixo, temos 


ii 3,77(10º) mé [80(10º) N/m?)] 


(=170N m)(0,5m) 
— 4 2 
Te =+150N-mT. =-130N:mT,,=-170Nm 3,77(10?) mº [80(10?) N/m?)] 


0,212 rad 


Figura 5.20 
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Visto que a resposta é negativa, pela regra da mão direita, o 
polegar está orientado na direção da extremidade E do eixo 
e, portanto, a engrenagem A girará conforme mostra a Figu- 
ra 5.20d. 


O deslocamento do dente P na engrenagem A é 
S, = &,r = (0,212 rad)(100 mm) = 21,2 mm Resposta 


OBSERVAÇÃO: Lembre-se de que essa análise só é válida 
se a tensão de cisalhamento não ultrapassar o limite de pro- 
porcionalidade do material. 


EXEMPLO 5.8 


Os dois eixos maciços de aço mostrados na Figura 5.21a 
estão interligados por meio das engrenagens engrenadas. 
Determine o ângulo de torção da extremidade A do eixo 
AB quando é aplicado o torque T = 45 N - m. Considere 
G = 80 GPa. O eixo AB é livre para girar dentro dos man- 
cais E e F, enquanto o eixo DC é fixo em D. Cada eixo tem 
diâmetro de 20 mm. 


Figura 5.21 
SOLUÇÃO 


Torque interno. As figuras 5.21b e 5.21c mostram diagra- 
mas de corpo livre para cada eixo. A soma dos momentos 
ao longo da linha central x do eixo AB produz a reação tan- 
gencial entre as engrenagens F = 45 N :m/0,15 m = 300 N. 
Então, somando-se os momentos em torno da linha central x 
do eixo DC, essaforçacria um torque (T,), = 300N (0,075 m) = 
225 N:m no eixo DC. 
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Ângulo de torção. Pararesolver o problema, em primeiro 
lugar, calcularemos a rotação da engrenagem €C devido ao 
torque de 22,5 N :m no eixo DC (Figura 5.21b). Esse ângulo 
de torção é 

— TLre w (+22,5 N:m)(1,5m) 
feto O (17/2)(0,010 m)*[80(10º) N/m?] 


= +(,0269 rad 


Visto que as engrenagens na extremidade do eixo estão 
engrenadas, a rotação à, da engrenagem € provoca a rota- 
ção &, da engrenagem B (Figura 5.21c), onde 

$+,5(0,15 m) = (0,0269 rad)(0,075 m) 
&, = 0,0134 rad 
Agora, determinaremos o ângulo de torção da extremidade 


A em relação à extremidade B do eixo AB causada pelo tor- 
que de 45 Nm (Figura 5.21c). Temos 


ie TasLas 
AB> 16 


=. (+45 N:m)(2m) 
— (m/2)(0,010 m)*[80(10º) N/m?] 


= +0,0716 rad 


Portanto, a rotação da extremidade A é determinada 
pela soma de &, e & ,,» Visto que ambos os ângulos estão na 
mesma direção (Figura 5.21c). Temos 


4, = 4 t bp = 0,0134rad + 0,0716 rad = +0,0850 rad 
Resposta 


EXEMPLO 5.9 


O poste maciço de ferro fundido com 50 mm de diã- 
metro mostrado na Figura 5.22a está enterrado no solo até 
600 mm de seu comprimento total. Se for aplicado um tor- 
que em sua parte superior com uma chave de torque rígida, 
determine a tensão de cisalhamento máxima no poste e o 
ângulo de torção na parte superior. Considere que o torque 
estaria prestes a girar O poste e que o solo exerce uma resis- 
tência uniforme à torção t N -mm/mmao longo dos 600 mm 
de comprimento que estão enterrados. G = 40(10*) MPa. 


SOLUÇÃO 


Torque interno. O torque interno no segmento AB do poste é 
constante. Pelo diagrama de corpo livre (Figura 5.22b), temos 


2M,=0; Ti = 100 N(300 mm) = 30 x 10º N -mm 


O valor da distribuição uniforme do torque ao longo do seg- 
mento BC que está enterrado pode ser determinada pelo 
equilíbrio do poste inteiro (Figura 5.22c). Aqui, 

2M,=0 100 N(300 mm) — +(600 mm) = O 


t=50N:-m 


900 mm 


24444? 


(d) 
Figura 5.22 


Por consequência, pelo diagrama de corpo livre de uma St 
ção do poste localizada na posição x no interior da região B 
(Figura 5.22d), temos 
2M,=0; Tac 50x =0 
Tac = 50x 


E ; E : x ie 
Tensão de cisalhamento máxima. A maior tensão de E 
“ma . 2 o: 
salhamento ocorre na região AB, visto que o torque é mà! 


nu 
qui 


“do 


Âng! 
do pr 
do pé 
sept 


temo 


4 
b 
“4 A 


m 
w 


9) 
Water 
gulo d 
torque 


SOLU 


Torqu 
COFpo 


DA 


Ângul 
Fado | 
pressa 
pode s 
abas: 


Assim 


Aplica 


O nele lugar e J é constante para o poste. Aplicando a fór- 
RE da torção, temos 
3 
: o Too 30 x 10ºN -mm (25 mm) = 1,22N/mm? 
fes JJ (m/2X25 mm) 


Resposta 


Ângulo de torção. O ângulo de torção na parte superior 
É poste pode ser determinado em relação à parte inferior 
já que ela é fixa, mas está prestes a girar. Ambos os 


do poste, J E 
segmentos AB e BC sofrem torção e, portanto, nesse caso, 


temos 


Tonbap 4 [toe Toç-de 


É uG o JG 
(30 x 10º Nemm)(900 mm) [n 50x dx 
E JG o JG 
27 x 10º Nmm? E s0[(600)? /2] N-mm? 
Ç JG JG 


30 x 10º Nmm? 


Do NAT Amo = q00147rad 
(1m/2)X25 mm)*40(10?) Nmm? 


Resposta 


XEMPLO 5.10 


' Qeixo cônico mostrado na Figura 5.23a é feito de um 
' Material com módulo de cisalhamento G. Determine o ân- 
pulo de torção de sua extremidade B quando submetido ao 
torque. 


* SOLUÇÃO 


Torque interno. Examinando a figura ou o diagrama de 
torpo livre da seção localizada na posição arbitrária x (Figu- 
1a 5.23b), o torque interno é T. 


Ângulo de torção. Aqui, o momento polar de inércia va- 
flá do longo da linha central do eixo e, portanto, devemos ex- 
- Pressá-lo em termos da coordenada x. O raio c do eixo em x 
pode ser determinado em termos de x por cálculo proporcio- 
nal usando a inclinação da reta AB na Figura 5.23c. Temos 


o — Eg CG — e 
L x 


(2) 
| 
NS 
| 
Ea 
AR RS 
19 
Ri 
Q 
AR 
Sa 


Ássim, em x, 


“*Plicando a Equação 5.14, temos 


Torção 


(a) 


(b) 


Figura 5.23 


“pes 
Ts] 
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Executando-se a integração por meio de uma tabela de 
integrais, o resultado torna-se 


9= Gol aa, g (250) o 
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Rearranjando os termos, obtemos 


4 


* anG do Resposta 


ORE ( + co + à) 
Para fazer uma verificação parcial deste resultado, observe 
que, quando c, = c, = c, então, 


é TE. EL 
“mc|G JG 


que é a Equação 5.15. 


PROBLEMAS 


“5.44. As hélices de um navio estão acopladas a um eixo ma- 
ciço deaço A-36com 60 m de comprimento, diâmetro externo 
de 340 mm e diâmetro interno de 260 mm. Se a potência de 
saída for 4,5 MW quando o eixo gira a 20 rad/s, determine a 
tensão de torção máxima no eixo e seu ângulo de torção. 


5.45. Um eixo é submetido a um torque T. Compare a efeti- 
vidade da utilização do tubo mostrado na figura com a de uma 
seção maciça de raio c. Para isso, calcule o aumento percentual 
na tensão de torção e no ângulo de torção por unidade de com- 
primento para o tubo em comparação com o da seção maciça. 


c 


Problema 5.45 


5.46. O eixo de transmissão tubular para a hélice de um ae- 
rodeslizador tem 6 m de comprimento. Se o motor transmitir 
4 MW de potência ao eixo quando as hélices giram a 25 rad/s, 
determine o diâmetro interno exigido para o eixo, conside- 
rando que o diâmetro externo seja 250 mm. Qual é o ângulo 
de torção do eixo quando ele está em operação? Considere 
= 90 MPae G = 75 GPa. 


Tadm 


6m — 


Problema 5.46 


5.47. O eixo de aço A-36 é composto pelos tubos AB e cp 
e uma seção maciça BC. Está apoiado em mancais lisos que 
permitem que ele gire livremente. Se as engrenagens, pre. 
sas às extremidades do eixo, forem submetidas a torques de 
85 N - m, determine o ângulo de torção da engrenagem 4 


em relação à engrenagem D. Os tubos têm diâmetro exter. | 


no de 30 mm e diâmetro interno de 20 mm. A seção Maciça 
tem diâmetro de 40 mm. 


y 85 Nm 


Problema 5.47 


5.48. O eixo de aço A-36 é composto pelos tubos AB e CD 
e uma seção maciça BC. Está apoiado em mancais lisos que 
permitem que ele gire livremente. Se as engrenagens, presas às 


extremidades do eixo, forem submetidas a torques de 85 Nm, : 


determine o ângulo de torção da extremidade B da seção 
maciça em relação à extremidade C. Os tubos têm diâmetro 
externo de 30 mm e diâmetro interno de 20 mm. A seção 
maciça tem diâmetro de 40 mm. 


$ 85 Nm 


Problema 5.48 


5.49. O eixo da hélice do hidrofólio é de aço A-36 € tem o 
30 m de comprimento. Está acoplado a um motor dieselem 
linha, o qual transmite uma potência máxima de 2.000 We 


provoca rotação de 1.700 rpm no eixo. Se o diâmetro exteF 


no do eixo for 200 mm e a espessura da parede for 106, 


; - . a da 
determine a tensão de cisalhamento máxima desenvol 


no eixo. Determine também o ângulo de torção no eiso” 


potência total. 


5.51) 
ao € 
Det 
ten, 


As. 
do ao 
extroi 


E) 

Parafu 
Eonjug 
modo. 
de so 
de cad 


FE que 


Problema 5.49 


As extremidades estriadas e engrenagens acopladas 
ao eixo de aço A-36 estão sujeitas aos torques mostrados. 
. Determine o ângulo de torção da engrenagem C em relação 


à engrenagem D. O eixo tem diâmetro de 40 mm. 


300Nm 500 Nm 


Problema 5.50 


5.41, O eixo de aço A-36 de 20 mm de diâmetro é submeti- 
do aos tórques mostrados. Determine o ângulo de torção da 
extremidade B. 


30 Nm 200 mm 
ol 600 mm 
20 Nm 


Problema 5.51 


552. O parafuso de aço A-36 com 8 mm de diâmetro está 
Parafusado firmemente ao bloco em 4, Determine as forças 
“fjugadas Fque devem ser aplicadas à chave de torque de 
o AUC a tensão de cisalhamento máxima no parafuso seja 
= e E Calcule também o deslocamento correspondente 
E Iça Fnecessário para causar essa tensão. Conside- 
* que a chave de torque seja rígida. 
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Problema 5.52 


5.53. A turbina desenvolve 150 kW de potência, que é 
transmitida às engrenagens de tal modo que C recebe 70% e 
D recebe 30%. Se a rotação do eixo de aço A-36 de 100 mm 
de diâmetro for o = 800 rev/minuto, determine a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta no eixo e o ângulo de torção 
da extremidade E do eixo em relação a B. O mancal em E 
permite que o eixo gire livremente em torno de seu eixo. 


Problema 5.53 


5.54. A turbina desenvolve 150 kW de potência, que é 
transmitida às engrenagens de tal modo que C e D recebem 
quantidades iguais. Se a rotação do eixo de aço A-36 de 100 
mm de diâmetro for wo = 500 rev/minuto, determine a tensão 
de cisalhamento máxima absoluta no eixo e a rotação da ex- 
tremidade B do eixo em relação a E. O mancal em € permite 
que o eixo gire livremente em torno de seu eixo. 


2m 


Problema 5,54 
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5.55. O motor transmite 33 kW ao eixo de aço inoxidá- 
vel 304 quando gira a 20 Hz. O eixo é apoiado em mancais 
lisos em A e B, que permitem a livre rotação do eixo. As 
engrenagens Ce D presas ao eixo absorvem 20kW e 12 kW, 
respectivamente. Determine o diâmetro do eixo com apro- 
ximação de mm se a tensão de cisalhamento admissível for 
T. = 56 MPa e o ângulo de torção admissível de C em 


adm 


relação a D for 0,20º. 


*5,56. O motor transmite 33 kW ao eixo de aço inoxidável 
304 quando gira a 20 Hz. O eixo tem diâmetro de 37,5 mm 
e está apoiado em mancais lisos em A e B, que permitem a 
livre rotação do eixo. As engrenagens C e D presas ao eixo 
absorvem 20kW e 12kW, respectivamente. Determine a ten- 
são máxima absoluta no eixo e o ângulo de torção da engre- 
nagem C em relação à engrenagem D. 


Problemas 5.55/56 


5.57. O motor produz um torque T = 20N - m na engrena- 
gem 4. Se a engrenagem C travar repentinamente e parar 
de girar, mas B puder girar livremente, determine o ângulo 
de torção de F em relação a E e de F em relação a D do 
eixo de aço L2 cujo diâmetro interno é 30 mm e diâmetro 
externo é 50 mm. Calcule também a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta no eixo. O eixo está apoiado em mancais 
emGe H. 


Problema 5.57 


5.58. Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada um tem 
diâmetro de 25 mm e ambos estão apoiados em mancais em 
A,B e € que permitem livre rotação. Se o apoio em D for 
fixo, determine o ângulo de torção da extremidade B quando 
os torques são aplicados ao conjunto como mostra a figura. 


5.59. Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada um tem 
diâmetro de 25 mm e ambos estão apoiados em mancais em 
A4,B e € que permitem livre rotação. Se o apoio em D for 
fixo, determine o ângulo de torção da extremidade A quando 
os torques são aplicados ao conjunto como mostra a figura. 


Problemas 5.58/59 


“5,60. Considere o problema geral de um eixo circular com- 
posto por m segmentos, cada qual com raio c, e módulo de 
cisalhamento G, . Se houver n torques no eixo, como mostrá 
a figura, escreva um código computacional que possa ser usa: 
do para determinar o ângulo de torção de sua extremidade À, 
Mostre uma aplicação do código usando os valores L, = 0,5m, 
c,=0,02m,G, = 30 GPa,L, = 1,5m,c, = 0,05m,G,= 15GPa, 
T,=-—450N-m,d, = 0,25m, T, = 600N -m,d, = 08m. 


Problema 5.60 


5.61. Os eixos de 30 mm de diâmetro são feitos de aço-ter 
ramenta L2 e estão apoiados em mancais que permitem aos 
eixos girarem livremente, Se o motor em A desenvolver um 
torque T = 45N-m no eixo AB, enquanto a turbina em Eé 
fixa e não pode girar, determine a quantidade de rotação das 
engrenagens B e €. 


Problema 5.61 


At. 
e est 
contr 
naex 


5.63, 

trem 
encol 
solo à 
de tor 
supei 
deve: 
tubo. 

treino 
te cm 
Leva 


“Std, 
haste 
de um 
«ngul 
mmo 


o maciço de 60 mm de diâmetro é feito de aço A-36 
sujeito aos carregamentos de torção distribuídos e con- 
os mostrados na figura. Determine o ângulo de torção 
midade livre A do eixo devido a esses carregamentos. 


Qeix 


2 kN:m/m 


Ns, 


600N:m 


Problema 5.62 


Quando um poço é perfurado, considera-se que a ex- 
de do tubo da perfuratriz que se aprofunda no solo 
ne : Rs 
solo ao longo das laterais do tubo cria uma distribuição linear 
“de torque por unidade de comprimento que varia de zero na 
perfícic B a tem A. Determine o torque necessário T, que 
deve ser fornecido pela unidade de acionamento para girar o 
(ybo, Calcule também o ângulo de torção relativo de uma ex- 
tremidade do tubo em relação à outra extremidade no instan- 
wem que tubo está prestes a girar. O tubo tem raio externo 
+ e raio interno r, O módulo de cisalhamento é G. 


Tr. B 


Problema 5.63 


64. O conjunto é feito de aço A-36 e é composto por uma 
haste maciça de 15 mm de diâmetro conectada ao interior 
de um tubo por meio de um disco rígido em B. Determine o 
igulo de torção em A. O tubo tem diâmetro externo de 30 
| Mm e espessura de parede de 3 mm. 


Ed 


B 
02m 


D = 


Problema 5.64 


Torção 149 


5.65. O dispositivo serve como uma mola de torção com- 
pacta. É feito de aço A-36 e composto por um eixo interno 
maciço CB embutido em um tubo AB e acoplado a esse tubo 
por um anelrígido em B. Podemos considerar que o anelem 
Atambém é rígido e está preso de modo que não pode girar. 
Se um torque 7 = 0,25 N -m for aplicado ao eixo, determine 
o ângulo de torção na extremidade C e a tensão de cisalha- 
mento máxima no tubo e eixo. 


5.66. O dispositivo serve como uma mola de torção com- 
pacta. É feito de aço A-36 e composto por um eixo interno 
maciço CB embutido em um tubo AB e acoplado a esse tubo 
por um anel rígido em B. Podemos considerar que o anel em 
A também é rígido e está preso de modo que não pode girar. 
Se a tensão de cisalhamento admissível para o material for 
Taim + 84 MPa e o ângulo de torção em C estiver limitado a 
Pam = 3º, determine o torque máximo T' que pode ser apli- 
cado na extremidade C. 


300 mní 


Problemas 5.65/66 


5.67. O eixo tem raio c e está sujeito a um torque por uni- 
dade de comprimento 1, distribuído uniformemente por todo 
o comprimento L do eixo. Se ele estiver preso em sua ex- 
tremidade distante A, determine o ângulo de torção & na 
extremidade B. O módulo de cisalhamento é G. 


Problema 5.67 


“5.68. O parafuso de aço A-36 é apertado dentro de um 
furo de modo que o torque de reação na haste AB pode ser 
expresso pela equação t = (kx?) N : m/m, onde x é dado em 
metros. Se um torque 7º = 50 N -m for aplicado à cabeça do 
parafuso, determine a constante k e a quantidade de torção 
nos 50 mm de comprimento da haste. Considere que a haste 
tem um raio constante de 4 mm. 


5.69. Resolva o Problema 5.68 se o torque distribuído for 
t= (kxº) N-m/m. 
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Problemas 5.68/69 


5.70. O contorno da superfície do eixo é definido pela equa- 
ção y = e“, onde a é uma constante. Se o eixo for submetido 
a um torque 7 em suas extremidades, determine o ângulo 
de torção na extremidade A em relação à extremidade B. O 
módulo de cisalhamento é G. 


Problema 5.70 


5.71. O eixo de aço A-36 tem diâmetro de 50 mm e está 
sujeito aos carregamentos distribuídos e concentrados mos- 
trados. Determine a tensão de cisalhamento máxima absolu- 
ta no eixo e construa um gráfico para o ângulo de torção do 
eixo em radianos em relação a x. 


Problema 5.71 


*'5,72. Uma mola cilíndrica é composta por um anel de bor- 
racha preso a um anel e eixo rígidos. Se o anel for mantido 
fixo e um torque T for aplicado ao eixo rígido, determine o 
ângulo de torção do eixo. O módulo de cisalhamento da bor- 


racha é G. Dica: Como mostrado na figura, a deform ação de : 
elemento no raio r pode ser determinada por rdô = dyy.| é 
essa expressão juntamente com 7= Tl(2mr2h) do Problema 
5.28 para obter o resultado. 


ro 


Problema 5.72 


5.5 Elementos estaticamente 
indeterminados carregados 
com torque 


Um eixo carregado com torque pode ser classifi- 
cado como estaticamente indeterminado se a equação 
de equilíbrio de momento aplicada em torno da linha 
central do eixo não for adequada para determinar os 
torques desconhecidos que agem no eixo. Um exem- 
plo dessa situação é mostrado na Figura 5.24a. Como 
mostra o diagrama de corpo livre (Figura 5.24b), os 
torques de reação nos apoios 4 e B são desconhecidos. 
Exige-se que 


3M,=0; T-TA-TB=0 


Visto que há somente uma equação de equilíbrio 
relevante, porém duas incógnitas, esse problema é esta: 
ticamente indeterminado. Para obter uma solução, utili 
zaremos o método de análise discutido na Seção 4.4. 

A condição de compatibilidade necessária, ou 4 
condição cinemática, exige que o ângulo de torção 
de uma extremidade do eixo em relação à outra 
tremidade seja igual a zero, visto que os apoios n& 
extremidades são fixos. Portanto, 


Pap=0 


Para escrever essa equação em termos dos torque 


desconhecidos, consideraremos que o material se com 


. E Rs E 
porta de maneira linear elástica, de modo que a relaçã 


pe Pee 


Ob 
menta 
ou ba 


O ei 
âmetr 


termine 


“entre carga e deslocamento é expressa por Q = TL/IG. 
en mo sabemos que o torque interno no segmento AC 
sr e que no segmento CB o torque interno é —7T, 
(Figura 5.24c), a equação de compatibilidade em ques- 

o tão pode ser escrita como 


TaLac 
JG 


ThLpc 


JG E 


Aqui, consideramos que JG é constante. 
Resolvêndo as duas equações para as reações e 
percebendo que L =L + Lp obtemos 


Lpc 
T=7 

Lac 

= q| É4€ 
TB L 


Observe que cada um desses torques de reação au- 
* menta ou diminui linearmente com a localização L |. 
ou L,. do torque aplicado. 


quilíbrio. 
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enhe um diagrama de corpo livre do eixo para identificar todos os torques que agem sobre ele. Então, escreva as 


patibilidade. 


escrever a equação de compatibilidade, investigue o modo como o eixo sofrerá torção quando submetido às 

às externas e considere como os apoios restringem o eixo quando ele sofre a torção. 
sse a condição de compatibilidade em termos dos deslocamentos rotacionais causados pelos torques de reação 
então, use uma relação torque-deslocamento, como & = TL/IG, para relacionar os torques desconhecidos com os 


slocamentos desconhecidos. 


olva as equações de equilíbrio e compatibilidade para os tor ues de reação desconhecidos. Se qualquer dos valores nu- 
cos for negativo, isso indica que o torque age no sentido oposto ao da direção indicada no diagrama de corpo livre. 


| EXEMPLO 5.11. 


Cu O eixo maciço de aço mostrado na Figura 5.25a tem 
= de 20 mm. Se for submetido aos dois torques, de- 
— “mine as reações nos apoios fixos A e B. 


OLUÇÃO 


pari. Examinando o diagrama de corpo livre (Figura 
E ), Percebemos que o problema é estaticamente indetermi- 
al que há somente uma equação de equilíbrio disponível, 
Passo que os valores de T 4€ T, são desconhecidos. Exige-se 


2M,=0; -T,+800N:m -500N-m— T,=0 (1) 
Compatibilidade. Visto que as extremidades do eixo são 
fixas, o ângulo de torção de uma extremidade do eixo em 
relação à outra deve ser zero. Por consequência, a equação 
de compatibilidade pode ser escrita como 


da =0 


Essa condição pode ser expressa em termos dos torques des- 
conhecidos pela relação carga-deslocamento, & = TL/G. 
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(b) 


Figura 5.25 


Aqui, há três regiões do eixo nas quais o torque interno é cons- 
tante, BC, CD e DA. Nos diagramas de corpo livre na Figura 
5.25c, mostramos os torques internos que agem em segmentos 
do eixo por meio de cortes em cada uma dessas regiões. Pela 
convenção de sinal estabelecida na Seção 5.4, temos 


(Ta + SOON -m)(1,5 m) 


—Th(0,2 m) 


TA(O,3 m) 


JG JG 


ou 
187, — 0,27, = —750 
Resolvendo as equações 1 e 2, obtemos 


1,=3455N:m 7,=645N-m 


O sinal negativo indica que T,, age na direção oposta da mos- 


trada na Figura 5.25b. 


JG 


(2) 


Resposta 


EXEMPLO 5.12 


O eixo mostrado na Figura 5.26a é composto por um 
tubo de aço unido a um núcleo de latão. Se um torque de 
T = 250 N:m for aplicado em sua extremidade, faça uma 
representação gráfica da distribuição da tensão de cisalha- 
mento ao longo da linha radial de sua área de seção trans 
versal. Considere Gs = 80 GPa, G,, = 36 GPa. 


lat 


/ 


20 mm”, É 
T=250Nm (a) 


250 N'm (b) 


Distribuição da deformção 
por cisalhamento 


(e) (d) 


Distribuição da tensão 
de cisalhamento 


Figura 5.26 
SOLUÇÃO 


Equilíbrio. A Figura 5.26b apresenta um diagrama de cof 
po livre do eixo. A reação na parede é representada pelas 
quantidades desconhecidas de torque às quais resistem € 
aço, T, »e o latão, T,.. O equilíbrio exige 


Tao” Tu + 250Nm=0 (1) 
“Compatibilidade. Exige-se que o ângulo de torção nat 
tremidade A seja o mesmo para o aço e para o latão, VI 
que eles estão unidos. Assim, 


Apl 


Resc 


fisses 
nenh 
dalin 
latão 
ele es 


Para 
nossa 


caten 


Os res 
Obser 
terface 
módul 
que o 

cisalha 


OBSER 
mento 
é Mais 
He par 
lei de I 
Mação 


4 = Duo E Pat 
Aplicando a relação carga-deslocamento, ? = TL/JG,temos 
Tio L 

(m/2(20 mm)! — (10 mm)*]80(10?) N/mm? 


Tia L 
“ (m/210 mm)*36(10?) N/mm? 


psd (2) 


Resolvendo as equações 1e 2, obtemos 


Tao 24272 N em 


Tu = 7128N-m 


— fsses torques agem em todo o comprimento do eixo, visto que 
“nenhum torque externo age em pontos intermediários ao longo 
'da linha central do eixo. A tensão de cisalhamento no núcleo de 
“latão varia de zero em seu centro a máxima na interface onde 
ele está em contato com o tubo de aço. Pela fórmula da torção, 


7,28 N - mm - (10º) mm/m - 10 mm 
(m/2)(10 mm 
4,63 N/mm? = 4,63 MPa 


O 


) 


Para O aço, a tensão de cisalhamento mínima também ocorre 
nessa interface 


faso 242/72. N «mm - 10º mm/m - 10 mm 
Ta = — 
ARERa (m/D20 mm)! — (10 mm)!] 

= 10,30 N/mm? = 10,30 MPa 


& à tensão de cisalhamento máxima ocorre na superfície externa, 


242,72. N - mm - 1 mm/ m - 20 mm 
(m/D(20 mm) — (10 mm)'] 
= 20,60 N/mm? = 20,60 MPa 


Toon Ea 


: Os resultados são apresentados no gráfico da Figura 5.26c. 
* Observe a descontinuidade da tensão de cisalhamento na in- 
“terface latão-aço. Isso era esperado, já que os materiais têm 
dulos de rigidez diferentes; isto é, o aço é mais rígido do 


que o latão (G,. > G,,) e, portanto, suporta mais tensão de 
£isalhamento na interface. 


OBSERVAÇÃO: Embora, neste caso, a tensão de cisalha- 
mento seja descontínua, a deformação por cisalhamento não 


É 


é Mai x : 4 
Mais exatamente, a deformação por cisalhamento é a mes- 


e Para ambos, latão e aço, o que pode ser demonstrado pela 


i de Hooke, y = 7/G. Na interface (Figura 5.26d), a defor- 
tação por cisalhamento é 


To 463N/mm? 
G  36(10) N/mm? 


E = 0,1286(10) rad 
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PROBLEMAS | 


5.73. O eixo de aço A-36 tem diâmetro de 50 mm e está 
preso nas extremidades A e B. Se for submetido ao momen- 
to, determine a tensão de cisalhamento máxima nas regiões 
AC e CB do eixo. 


Problema 5.73 


5.74. O tubo de bronze C86100 tem diâmetro externo de 
37,5 mm e espessura de 0,3 mm. À conexão C está sendo 
apertada com uma chave de torque. Se o torque desenvolvi- 
do em A for 16 N : m, determine o valor F das forças conju- 
gadas. O tubo está engastado na extremidade B. 


5.75. O tubo de bronze C86100 tem diâmetro externo de 37,5 
mm e espessura de 0,3 mm. À conexão em C está sendo apertada 
com uma chave de torque. Se for aplicada uma força F = 100N, 
determine a tensão de cisalhamento máxima no tubo. 


Problemas 5.74/75 


'5.76. O eixo de aço é composto por dois segmentos: AC, 
com diâmetro de 12 mm e CB, com diâmetro de 25 mm. Se 
estiver preso em suas extremidades A e B e for submetido a 
um torque de 750 N - m, determine a tensão de cisalhamento 
máxima no eixo. 6, = 75 GPa. 


12mm 


Problema 5.76 
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5.77. Oeixo éfeito de aço-ferramenta L2, tem diâmetro de 
40 mm e está preso em suas extremidades A e B. Se for sub- 
metido ao conjugado, determine a tensão de cisalhamento 
máxima nas regiões ACe CB. 


2kN 


Problema 5.77 


5.78. O eixo composto tem uma seção média que inclui o 
eixo maciço de 20 mm de diâmetro e um tubo soldado a flan- 
ges rígidas em 4 e B. Despreze a espessura das flanges e 
determine o ângulo de torção da extremidade C do eixo em 
relação à extremidade D. O eixo é submetido a um torque de 
800 N :m. O material é aço A-36. 


800 Nm 20 mm 60 mm 


LA 
100mm.,| 


5 mm 


: 
*=100 gi 


5.79. O eixo é composto por uma seção maciça de aço AB 
e uma porção tubular feita de aço com núcleo de latão. Se o 
eixo estiver preso a um apoio rígido A e for aplicado um tor- 
que T=50N:m a ele em C€, determine o ângulo de torção 
que ocorre em Ce calcule a tensão de cisalhamento máxima 
e a deformação por cisalhamento máxima no latão e no aço. 
Considere é = 80 GPa,G, = 40 GPa. 


me 150 mm 


Problema 5.78 


lat 


Problema 5.79 


“5,80. Os dois eixos de 1 m de comprimento são feitos de 
alumínio 2014-T6. Cada eixo tem diâmetro de 30 mm e o 
dois estão acoplados pelas engrenagens presas a uma das 
extremidades de cada um deles. As outras extremidades de 
cada um dos eixos estão engastadas em apoios fixos em 4 
e B. Além disso, os eixos estão apoiados em mancais em c 
e D, que permitem que eles girem livremente ao longo de 
suas linhas centrais. Se um torque de 900 N : m for aplicado 
à engrenagem que está mais acima, como mostra a figura, 
determine a tensão de cisalhamento máxima em cada eixo, 


Problema 5.80 


5.81. Os dois eixos são feitos de aço A-36. Cada eixo tem 
diâmetro de 25 mm e os dois estão acoplados pelas engre- 
nagens presas a uma das extremidades de cada um deles. As 
outras extremidades de cada um dos eixos estão engastadas 
em apoios fixos em A e B. Além disso, os eixos estão apoia- 
dos em mancais em C e D, que permitem que eles girem li- 
vremente ao longo de suas linhas centrais. Se for aplicado 
um torque de 500 N - m à engrenagem em E, como mostra à 
figura, determine as reações em 4 e B. 


5.82. Determine a rotação da engrenagem em E no Pro- 
blema 5.81. 


Problemas 5.81/82 


5.83. O eixo de aço A-36 é composto por dois segmentos 
AC, com diâmetro de 10 mm e CB, com diâmetro de 20 mit 
Se o eixo estiver engastado em suas extremidades A e B€ for 
submetido a um torque distribuído uniforme de 300 N «mf 
ao longo do segmento CB, determine a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta no eixo. 


'sBd 
ce B 


mine 


5.85, 
carr 
tiver 
nos : 
mim, 


5.80. 
men 


ART 
Etr 


tenç 


Problema 5.83 


584, Oeixo cônico está confinado pelos apoios fixos em A 
+ B, Se for aplicado um torque T em seu ponto médio, deter- 
“mine às reações nos apoios. 


Problema 5.84 


5.85. Uma porção do eixo de aço A-36 é submetida a um 
carregamento de torção distribuído linearmente. Se o eixo 
tiver as dimensões mostradas na figura, determine as reações 
nos apoios fixos 4 e C. O segmento AB tem diâmetro de 30 
mm,e o segmento BC tem diâmetro de 15 mm. 


5.86. Determine a rotação da junção B e a tensão de cisalha- 
mento máxima absoluta no eixo do Problema 5.85. 


1,5 kN:m/m 


Problemas 5.85/86 


cal o eixo de raio c é submetido a um torque distribuído 
Ç medido como torque/comprimento do eixo. Determine as 
feações nos apoios fixos A e B. 
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Problema 5.87 


'5.6 Eixos maciços não 
circulares 


Na Seção 5.1, demonstramos que, quando um tor- 
que é aplicado a um eixo de seção transversal circu- 
lar — isto é, um eixo simétrico em relação à sua linha 
central — as deformações por cisalhamento variam 
linearmente de zero na linha central a máxima na su- 
perfície externa. Além disso, devido à uniformidade da 
deformação por cisalhamento em todos os pontos de 
mesmo raio, a seção transversal não se deforma; mais 
exatamente, ela permanece plana após a torção do 
eixo. Todavia, eixos cujas seções transversais não são 
circulares não são simétricos em relação às respectivas 
linhas centrais e, como a tensão de cisalhamento é dis- 
tribuída de um modo muito complexonas seções trans- 
versais, elas ficarão abauladas ou entortarão quando o 
eixo sofrer torção. Evidência disso pode ser observada 
no modo como as linhas de grade se deformam em um 
eixo de seção transversal quadrada quando ele sofre 
esforço de torção (Figura 5.27). Uma consequência 
dessa deformação é que a análise da torção de eixos 
não circulares se torna consideravelmente complicada 
e não será estudada neste livro. 

Entretanto, por análise matemática baseada na te- 
oria da elasticidade, é possível determinar a distribui- 
ção da tensão de cisalhamento no interior de um eixo 
de seção transversal quadrada. Exemplos da variação 
da tensão de cisalhamento ao longo de duas linhas ra- 
diais do eixo são mostrados na Figura 5.28a. Como a 
variação dessas distribuições de tensão de cisalhamen- 
to é complexa, as deformações por cisalhamento que 
elas criam entortarão a seção transversal como mostra 
a Figura 5.28b. Observe que os pontos nos cantos do 
eixo estão submetidos a tensão de cisalhamento nula 
e, portanto, também a uma deformação por cisalha- 
mento nula. A razão para isso pode ser mostrada con- 
siderando-se um elemento de material localizado em 
um desses pontos (Figura 5.28c). Seria de esperar que 
a face superior desse elemento estivesse submetida a 
uma tensão de cisalhamento para auxiliar na resistência 
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ao torque aplicado T. Porém, isso não ocorre, já que as 
tensões de cisalhamento 7 e 7”, que agem na superfície 
externa do eixo, devem ser nulas, o que, por sua vez 
implica que as componentes da tensão de cisalhamen. 
to correspondentes 7 e 7' na face superior também de. 
vem ser iguais a zero. 

Os resultados da análise para seções transversais 
quadradas, juntamente com outros resultados da teo. 
ria da elasticidade para eixos com seções transversais 
triangulares e elípticas são apresentados na Tabela 5 (, 
Em todos os casos, a tensão de cisalhamento máxima 
ocorre em um ponto na borda da seção transversal 
mais próxima da linha central do eixo. Na Tabela 5,1, 
esses pontos são indicados como “pontos” em negrito e 


bem visíveis nas seções transversais. A tabela também SOLUC 
dá fórmulas para o ângulo de torção de cada eixo. Se 

estendermos esses resultados para um eixo de seção Porins 
transversal arbitrária, também poderemos demonstrar tran svc 


que um eixo com seção transversal circular é o mais Has tar 


eficiente, pois está submetido a uma tensão de cisalha- 


Deformado mento máxima menor, bem como a um ângulo de tor- Tdi 
ção menor do que um eixo correspondente com seção 
Figura 5.27 transversal não circular e submetido ao mesmo torque. 


“Fambéi 


F 
E orma da Tmáx Ee) Padm 
seção transversal 
Quadrada 
140 T 
a“G Por col 
torção. 
Seção 
maqua 
compri 
do e Est : 46 TL ne 
a do da ARO a Área dese ção GC gar dey 
esa namento do londo transversal deformada 
duas linhas radiais 
(a) (b) / 
b 27 (2+bTL 
[) mab? mobo Então, : 


Tadn 


O eixo de alumínio 6061-T6 mostrado na Figura 5.29 tem 

área de seção transversal na forma de um triângulo equilá” Datm = 
tero. Determine o maior torque T que pode ser aplicado o 
extremidade do eixo se a tensão de cisalhamento admissível 
for Ti, — 56 MPa e o ângulo de torção na extremidade ei 
ver restrito a &,,. = 0,02 rad. Qual é a intensidade do torq 

(e) que pode ser aplicado a um eixo de seção transversal circular 
Figura 5.28 feito com a mesma quantidade de material? G,, = 26 GPa. 


E 
Novam 


Figura 5.29 
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207 
(40 mm) 


207 


Td , 
dr a2 


56 N/mm” = 


— Também, 


A6TL, 


pera 0,02 rad = 
a 


Óadm = 


torção. 


c = 14,850 mm 


56 N/mm? = 


Tadm= —— 


€, 
o Ai 


Por inspeção, o torque interno resultante em qualquer seção 
transversal ao longo da linha centraldo eixo também é T. Pe- 
las fórmulas para 7, € é dadas na Tabela 5.1, exige-se que 


T = 179,2(10º) N mm = 1.779,2N -m 


“A6T (L2m)(10)? mm/m 
Ga (40 mm)*[26(102) N/mm?2] 


T=2412(10)N -mm =24,12N «m 
Por comparação, o torque é limitado devido ao ângulo de 


Seção transversal circular. Se quisermos utilizar a mes- 
a quantidade de alumínio para fabricar um eixo do mesmo 
comprimento com seção transversal circular, em primeiro lu- 
gar, devemos calcular o raio da seção transversal. Temos 


1 
Áctreulo = Atriângulo; qc! = Z (40 mm40 sen 60º) 


“Então, as limitações de tensão e ângulo de torção exigem 


— T(4850mm) 
(7/2)(14,850 mm) 
T = 288,06(103) N mm =288,06N -m 


T(1,2 m)(10%) mm/m 


dane IL. 
adm IGa 0,02 rad = 


T = 33,10(103) N mm =33,10N -m 


(m/2)(14,85 mm)4[26(10%) N /mm? 


“Novamente,o ângulo de torção limita o torque aplicado. 
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OBSERVAÇÃO: Comparando esse resultado (33,10 Nm) 
com o obtido na primeira parte da solução (24,12 N - m), ve- 
mos que um eixo de seção transversal circular pode supor- 
tar 37% mais torque do que um eixo com seção transversal 
triangular. 


'5.7 Tubos de parede fina 
com seções transversais 
fechadas 


Tubos de parede fina de forma não circular são 
usados frequentemente para construir estruturas leves 
como as utilizadas em aviões. Em algumas aplicações, 
elas podem ser submetidas a um carregamento de tor- 
ção. Nesta seção, analisaremos os efeitos da aplicação 
de um torque a um tubo de parede fina de seção trans- 
versal fechada, isto é, um tubo sem qualquer fratura ou 
fenda ao longo de seu comprimento. Um tubo desse 
tipo, com área de seção transversal constante, porém 
arbitrária, é mostrado na Figura 5.30a. Para a análise, 
consideraremos que as paredes têm espessura variável 
t. Como elas são finas, poderemos obter uma solução 
aproximada para a tensão de cisalhamento consideran- 
do que essa tensão é uniformemente distribuída pela 
espessura do tubo. Em outras palavras, poderemos de- 
terminar a tensão de cisalhamento média no tubo em 
qualquer ponto dado. Antes, porém, discutiremos al- 
guns conceitos preliminares relacionados com a ação 
da tensão de cisalhamento sobre a seção transversal. 


Fluxo de cisalhamento. Asfiguras 5.30a e 5.30b 
mostram um pequeno elemento dotubo de comprimen- 
to finito s e largura diferencial dx. Em uma extremidade, 
o elemento tem espessura t, e na outra extremidade, a 
espessura é t,. Devido ao torque aplicado T, uma ten- 
são de cisalhamento é desenvolvida na face frontal do 
elemento. Especificamente, na extremidade A, a tensão 
de cisalhamento é t,,e na extremidade B, é t,. Essas ten- 
sões podem ser relacionadas observando-se que tensões 
de cisalhamento equivalentes t, e t, também devem agir 
sobre as laterais longitudinais do elemento, sombreadas 
na Figura 5.30b. Visto que essas laterais têm espessu- 
ras constantes, t, e t,, as forças que agem sobre elas são 
dF, = 7A(t,dx)e dF, = 7,(t, dx). O equilíbrio de força 
exige que essas forças sejam de igual valor, mas em dire- 
ções opostas, de modo que 


Esse importante resultado afirma que o produto 
entre a tensão de cisalhamento longitudinal média e 
a espessura do tubo é a mesma em cada ponto na área 
de seção transversal do tubo. Esse produto é denomi- 
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Borda livre 
de tensão 
(superior) 


Borda livre 
de tensão 
(inferior) 

(d) 


Figura 5.30 


nado fluxo de cisalhamento," q, e, em termos gerais, 
podemos expressá-lo como 


(517) 


Uma vez que q é constante na seção transversal, a 
maior tensão de cisalhamento média ocorrerá no local 
em que a espessura do tubo for a menor. 

Se um elemento diferencial com espessura t, compri- 
mento ds e largura dx for isolado do tubo (Figura 5.30c), 
vemos que a área colorida sobre a qual a tensão de ci- 
salhamento média age é dA = t ds. Por consequência, 
dF = Tal ds = q dsouq = dFlds. Em outras palavras, 
ofiuxo de cisalhamento, que é constante na área da seção 
transversal, mede a força por unidade de comprimento 
ao longo da área de seção transversal do tubo. 

É importante observar que as componentes da tensão 
de cisalhamento mostradas na Figura 5.30c são as úni- 
cas que agem no tubo. Componentes que agem na outra 
direção, como mostra a Figura 5.30d, não podem existir. 
Isso porque as faces superior e inferior do elemento se 
encontram nas paredes interna e externa do tubo, e essas 
bordas devem estar livres de tensão. Em vez disso, como 
* A terminologia “fluxo” é usada, pois q é análogo à água que flui 

por um canal aberto de seção transversal retangular com profun- 
didade constante e largura variável w. Embora a velocidade da 


água v em cada ponto ao longo do canal seja diferente (como 
T méd): O fluxo q = vw será constante. 


já observamos, o torque aplicado faz com que o fluxo de 


cisalhamento e a tensão média estejam sempre direciona- 
dos tangencialmente à parede do tubo, de modo que con- 
tribuem para o torque resultante T. 


Tensão de cisalhamento média. A tensão de 
cisalhamento média, 7,» que age sobre a área som- 
breada dA = t ds do elemento diferencial, mostrado 
na Figura 5.30c, pode ser relacionada com o torque 7 
considerando-se o torque produzido pela tensão de ci- 
salhamento em torno de um ponto selecionado O no 
interior do limite do tubo (Figura 5.30e). Como mos 
trado, a tensão de cisalhamento desenvolve uma força 
dF = Toa dA = Toealt ds) sobre o elemento. Essa 
força age tangencialmente à linha central da parede do 


tubo e, visto que o braço de momento é A, o torque é 


dT = h(DF) = h(r,.. tds) 


Para a seção transversal inteira, exige-se 


méd 


p= Pros tds 


Aqui, a “integral de linha” indica que a integraçãoé 
executada ao redor de toda a borda da área. Visto que 
o fluxo de cisalhamento q = 7, «q! é constante, esses tel” 
mos que estão juntos saem da integral, de modo que 


Da bh ds 


Pp 


a inte 
tridn 


e 
rede fi 
sura (, 
oânpt 


SOL 


Tens: 
tubo 


se fazer uma simplificação gráfica para calcular 
e observarmos que a área média, indicada pelo 
a Figura 5.30€, é dA,, = (1/2) h ds. Assim, 


T= Ati [da = 27 méd tA,, 


Pode- 
ntegral S 
triângulo n 


Resolvendo para 7 «q» temos 
T 
2t Am 


TmédT 


(5.18) 


Nessa expressão, 


= tensão de cisalhamento média que age sobre 
a espessura do tubo 

T = torque interno resultante na seção transver- 
sal, determinado pelo método das seções e 
equações de equilíbrio 

t = espessura do tubo no local onde 7 ., deve 
ser determinada 

A, = área média contida no contorno da linha 
central da espessura do tubo. 4, aparece 
sombreada na Figura 5.30f. 


Ted 
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Visto que q = 7, « 1 podemos determinar o fluxo de 
cisalhamento em toda a seção transversal pela equação 


(5.19) 


Ângulo de torção. O ângulo de torção de um 
tubo de parede fina de comprimento L pode ser de- 
terminado pelos métodos de energia, e o desenvolvi- 
mento da equação necessária é apresentado como um 
problema mais adiante no texto.” Se o material se com- 
portar de modo linear elástico e G for o módulo de 
cisalhamento, então esse ângulo &, dado em radianos, 
pode ser expresso como 


(5.20) 


Nessa expressão, a integração deveser executada em 
todo o contorno da área de seção transversal do tubo. 


PONTOS IMPORTANTES 


salhamento q é o produto entre a espessura do tubo e a tensão de cisalhamento médi 


' 


EXEMPLO 5.14 


Calcule a tensão de cisalhamento média em um tubo de pa- 
fede fina comseção transversal circular de raio médio r,, e espes- 
sura £, submetido a um torque T (Figura 5.31a). Calcule também 
» ângulo de torção relativo se o tubo tiver comprimento L. 


SOLUÇÃO 


Tensão de cisalhamento média. A área média para o 
tubo é À,, = qr? . Aplicando a Equação 5.18 temos 


os os pontos ao longo da seção transversal do tubo. O resultado é que a maio 
ão transversal ocorre no local onde a espessura do tubo é a menor. 
alhamento e a tensão de cisalhamento média agem e à ne 
ma a direção tal que contribuem para o torque resultante. 


T = 
Ap 


T 
2mtr?2, 


Tméd = Resposta 


Podemos verificar a validade desse resultado pela aplicação 
da fórmula da torção. Neste caso, pela Equação 5.9, temos 


Distribuição da tensão 
de cisalhamento real 
(fórmula da torção) 

>» 


Tméd 


Distribuição da tensão 
de cisalhamento média 
(aproximação para parede fina) 


(b) 


Figura 5.31 


Veja o Problema 14.19. 
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T 
= 3 (ro ant = 28) 
q 
= a(ro + rD(r + r)lro — ni) 


T 


2 (2r7)(2rm)t E 2mrml 


Vistoquer =r =ret=r —r,J= 
m o ! o t 


de modo que 


a Tra Trm Tr 
éd 
J 2mrit  utr?, 


Resposta 


que está de acordo com o resultado anterior. 

A distribuição da tensão de cisalhamento média que age 
em toda a seção transversal do tubo é mostrada na Figura 
5.31b. A figura também mostra a distribuição da tensão de 
cisalhamento que age em uma linha radial calculada pela 
fórmula da torção. Observe como cada 7, ., age em uma dire- 
ção tal que contribui para o torque resultante T na seção. A 
medida que a espessura do tubo diminui, a tensão de cisalha- 
mento em todo o tubo torna-se mais uniforme. 


Ângulo de torção. Aplicando a Equação 5.20, temos 


TL ds TL 
a 7 212 ds 
4440 t 4 mr )'Gt 


Aintegralrepresentao comprimento em torno da linha cen- 
tral, que é 271. Substituindo, o resultado final é 


o TL 
27r,Gt 


4 


Resposta 


Mostre que obtemos o mesmo resultado se usarmos a Equa- 
ção 5.15. 


EXEMPLO 5.15 


O tubo é feito de bronze C86100 e tem seção transversal 
retangular, como mostrado na Figura 5.32a. Se for subme- 
tido aos dois torques, determine a tensão de cisalhamento 
média no tubo nos pontos 4 e B. Determine também o âàn- 
gulo de torção da extremidade C. O tubo é fixo em E. 


SOLUÇÃO 


Tensão de cisalhamento média. Setomarmos as seções do 
tubo nos pontos 4 e B,o diagrama de corpo livre resultante 
é o mostrado na Figura 5.32b. O torque interno é 35 Nm. 
Como mostra a Figura 5.32d, a área 4, é 


A, = (0,035 m)(0,057 m) = 0,00200 m? 


Am 


1,75 MPa 


Figura 5.32 


Aplicando a Equação 5.18 para o ponto A, t, = 5 mm, d 
modo que 


de da psi 
2tAm — 2(0,005 m)(0,00200 m”) 
Respostt 
E, para o ponto B,t, = 3 mm, portanto, 
e Es 35N-m — = 2,92 MPà 
2tAm  2(0,003 m)(0,00200 m”) 
Respostt 


Esses resultados são mostrados em elementos de mato 
rial localizados nos pontos A e B (Figura 5.32e). Obser ves 
dadosamente como o torque de 35 N -m na Figura s.32ber 
essas tensões nas faces sombreadas de cada elemento. 


Ângulo de torção. Pelos diagramas de corpo livre nas O 


guras 5.32b e 5.32c, os torques internos nas regiões DEe . 
são 35 Nm e 60 N - m, respectivamente, Pela convenção 


2,92 MPa 


sinal 
Asst 


Ui 
tradas 
média 
de 83 


ENC Ci 
SOLU: 
Tensã 
que in 


caliza 
dica sé 


E) 


“E mm 


t 


a na Seção 5.4, esses torques são ambos positivos. 
5.20 torna-se 


, 
im, à Equação 


TL LAS 
Dino 
GN m(0Sm) [o(3 mm) , (E | 
4(0,00200 m?)(38(10º) N/m?) L À 5 mm ES 
35 Nem (1,Sm) 57 mm 35 mm 
ama No | À smm ) * A 
* 4(0,00200 m?)(38(10º) N/m?) LN 5 mm Ei 


629(107?) rad 


= 629(107) rad 


EXEMPLO 5.16 


Um tubo quadrado de alumínio tem as dimensões mos- 
tradas na Figura 5.33a. Determine a tensão de cisalhamento 
média no tubo no ponto A se ele for submetido a um torque 
de 85 Nm. Calcule também o ângulo de torção devido a 
«sé carregamento. Considere G, = 26 GPa. 


SOLUÇÃO 

Tensão de cisalhamento média. Por inspeção, o tor- 
que interno resultante na seção transversal onde está lo- 
alizado o ponto 4 é T = 85N-m. Pela Figura 5.33b, a 
área sombreada A, , é 


= (50 mm)(50 mm) = 2.500 mm? 


60 mm 


tmn. je | 


Figura 5.33 
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Aplicando a Equação 5.18, 
T 85N-m (102 
“méd SA RA 1,7 N/mm? 
ZA, YU10mm)2.500 mm?) 
Resposta 


Visto que t é constante exceto nos cantos, a tensão de cisalha- 
mento média é a mesma em todos os pontos da seção trans- 
versal. A Figura 5.33c mostra essa tensão agindo sobre um 
elemento localizado no ponto 4 na Figura 5.33c. Observe 
que 7. age para cima na face sombreada, visto que ela con- 
tribui para o torque interno resultante T na seção. 


Ângulo de torção. O ângulo de torção provocado por T é 
determinado pela Equação 5.20; isto é, 


- 88N-m(10mm/m)(1,5 m)(10º mm/m) fé 
4(2.500 mm?2)2[26(10%) N/mm?] (10 mm) 


= 0,196(10-4) mm! f ds 


Nesta expressão, a integral representa o comprimento em 
torno da linha central do contorno do tubo (Figura 5.33b). 
Assim, 

& = 0,196(10-*) mm![4(50 mm)] = 3,92(10-º) rad 


Resposta 


EXEMPLO 5.17 


Um tubo fino é composto por três chapas de aço A-36 de 
5 mm de espessura, de tal modo que sua seção transversal é 
triangular, como mostra a Figura 5.34a. Determine o torque 
máximo T ao qual ele pode ser submetido se a tensão de ci- 
salhamento admissível for 7, = 90 MPa e a torção no tubo 
estiver restrita a não mais do que p = 2(1072) rad. 


SOLUÇÃO 
A área A, aparece sombreada na Figura 5.34b e é 


1 
Am = 2 (200 mm)(200 mm sen 60º) 


= 17,32(10*) mm?(10º m2?/mm?) = 17,32(10) m? 


A maior tensão de cisalhamento média ocorre em pontos 
onde a espessura do tubo é a menor, ou seja, ao longo das 
laterais, e não nos cantos. Aplicando a Equação 5.18, com 
t = 0,005 m, obtemos 


T 
2(0,005 m)(17,32(10)) m?) 
T = 15,6kN-m 


PE :90(109) N/m? = 


UAm 
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pa 


(b) 
Figura 5.34 


Também pela Equação 5.20, temos 


TL ds 
6= 9 
442G) 1 


4(17,32(102) m)2[75(10º) N/m?] ) (0,005 m) 


0,002 rad = 


300,0 = T $ ds 


A integral representa a soma das dimensões ao longo dos 


três lados do contorno da linha central. Assim, 
300,0 = T[3(020m)]T= 500N-m Resposta 


Por comparação, a aplicação do torque é restrita devido ao 
ângulo de torção. 


PROBLEMAS 


“5,88. Compare os valores da tensão de cisalhamento elás- 
tica máxima e do ângulo de torção desenvolvidos em eixos 
de aço inoxidável 304 com seções transversais circular e qua- 
drada. Cada eixo tem a mesma área de seção transversal de 
5.600 mm?, comprimento de 900 mm e está submetido a um 
torque de 500 N :m. 


Problema 5.88 


tensão de cisalhamento em um elemento de volume loc 


5.89. O eixo é feito de latão vermelho C83400 e tem se à o 
transversal elíptica. Se for submetido ao carregamento à : 
torção mostrado, determine a tensão de cisalhamento máx o 


ma no interior das regiões AC e BC e o ângulo de tor 


Ção 
da extremidade B em relação à extremidade A. ' 


5.90. Resolva o Problema 5.89 para a tensão de Cisalha 
mento máxima no interior das regiões AC e BC e ângulo de 
torção q da extremidade B em relação à C. 


Problemas 5.89/90 


5.91. O eixo de aço tem 300 mm de comprimento e é para: 
fusado em uma parede com uma chave de torque. Determine 
as maiores forças conjugadas F que podem ser aplicadas a 
eixo sem provocar o escoamento do aço. 7, = 56 MPa. 


“5,92. O eixo de aço tem 300 mm de comprimento e é para: 
fusado em uma parede com uma chave de torque. Determine 
a máxima tensão de cisalhamento no eixo e o deslocamento 
que cada força conjugada sofre se o valor das forças conjt- 
gadas for F = 150 N. G,, = 75 GPa. 


Problemas 5.91/92 


5.93. O eixo é feito de plástico e tem seção transversal a 
tica. Se for submetido ao carregamento de torção mostrá : 
determine a tensão de cisalhamento no ponto 4 e ne 
auize 
do nesse ponto. Determine também o ângulo de torção ?* 
extremidade B.G, = 15 GPa. 


sos « 
de aciol 
ator. * 
metido 
thamen 
de cisal 
Hesse pi 


4,95, € 
mm e 
tor a 

cabo po 
SE ESSE 
primen 
temida 
catisará 


26, 

“que: 
“ettehip 
EM um 


Estará 


50 mm 


Problema 5.93 


594. Oeixo quadrado é usado na extremidade de um cabo 
de acionamento para registrar a rotação do cabo em um me- 
didor. Se tiver as dimensões mostradas na figura e for sub- 
“metido a um torque de 8 N - m, determine a tensão de cisa- 
[hamento no eixo no ponto A. Faça um rascunho da tensão 
de cisalhamento sobre um elemento de volume localizada 


nesse ponto. 


) 5 mm 
“8 Nm 


Problema 5.94 


5.95. O cabo de latão tem seção transversal triangular de 
“2 mm em um lado. Se a tensão de escoamento para o latão 
for 7, = 205 MPa, determine o torque máximo T ao qual o 
cabo pode ser submetido de modo a não sofrer escoamento. 
de esse torque for aplicado a um segmento de 4 m de com- 
primento, determine o maior ângulo de torção de uma ex- 
tremidade do cabo em relação à outra extremidade que não 
Causará dano permanente ao cabo. G,. = 37 GPa. 


T 


Problema 5.95 


E 6 “Pretende-se fabricar uma barra circular para resistir a 

Ué; todavia, durante o processo de fabricação, a barra fi- 

elíptica, sendo que uma dimensão ficou menor que a outra 

EE k, comomostra a figura. Determine ofator k que 
ento da tensão de cisalhamento máxima. 
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Problema 5.96 


5.97. Uma escora de alumínio 2014-T6 está presa entre as 
duas paredes em A e B. Se tiver seção transversal quadrada 
de 50 mm por 50 mm e for submetida ao carregamento de 
torção mostrado, determine as reações nos apoios fixos. De- 
termine também o ângulo de torção em C. 


A Es 


Problema 5.97 


5.98. O tubo de aço inoxidável 304 tem espessura de 10 mm. 
Se a tensão de cisalhamento admissível for 7,,, = 80 MPa, 
determine o torque máximo T que ele pode transmitir. Cal- 
cule também o ângulo de torção de uma extremidade do 
tubo emrelação à outra se o tubo tiver 4 m de comprimento. 
Despreze as concentrações de tensão nos cantos. As dimen- 
sões médias são mostradas na figura. 


5.99. Otubo de aço inoxidável 304 tem espessura de 10 mm. 
Se o torque aplicado for T = 50 N - m, determine a tensão 
de cisalhamento média no tubo. Despreze as concentrações 
de tensão nos cantos. As dimensões médias são mostradas 
na figura. 


Problemas 5.98/99 


“5.100. Determine a espessura constante do tubo retangu- 
lar se a tensão de cisalhamento média não pode ultrapassar 
84 MPa quando um torque T = 2,5 kN : m for aplicado ao 
tubo. Despreze as concentrações de tensão nos cantos. As di- 
mensões médias do tubo são mostradas na figura. 
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5.101. Determine o torque T que pode ser aplicado ao tubo 
retangular se a tensão de cisalhamento média não pode ul- 
trapassar 84 MPa. Despreze as concentrações de tensão nos 
cantos. As dimensões médias do tubo são mostradas na figu- 
ra e o tubo tem espessura de 3 mm. 


Problemas 5.100/101 


5.102. Um tubo com as dimensões mostradas na figura é 
submetido a um torque T = 50N -«m. Desprezando as con- 
centrações de tensão em seus cantos, determine a tensão de 
cisalhamento média no tubo nos pontos 4 e B. Mostre a ten- 
são de cisalhamento nos elementos de volume localizados 
nesses pontos. 


E Dr 
50 mm 
Problema 5.102 


5.103. O tubo é feito de plástico, tem 5 mm de espessura, 
e as dimensões médias mostradas na figura. Determine a 
tensão de cisalhamento média nos pontos 4 e B se ele for 
submetido ao torque T' = 5 N : m. Mostre a tensão de cisalha- 
mento nos elementos de volume localizados nesses pontos. 


E 
som 
40 O add 


Problema 5.103 


“5,104. O tubo de aço tem seção transversal elíptica com 
as dimensões médias mostradas na figura e espessura cons. 
tante + = 5 mm. Se a tensão de cisalhamento admissível 
for Tm = 56 MPa e o tubo tiver de resistir a um torque 
T=375N-m, determine a dimensão b. A área média Pata 
a elipse é 4, = mb(0,5b). 


Problema 5.104 


5.105. O tubo é feito de plástico, tem 5 mm de espessura 
as dimensões médias são mostradas na figura. Determine a 
tensão de cisalhamento média nos pontos 4 e B se o tubo 
for submetido a um torque T = 500 N : m. Mostre a tensão 
de cisalhamento em elementos de volume localizados nesses 
pontos. Despreze as concentrações de tensão nos cantos. 


Problema 5.105 


5.106. O tubo de aço tem seção transversal elíptica de di 
mensões médias mostradas na figura e espessura constante 
t=5 mm. Se a tensão de cisalhamento admissívelfor Tm” 5 


MPa, determine a dimensão b necessária para resistir ao tor 
que mostrado. A área média para a elipse é 4 = mb(0Sb). 


Problema 5.106 


5407. 
as dim 
sa. Se 

tensão 
5. ind 
me loc 


“108. 
tubo É 
poteeh 
excendo 


3109,] 
mine o 
ue se 
indicad 
Fhostra 


Mn 


510.1 
fáine o 


fue so. 


o simétrico é feito de aço de alta resistência, tem 
ensões médias mostradas na figura e 5 mm de espessu- 
“a submetido a um torque T=40N-m, determine a 
e de cisalhamento média desenvolvida nos pontos 4 e 
Indique a tensão de cisalhamento em elementos de volu- 


localizados nesses pontos. 


H Otub 


Problema 5.107 


“'$,108. Devido a um erro de fabricação, o círculo interno do 
tubo é excêntrico em relação ao círculo externo. Qual é a 
porcentagem de redução da resistência à torção quando a 
excentricidade e for igual a 1/4 da diferença entre os raios? 


Problema 5.108 


5.109, Para uma tensão de cisalhamento média dada, deter- 
mine o fator de elevação da capacidade de resistência ao tor- 
que SE as seções semicirculares forem invertidas das posições 
indicadas pelas linhas tracejadas para as posições da seção 
mostrada na figura. O tubo tem 2,5 mm de espessura. 


Problema 5.109 


SE É | | 
o e Para uma dada tensão de cisalhamento máxima, deter- 
: o O fator de elevação da capacidade de resistência ao tor- 
* Se a seção semicircular for invertida da posição indicada 
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pelas linhas tracejadas para a posição da seção mostrada na 
figura. O tubo tem 2,5 mm de espessura. 


— ps Ca 


Problema 5.110 


5.8 Concentração de tensão 


A fórmula da torção, T., = TclJ, pode ser aplica- 
da a regiões de um eixo que tenham seção transversal 
circular constante ou ligeiramente cônica. Quando sur- 
gem mudanças repentinas na seção transversal, a dis- 
tribuição da tensão de cisalhamento e da deformação 
por cisalhamento no eixo tornam-se complexas e só 
podem ser obtidas por meios experimentais ou, possi- 
velmente, por análise matemática baseada na teoria da 
elasticidade. Três descontinuidades comuns em seções 
transversais que ocorrem na prática são mostradas na 
Figura 5.35. Elas aparecem em aco plamentos, que são 
utilizados para interligar dois eixos colineares (Figura 
5.35a), em rasgos de chaveta, usados para conectar en- 
grenagens ou polias a um eixo (Figura 5.35b), e filetes de 
redução, utilizados para fabricar um único eixo colinear 
de dois eixos com diâmetros diferentes (Figura 5.35c). 


(c) 
Figura 5.35 
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Em cada caso, a tensão de cisalhamento máxima 
ocorrerá no ponto (em negrito) indicado na seção 
transversal. 

Para que o engenheiro não precise executar uma 
análise complexa da tensão em uma descontinuidade 
do eixo, a tensão de cisalhamento máxima pode ser 
determinada para uma geometria específica com a 
utilização de um fator de concentração de tensão por 
torção, K. Como vimos no caso de elementos carrega- 
dos axialmente (Seção 4.7), K é normalmente obtido 
de um gráfico. Um exemplo para o filete de rebaixo 
é mostrado na Figura 5.36. Para usar esse gráfico, em 


sgos de chaveta e filei 
álise, não é necessá 


EXEMPLO 5.18 


O eixo em degrau mostrado na Figura 5.37a está apoia- 
do nos mancais em A e B. Determine a tensão máxima no 
eixo resultante dos torques aplicados. O filete na junção de 
cada eixo tem raio r = 6 mm. 


SOLUÇÃO 


Torque interno. Examinando a figura, vemos que o equi- 
líbrio de momento em torno da linha central do eixo é satis- 
feito. Uma vez que a tensão de cisalhamento máxima ocorre 


primeiro lugar, temos de determinar a razão geométri. 
ca D/d para definir a curva adequada e, então, uma vêr 
calculada a abscissa r/d, o valor de K é determinado e 
longo da ordenada. Em seguida, a tensão de cisalh. 
mento máxima é determinada pela equação 


(521) 


Aqui, a fórmula da torção é aplicada ao menor dos 
dois eixos interligados, visto que 7, ocorre na base do 
filete (Figura 5.35c). 

Podemos observar pelo gráfico que um aumento no 
raio r do filete provoca um decréscimo em K. Por con. 
sequência, a tensão de cisalhamento máxima no eixo 
pode ser reduzida aumentando o raio do filete. Além 
disso, se o diâmetro do eixo maior for reduzido, a razão 
Did será menor, assim como o valor de K e, portanto, 
T máx Será mais baixa. 

Como no caso de elementos carregados axialmente, 
os fatores de concentração de tensão por torção sempre 
devem ser utilizados no projeto de eixos feitos de mute: 
riais frágeis ou que serão submetidos a carregamentos de 
fadiga ou de torção cíclica. Essas condições dão origem 
à formação de trincas na concentração de tensão, o que 
muitas vezes pode resultar na falha repentina do eixo. 
Entenda também que, se um grande carregamento de 
torção estático for aplicado a um eixo feito de um mute- 
rial dúctil, deformações inelásticas podem-se desenvol. 
ver no interior do eixo. Como resultado do escoamento, 
a distribuição de tensão se tornará mais uniformemente 
distribuída em todo o eixo, de modo que a tensão máxi- 
ma resultante não será limitada na concentração de ten- 
são. Esse fenômeno será discutido na próxima seção. 


da seção transversa tal com 


nas extremidades engastadas dos eixos de menor diâmel'o; 
o torque interno pode ser determinado naquele lugar pele 
método das seções (Figura 5.37b). 


Tensão de cisalhamento máxima. O fator de concentra- 
ção de tensão pode ser determinado pela Figura 5.36. Pela 
geometria do eixo, temos 
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Tmáx = 3,10 MPa 


Distribuição da 
tensão de cisalhamento 
real causada pela 
concentração de tensão 


Distribuição da 
tensão de cisalhamento 
prevista pela fórmula da 
torção 


(c) 
Figura 5.37 


Assim, obtemos o valor de K = 1,3. 
Aplicando a Equação 5.21, temos 


30 Nm (0,020 m) 
(7/2) (0,020 m)* 


T 
Tux K E Tmáx — 1a) | = 3,10 MPa 


Resposta 


OBSERVAÇÃO: Por evidências experimentais, a distribui- 
ão de tensão real ao longo de uma linha radial da seção 
transversal na seção crítica é semelhante à mostrada na Figu- 


fá 5.37. Compare com a distribuição de tensão linear obtida 
pela fórmula da torção. 


9 Torção inelástica 


— As equações de tensão e deformação desenvolvi- 
| das até aqui só são válidas se o esforço de torção apli- 
cido fizer o material se comportar de maneira linear 
elástica. Todavia, se os carregamentos de torção forem 
Excessivos, o material pode escoar e, por consequência, 
“emos de fazer uma “análise plástica” para determi- 
a a distribuição da tensão de cisalhamento e o 
ngulo de torção. Para fazer essa análise, é necessátio 


: o às condições de deformação e equilíbrio para 
à EIXO, 
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Ymáx 


Distribuição linear da 
deformação por cisalhamento 


(a) (b) 


dp 


(c) 
Figura 5.38 


Mostramos na Seção 5.1 que as deformações por 
cisalhamento que se desenvolvem no material devem 
variar linearmente de zero no centro do eixo ao valor 
máximo em seu contorno externo (Figura 5.38a). Essa 
conclusão foi baseada inteiramente em considerações 
geométricas, e não no comportamento do material. 
Além disso, o torque resultante na seção deve ser equi- 
valente ao torque provocado por toda a distribuição da 
tensão de cisalhamento na seção transversal analisada. 
Essa condição pode ser expressa matematicamente, 
considerando-se a ação da tensão de cisalhamento 7 
sobre um elemento de área d À localizado à distância 
do p do centro do eixo (Figura 5.38b). A força produzi- 
da por essa tensão é dF = 7 dA,e o torque produzido é 
dT = p dF = pr dA. Para o eixo inteiro, exige-se 


T= foras 
A 


Se a área dA sobre a qual 7 age puder ser definida 
como um anel diferencial com área dA = 2ip d p (Figura 
5.38c), então a Equação 5.22 poderá ser escrita como 


(5.22) 


T=2m [19d 
Re SE (5.23) 


Essas condições de geometria e carregamento se- 
rão usadas agora para determinar a distribuição da 
tensão de cisalhamento em um eixo quando este for 
submetido a três tipos de torque. 


Torque elástico máximo. Se o torque produ- 
zir uma deformação por cisalhamento elástica máxima 
Yy, no contorno externo do eixo, então a distribuição 
da tensão de cisalhamento ao longo da linha radial do 
eixo será semelhante à mostrada na Figura 5.39b. Para 
determinar a distribuição da tensão de cisalhamento, 
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Distribuição da tensão 
de cisalhamento 


(b) (c) 
Figura 5.39 


Distribuição da deformação 
por cisalhamento 


devemos usar a lei de Hooke ou determinar os valo- 
res correspondentes da tensão de cisalhamento pelo 
diagrama 7-y do material (Figura 5.39a). Por exemplo, 
uma deformação por cisalhamento y, produz a tensão 
de cisalhamento 7, em p = c. Da mesma maneira, em 
p = pp a deformação por cisalhamento é y, = (p,//c) 
Y.: Pelo diagrama 7-y, y, produz 7,. Quando essas ten- 
sões e outras semelhantes são representadas grafica- 
mente em p = c, p = p, etc., o resultado esperado é 
a distribuição de tensão de cisalhamento linear dada 
na Figura 5.39c. Visto que essa distribuição da tensão 
de cisalhamento pode ser descrita matematicamente 
como 7 = 7.(p/c), o torque elástico máximo pode ser 
determinado pela Equação 5.23; isto é, 


c 
Te = 2m [ Te (2) dp 
0 [6 


T 
Te =5"é (5.24) 


ou 


É claro que esse mesmo resultado pode ser obtido de 
uma maneira mais direta, usando-se a fórmula da torção, 
T.= T.c(7/2)c*]. Além do mais, o ângulo de torção pode 
ser determinado pela Equação 5.13, a saber, 


do = ve (525) 


Como observamos na Seção 5.4, essa equação resulta 
em & = TL/JG quando o eixo é submetido a um torque 
constante e tem uma área de seção transversal constante. 


(a) 


Anel 
Plástico 


Núcleo 
elástico 


Distribuição da deformação 
por cisalhamento 


(b) (c) 
Figura 5.40 


Distribuição da tensão 
de cisalhamento 


Torque elástico-plástico. Agora, vamos con- 
siderar que o material no eixo exibe comportamento 
elástico perfeitamente plástico. Como mostra a Figura 
5.40a, isso é caracterizado por um diagrama da tensão 
de deformação por cisalhamento pelo qual o material 
sofre uma quantidade crescente de deformação por 
cisalhamento quando a tensão de cisalhamento no ma- 
terial atinge o ponto de escoamento, 7,. Assim, à me- 
dida que o torque aplicado aumentar de intensidade 
após ultrapassar T., começará a provocar escoamen- 
to. Em primeiro lugar, no contorno externo do eixo, 
p = ce então, à medida que a deformação por cisalha- 
mento máxima aumenta até, digamos, y', o escoamet: 
to do contorno progredirá para dentro na direção do 
centro do eixo (Figura 5.40b). Como mostra a figura, 
isso produz um núcleo elástico no qual, por cálculo 
proporcional, o raio externo do núcleo é p, = (y/y)º: 
Além disso, a porção externa do eixo forma um anel 
plástico, visto que as deformações por cisalhamento Y 
são maiores do que , no interior dessa região. A distti- 
buição da tensão de cisalhamento correspondente à0 
longo de uma linha radial do eixo é mostrada na Figlê 
5.40c. Ela foi determinada tomando-se pontos sucess 
vos na distribuição da deformação por cisalhamento 
e determinando-se o valor correspondente da tensão 
de cisalhamento pelo diagrama 7-7. Por exemplo, E 
p=c,y' dár,eemp = p,y, também dá 7, etc. 
Uma vez que agora podemos determinar 7 como 
função de p, podemos aplicar a Equação 5.23 pará E 
terminar o torque. Como fórmula geral para O con 
portamento elástico-plástico do material, temos 


Tor: 
dem 
O Esc 
ro 
com 
da te 
Com 
detei 
torqu 


C 
Eeque 


o 
Pe 
Pla 2 
o se )yê do +27 | retê do 
-2m [ * pe Pe 


Cc 


(5.26) 


orque plástico. Aumentos adicionais em T ten- 
sm à reduzir o raio do núcleo elástico até provocar 
scoamento de todo o material, isto é, p, — O (Figu- 
5.400). Então, o material do eixo é submetido a um 
mportamento perfeitamente plástico, e a distribuição 
a tensão de cisalhamento é constante (Figura 5.40c). 
Como 7 = 7, podemos aplicar a Equação 5.23 para 
determinar o torque plástico que representa o maior 
torque possível que o eixo suportará. 


se (5.27) 


Comparando com o torque elástico máximo T,, 
Equação 5.24, podemos ver que 


T 


Y Ye 72 Yu 


Distribuição da tensão de 
cisalhamento máxima 


(c) 
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Em outras palavras, o torque plástico é 33% maior 
que o torque elástico máximo. 

O ângulo de torção p para a distribuição da tensão 
de cisalhamento na Figura 5.40c não pode ser definido 
exclusivamente. Isso porque 7 = 7, não corresponde a 
nenhum valor único de deformação por cisalhamento 
y = 7, O resultado é que, uma vez aplicado T,o eixo 
continuará a deformar-se ou torcer-se sem nenhum au- 
mento correspondente na tensão de cisalhamento. 


Torque máximo. Em geral, a maioria dos ma- 
teriais de engenharia terá um diagrama da tensão de 
deformação por cisalhamento como mostra a Figura 
5.41a. Por consequência, se T aumentar de modo que a 
deformação por cisalhamento máxima no eixo se torne 
y = y, (Figura 5.41b), então, por cálculo proporcional, 
y, ocorre em p, = (y./y,)c. Da mesma maneira, as de- 
formações por cisalhamento em p = p, e p = p,, podem 
ser determinadas por cálculo proporcional, isto é, y, = 
(o !c)y, e y, = (pj/c)y,: Se os valores corresponden- 
tes de 7,7, T, e 7, forem lidos no diagrama 7-y e, en- 
tão, representados em gráfico, obtemos a distribuição 
da tensão de cisalhamento que age na linha radial na 
seção transversal (Figura 5.41c). O torque produzido 
por essa distribuição de tensão é denominado torque 
máximo,T |. 


c YAN Yu 
Yi Ye 


Pe 


Distribuição da deformação por 
cisalhamento máxima 


(b) 


(d) 


Figura 5.41 
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O valor de T, pode ser determinado por integração 
“gráfica” da Equação 5.23. Para tanto, a área da seção 
transversal do eixo é subdividida em um número finito de 
anéis, como o que aparece sombreado na Figura 5.41d. A 
área desse anel,y A = 2%p Ap, é multiplicada pela tensão 
de cisalhamento 7 que age sobre ele, de modo que a força 
AF = 7 AA pode ser determinada. Então, o torque criado 


por essa força é AT = p AF = p(r AA). A soma de to. 
dos os torques na seção transversal inteira, determinados 
desse modo, dá o torque máximo, Ts isto é, a Equação 
5.23 torna-se 7, = 2m27pºAp. Por outro lado, se a dis. 
tribuição de tensão puder ser expressa como uma função 
analítica, 7 = f(p), como nos casos do torque elástico e 
do torque plástico, então a integração da Equação 523 
poderá ser executada diretamente. 


ultante que age na seção transvers 
ue a distribuição da tensão de 
nto no valor do torque. Esse torque é de 


EXEMPLO 5.19 


O eixo tubular na Figura 5.42a é feito de uma liga de 
alumínio que se supõe tenha um diagrama elástico-plástico 
T—y, como mostra a figura. Determine (a) o torque máximo 


30 mm 


y (rad) 


(a) 


Distribuição da tensão 
de cisalhamento plástica (c) 


Figura 5.42 


que pode ser aplicado ao eixo sem provocar o escoamento 
do material e (b) o torque máximo ou torque plástico que 
pode ser aplicado ao eixo. Qual deve ser a deformação por 
cisalhamento mínima no raio externo para desenvolver um 
torque totalmente plástico? 


S0mm 12 MPa 


Distribuição de tensão de 
deformação por cisalhamento elástica 


A 01286 (1073) rad 


[0,172 (107?) rad 


Distribuição da deformação 
por cisalhamento elástica 


(b) 


0,477 (107) rad 


0,286 (10?) rad 


Distribuição da tensão de deformação 
por cisalhamento plástica inicial 
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SOLUÇÃO 
Torque elástico máximo. Exige-se que a tensão de cisa- 
lhamento na fibra externa seja 20 MPa. Pela fórmula da tor- 


ção; temos 


T. (0,05 m) 
(m/2)[(0,05 m)* — (0,03 m)] 


20(109) N/m? = 


T,=342kN:-m Resposta 


As distribuições da tensão de cisalhamento e da tensão 
de deformação por cisalhamento para esse caso são mostra- 
das na Figura 5.42b. Os valores na parede interna do tubo 
são obtidos por cálculo proporcional. 


Torque plástico. A distribuição da tensão de cisalhamen- 
to para esse caso é mostrada na Figura 5.42c. A aplicação da 
Equação 5.23 exige 7 = 7,. Assim 


0,05 m 1 0,05 m 
Tp = 27 / [20(109) N/m?]p? dp = 125,66(10º) 5 pº 

0,03m 
= 410kN:m 


0,03 m 
Resposta 


Para esse tubo, T, representa um aumento de 20% na capaci- 
dade de torque em comparação com o torque elástico T.. 


Deformação por cisalhamento do raio externo. O tubo 
torna-se totalmente plástico quando a deformação por cisa- 
lhamento na parede interna se torna 0,286(107*) rad, como 
mostra a Figura 5.42c. Visto que a deformação por cisalha- 
mento permanece linear na seção transversal, a deformação 
plástica nas fibras externas do tubo na Figura 5.42c é deter- 
minada por cálculo proporcional: 


Yo 0,286(10"*) rad 
S0mm 30 mm 


Resposta 
Yo = 0,477(102) rad 


EXEMPLO 5.20 | 


Um eixo maciço circular tem raio de 20 mm e compri- 
mento de 1,5 m. A Figura 5.43a mostra um diagrama 7-y 
elástico-plástico do material. Determine o torque necessá- 
rio para torcer o eixo de & = 0,6rad. 


SOLUÇÃO 
Pararesolver o problema, em primeiro lugar, obteremos a dis- 


tribuição da deformação por cisalhamento. Uma vez conheci- 
da essa distribuição, o torque aplicado pode ser determinado. 


A máxima deformação por cisalhamento ocorre na su- 
perfície do eixo, p = c. Visto que o ângulo de torção é p = 0,6 
rad para todo o comprimento de 1,5 m do eixo, então, usando 
a Equação 5.25 para o comprimento total, temos 
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7 (rad) 


0,0016 0,008 


(a) 


Ye = 0,0016 rad 


Distribuição da deformação por cisalhamento 


(b) 


Distribuição da tensão de cisalhamento 
(c) 


Figura 5.43 


L = Ymáx(1,5 m) 
=p: pie (0,02 m) 
Ymáx = 0,008 rad 


A distribuição da tensão de deformação por cisalha- 
mento, que sempre varia linearmente, é mostrada na Figura 
5.43b. Observe que ocorre escoamento do material, já que 
Yaáx > Y, = 0,0016 rad na Figura 5.43a. O raio do núcleo 
elástico, p,, pode ser obtido por cálculo proporcional. Pela 
Figura 5.43b, 


pe — 002m 
0,0016 0,008 
pe = 0,004m = 4mm 


Tendo como base a distribuição da deformação por ci- 
salhamento, a Figura 5.43c mostra a distribuição da tensão 
de cisalhamento, que é representada no gráfico sobre um 
segmento da linha radial. Agora, o torque pode ser obti- 
do pela Equação 5.26. Substituindo os valores numéricos 
obtemos 
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T= cao (40º — pê) 
75(10º) N/m? 
Sim E / I a(o? m)? — (0,004m)?) 
= 1,25kN:m Resposta 


*'5.10 Tensão residual 


Quando um eixo é submetido a deformações por ci- 
salhamento plásticas provocadas por torção, a remoção 
do torque acarretará a permanência de parte da tensão 
de cisalhamento no eixo. Essa tensão é denominada ten- 
são residual, e sua distribuição pode ser calculada pelos 
princípios de superposição e recuperação elástica. 

A recuperação elástica foi discutida na Seção 3.4 e 
refere-se ao fato de que, sempre que um material é de- 
formado plasticamente, parte da deformação no mate- 
rialérecuperadaquando a carga é retirada. Por exemplo, 
se um material for deformado até y,, mostrada como o 
ponto C na curva 7-y na Figura 5.44, a retirada da car- 
ga provocará uma tensão de cisalhamento inversa, de 
modo que o comportamento do material acompanhará 
o segmento de reta CD, criando uma certa quantidade 
de recuperação elástica da deformação por cisalhamen- 
to y,. Essa reta é paralela à porção inicial em linha reta 
AB do diagrama 7- e, assim, ambas as retas terão a 
mesma inclinação G, como indicado na figura. 

Para ilustrar como a distribuição de tensão residual 
pode ser determinada em um eixo, em primeiro lugar, 


Torque plástico aplicado que 
causa deformações plásticas 
por cisalhamento em todo o eixo 


(a) 


Torque elástico — 
plástico aplicado 


Torque elástico — plástico inverso 


(d) 


consideraremos que o eixo está submetido a um tor. 
que plástico T,. Como explicamos na Seção 5.9, T, cria 
uma distribuição de tensão de cisalhamento mostrada 
na Figura 5.45a. Consideraremos que essa distribuição 
é consequência da deformação do material y,no con. 
torno externo do eixo, Figura 5.44. Consideraremos 
também que y, é grande o suficiente para admitirmos 
que o raio do núcleo elástico aproxima-se de zero, isto 
é,y,>>7.: Se T, for removido, o material tende a re. 
cuperar-se elasticamente, acompanhando a reta CD. 
Visto que ocorre comportamento elástico, podemos 
sobrepor à distribuição de tensão na Figura 5.45a uma 
distribuição linear de tensão causada pela aplicação do 
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Figura 5.44 
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Distribuição de tensão de 
cisalhamento residual no eixo 


(b) (c) 
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Distribuição de tensão de 
cisalhamento residual no eixo 


Figura 5.45 


torque plástico T, na direção oposta (Figura 5.45b). 
Aqui, a tensão de cisalhamento máxima 7,, calculada 
por essa distribuição de tensão, é denominada módulo 
de ruptura por torção e é determinada pela fórmula da 


torção, que dá 


Toc Toe 
“O Tomo 
Pela Equação 5.27, 


[(2/3)mreclo 4 


e (m/2c* ge 


Observe que, nesse caso, a aplicação inversa de T 

usando a distribuição linear da tensão de cisalhamen- 
to na Figura 5.45b é possível, visto que a recuperação 
máxima para a deformação por cisalhamento elástica 
é 27, como observamos na Figura 5.44. Isso corres- 
ponde a uma tensão de cisalhamento máxima aplicada 
de 27, que é maior do que a tensão de cisalhamento 
máxima de 4/3r, calculada antes. Por consequência, a 
superposição de distribuições de tensão que envolva a 
aplicação e, então, a remoção de torque plástico resul- 
ta na distribuição de tensão de cisalhamento residual 
no eixo como mostra a Figura 5.45c. Devemos notar, 
por esse diagrama, que a tensão de cisalhamento no 
centro do eixo, 7, deve ser,na realidade, nula, visto que 
o material ao longo da linha central do eixo não sofre 
deformação. O motivo de ela não ser nula é que con- 
sideramos anteriormente que todo o material do eixo 
sofreu deformação após atingir o ponto de escoamen- 
to para podermos determinar o torque plástico (Figu- 
ra 5.45a). Em situações reais, temos de considerar um 
torque elástico-plástico na modelagem do comporta- 
mento do material, o que resulta na superposição da 
distribuição de tensão mostrada na Figura 5.45d. 


EXEMPLO 5.21 


Um tubo é feito de uma liga de latão e tem 1,5 m de 
Comprimento e área da seção transversal mostrada na Figu- 
ta 5.46a. O diagrama 7-y elástico-plástico do material tam- 
bém é mostrado na Figura 5.46a. Determine o torque plás- 
“Meo T. Quais são a distribuição da tensão de cisalhamento 
fesidual e a torção permanente remanescente no tubo se T 


for removido logo após o tubo se tornar totalmente plásti- 
€0? G = 42 GPa. 


A fórmula da torção só é válida quando o material se comporta 
de maneira elástica linear; todavia, o módulo de ruptura tem esse 
tome porque presume que o material se comporte elasticamente 
* Sentão, sofre ruptura repentina no limite de proporcionalidade. 
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c;= 25 mm 


y (rad) 


7, = 104,52 MPa 


Torque plástico inverso 


RO 
Ny 
20,52 MPa 


Distribuição da tensão de cisalhamento residual 


Figura 5.46 


SOLUÇÃO 


Torque plástico. O torque plástico T, deformará o tubo 
de tal modo que todo o material sofre escoamento. Por con- 
sequência, a distribuição de tensão será a mostrada na Figura 
5.46b. Aplicando a Equação 5.23, temos 


S 27 3 3 
z — 27), TP? dp = 3 Fe (c; = e) 


27 
3 


(84 N/mm?)I(50 mm)? — (25mm)?] = 19,24(10º) N - mm 


Resposta 
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No instante exato em que o tubo se torna totalmente 
plástico, o escoamento já terá começado no raio interno, isto 
é,em c, = 25 mm, y, = 0,002 rad (Figura 5.46a). O ângulo de 
torção que ocorre pode ser determinado pela Equação 5.25 
que, para o tubo inteiro, se torna 


Ero (0,002)(1,5 m)(10º mm/m) 
c (25 mm) 


Bo 7, = 0,120 rad” 

Quando T, é removido ou, na verdade, reaplicado na di- 
reção oposta, então a distribuição da tensão de cisalhamento 
linear “fictícia” mostrada na Figura 5.46c deve ser sobrepos- 
ta à mostrada na Figura 5.46b. Na Figura 5.46c, a tensão de 
cisalhamento máxima ou o módulo de ruptura é calculado 
pela fórmula da torção 


Toc 19,24(10)$N -mm — (50 mm) 
“ST (m/D[60mm)! — (25 mm)3] 


=104,52N mm? = 104,52 MPa 


Além disso, na parede interna do tubo, a tensão de cisalha- 
mento é 


25 mm 
50 mm 


T; = (104,52 Ma ( = 52,26 MPa 


Pela Figura 5.464, G= 7,/y, = 84 N/mm?/(0,002 rad) = 
42(10º) MPa, de modo que, quando T, é removido, o ângulo 
de torção correspondente &' é 


 1924(10)$N mm (L5)(10º mm/m) 
— (r/DS0 mm)! — (25 mm)*]42(102) N/mm? 


= 0,0747 rad) 


Portanto, a distribuição da tensão de cisalhamento resi- 
dual resultante é mostrada na Figura 5.46d. A rotação per- 
manente do tubo após a remoção de T, é 


t+ & = 0,120 — 0,0747 = 0,0453 radNY Resposta 


PROBLEMAS 


5.111. A tensão de cisalhamento admissível para o aço usada 
no eixo é 7, — 8 MPa. Se os elementos forem interligados 
por um filete de solda de raio r = 4 mm, determine o torque 
máximo T que pode ser aplicado. 


50 mm 


Problema 5.111 


“5412. O eixo é usado para transmitir 660 W ao girar q 
450 rpm. Determine a tensão de cisalhamento máxima no 
eixo. Os segmentos são interligados por um filete de solda 
de raio 1,875 mm. 


25 mm 


Problema 5.112 


5.113. Oeixo está preso à parede em A e é submetido aos 
torques mostrados na figura. Determine a tensão de cisalha- 
mento máxima no eixo. Um filete de solda de raio 4,5 mm é 
usado para interligar os eixos em B. 


Problema 5.113 


5.114. O eixo aumentado foi projetado para girar a 720 
rpm enquanto transmite 30 kW de potência. Isso é possível? 
A tensão de cisalhamento admissível é 7,;m — 12 MPa. 


5.115. O eixo aumentado foi projetado para girar a 540 
rpm. Se o raio do filete de solda que interliga os eixos for 
r = 7,20 mm e a tensão de cisalhamento admissível para o 
material for 7,,, = 55 MPa, determine a potência máxima 
que o eixo pode transmitir. 


Problemas 5.114/115 


*5.116. A tensão de cisalhamento admissível para O aço 
usado na fabricação do eixo é 7,,, = 8 MPa. Se os elementos 
forem interligados por um filete de solda de raio r = 2,25 
mm, determine o torque máximo T que pode ser aplicado. 


Ss 
de 

ma 
OT 


52 
mel 
um 

esc. 
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mic 
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Problema 5.116 


5417. Um eixo maciço é submetido ao torque T, que pro- 
voca o escoamento do material. Se o material for elástico- 
plástico, mostre que o torque pode ser expresso em termos 
do ângulo de torção & do eixo como T = 4/3 T(1 — &º /4b?), 
onde T, e &, são o torque e o ângulo de torção quando o 
material começa a escoar. 


5.118. Um eixo maciço com diâmetro de 50 mm é feito de 
material elástico-plástico com tensão de escoamento 7 = 
112 MPa e módulo de cisalhamento G = 84 GPa. Determine 
otorque exigido para desenvolver um núcleo elástico no eixo 
com diâmetro de 25 mm. Calcule também o torque plástico. 


5.119. Determine o torque necessário para torcer um cabo 
de aço curto de 3 mm de diâmetro por várias revoluções se 
ele for feito de um aço que se presume ser elástico-plástico 
com tensão de escoamento 7, = 80 MPa. Considere que o 
material se torna totalmente plástico. 


“5120. Um eixo maciço tem diâmetro de 40 mm e compri- 
mento de 1 m e é feito de um material elástico-plástico com 
tensão de escoamento 7, = 100 MPa. Determine o torque 
elástico máximo T, e o ângulo de torção correspondente. 
Qual é o ângulo de torção se o torque for aumentado para 
T=1,272 G=80GPa. 


5121. O eixo é submetido a um torque T que produz escoa- 
mento na superfície do segmento de maior diâmetro. Deter- 
mine o raio do núcleo elástico produzido no segmento de me- 
nor diâmetro. Despreze a concentração de tensão no filete. 


T 60 mm 


Problema 5.121 


5.122. Uma barra com seção transversal circular de 75 mm 
de diâmetro é submetida a um torque de 12,5 kN -m. Se o 
material for elástico-plástico, com 7, = 112 MPa, determine 
O raio do núcleo elástico. 


5123, Um eixo tubular tem diâmetro interno de 20 mm, diâ- 
metro externo de 40 mm e comprimento de 1 m. É feito de 
um material elástico perfeitamente plástico com tensão de 
escoamento 7, = 100 MPa. Determine o torque máximo que 
ele Pode transmitir. Qual é o ângulo de torção de uma extre- 
imidade em relação à outra extremidade se a deformação por 


cisalhamento na superfície interna do tubo estiver prestes a 
escoar? G = 80 GPa, 
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Problema 5.123 


“5,124. O tubo de 2 m de comprimento é feito de um 
material elástico-plástico como mostra a figura. Deter- 
mine o torque aplicado T que submete o material da bor- 
da externa do tubo a uma deformação por cisalhamento de 
Ymáx + 0,008 rad. Qual seria o ângulo de torção permanente 
do tubo quando o torque for removido? Faça um rascunho 
da distribuição da tensão residual no tubo. 


45 mm 


á rad 
0,003 à ad) 


Problema 5.124 


5.125. O tubo tem comprimento de 2 m e é feito de um 
material elástico-plástico material como mostra a figura. 
Determine o torque necessário só para tornar o material to- 
talmente plástico. Qual é o ângulo de torção permanente do 
tubo quando esse torque é removido? 


y (rad) 


0,007 
Problema 5.125 
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5.126. Oeixo é feito de um material endurecido por defor- 


mação cujo diagrama 7—y é mostrado na figura. Determine o 7 (MPa) 
torque T que deve ser aplicado ao eixo de modo a criar um 125 E 
núcleo elástico no eixo com raio p, = 12,5 mm. se 


y (rad) 


0,0025 0,010 


Problema 5.128 


5.129. O eixo é composto por duas seções rigidamente 
acopladas. Se o material for elástico perfeitamente plástico 
como mostra a figura, determine o maior torque T que pode 
ser aplicado ao eixo. Além disso, desenhe a distribuição da 
tensão de cisalhamento na linha radial para cada seção. Des- 
preze o efeito da concentração de tensão. 


25 mm 


Problema 5.126 


5.127. O tubo de 2 m de comprimento é feito de um ma- 
terial elástico perfeitamente plástico como mostra a figura. 
Determine o torque aplicado T que submete o material 
da borda externa do tubo à deformação por cisalhamento 
Ymáx + 0,006 rad. Qual será o ângulo de torção permanente 
do tubo quando esse torque for removido? Faça um rascu- 


nho da distribuição de tensão residual no tubo. y (rad) 


Problema 5.129 


5.130. Oeixo é feito de um material elástico perfeitamente 
plástico como mostra a figura. Faça um gráfico da distribui- 
ção da tensão de cisalhamento que age ao longo de uma Ii- 
nha radial se o eixo for submetido a um torque T = 2kNm. 
Qual será a distribuição da tensão residual no eixo quando o 
30 mm * torque for removido? 


35 mm 


y (rad) 


0,003 


Problema 5.127 


“5128. O diagrama tensão-deformação por cisalhamento 
para um eixo maciço de 50 mm de diâmetro pode ser apro- 
ximado como mostra a figura. Determine o torque exigido 
para provocar uma tensão de cisalhamento máxima de 125 0,001875 

MPa no eixo. Se o eixo tiver 3 m de comprimento, qual será 

o ângulo de torção correspondente? Problema 5.130 


y (rad) 


a 
Se « 
por 


dev 
ção 


amei fd O E a EE 


5 31; Um eixo de 37,5 mm de diâmetro é feito de um ma- 
al elástico-plástico como mostra a figura. Determine o 
raio de seu núcleo elástico se ele for submetido a um torque 
T = 300 Nm. Se o eixo tiver 250 mm de comprimento, de- 
termine o ângulo de torção. 


y (rad) 


Problema 5.131 


5,132. Umtorque é aplicado ao eixo que temraio de 100 mm. 
Se o material obedecer a uma relação tensão-deformação 
por cisalhamento de 7 = 201º MPa, determine o torque que 
deve ser aplicado ao eixo de modo que a máxima deforma- 
ção por cisalhamento se torne 0,005 rad. 
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y (rad) 


0,005 
Problema 5.132 


5.133. O eixo é feito de um material elástico perfeitamente 
plástico como mostra a figura. Determine o torque que o eixo 
pode transmitir se o ângulo de torção admissível for 0,375 rad. 
Determine também o ângulo de torção permanente, uma vez 
removido o torque. O eixo tem 2 m de comprimento. 


- rad 
0,001875 aa) 


Problema 5.133 


mod 
é proporcional à sua d 


À ezes, 
informada, caso em que o torque é determinado por 
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O ângulo de torção de um eixo circular é determinado 
por É 


Seo torque e JG forem constantes, então 


TL 
do dio 


Para aplicação e para termos certeza de que o material 
“não escoará, mas permanecerá linear elástico, é necessá- 


rio Usar uma convenção de sinal para o torque interno. . 


Seo eixo for estaticamente indeterminado, então os 
torques de reação são determinados por equilíbrio, 
compatibilidade de torção é relação torque-torção, tal 
como & = TLYG. 


Eixos maciços não circulares tendem a entortar para fora 
do plano quando submetidos a um torque. Há fórmulas 
disponíveis para determinar a tensão de cisalhamento 
elástica e a torção para esses casos. É 


A tensão de cisalhamento em tubos é determinada con- 


siderando-se o fluxo de cisalhamento no tubo. Conside- 
ra-se que a tensão de cisalhamento em cada espessura + 
do tubo seja constante. Seu valor é determinado por 


T , — o 
méd Am 


“Ocorrem concentrações de tensão em eixos quando a 


seção transversal muda repentinamente. A tensão de ci- 
salhamento máxima é determinada com a utilização de 


um fator de concentração de tensão K que, por sua vez, 
é determinado por meios experimentais e representado 
em forma gráfica. Uma vez obtido o fator, 
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co torque ap icado fizer o material ultrapassar O limite. 


ástico, então a distribuição de tensão não será propor- 

onal à distância radial em relação à linha central doeixo. 

m vez disso, o torque estará relac onado à distribuição 
de tensão pelo diagrama tensão de cisalhamento-defor- 
mação por cisalhamento e equilíbrio. 


um eixo for submetido a um torque plástico que de- 
é removido, o torque provocará reação elástica no 
rial, € o que causará o desenvolvimento de tensão de 
salhamento residual no eixo. 


PROBLEMAS DE REVISÃO 


5134, Considere um tubo de parede fina de raio médio r e es- 
pessura t. Mostre que a tensão de cisalhamento máxima no tubo 
devido a um torque aplicado T se aproxima da tensão de cisa ha- 
mento média calculada pela Equação 5.18 quando r/t — co, 


Problema 5.134 


5.135. O eixo de aço inoxidável 304 tem 3 m de compri- 
mento e diâmetro externo de 60 mm. Quando está girando 
a 60 rad/s, transmite 30 kW de potência do motor E para o 
gerador G. Determine a menor espessura do eixo se a tensão 
de cisalhamento admissível for 7,,, = 150 MPa e o eixo esti- 
ver restrito a uma torção não maior do que 0,08 rad. 


Problema 5.135 


“5.136.  Oeixomaciço de aço inoxidável 304 tem 3 m de com- 
'  PúmMento e diâmetro de S0 mm. Ele deve transmitir 40 kW de 
potência do motor E para o gerador G. Determine a menor 
velocidade angular que o eixo pode ter se estiver restrito a 
tina torção não maior do que 1,5º. 


E G 


Problema 5.136 


5.137. Otubo de uma perfuratriz de poço de petróleo é fei- 
to de aço e tem diâmetro externo de 112 mm e espessura de 
6 mm. Se o tubo estiver girando a 650 rev/minuto enquanto 
recebe potência de um motor de 12 kW, determine a tensão 
de cisalhamento máxima no tubo. 


5.138. Oeixo cônico é feito de liga de alumínio 2014-T6 e seu 
raio pode ser descrito pela função » = 0,02(1 + x?) m, onde x é 
dado emmetros. Determine o ângulo de torção de sua extremi- 
dade A se ele for submetido a um torque de 450 N :m. 


Problema 5.138 


5.139. O motor do helicóptero transmite 660 kW ao eixo 
do rotor AB quando a hélice está girando a 1.500 rev/minuto. 
Determine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diã- 
metro do eixo AB se a tensão de cisalhamento admissível for 
Tam = 96 MPa e as vibrações limitarem o ângulo de torção 
do eixo a 0,05 rad. O eixo tem 0,6 m de comprimento e é feito 
de aço-ferramenta L2. 


Problema 5.139 
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*5,140. O motor do helicóptero transmite 660 kW ao eixo do 
rotor AB quando a hélice está girando a 1.500 rev/minuto. 
Determine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diá- 
metro do eixo AB se a tensão de cisalhamento admissívelfor 
Taim — 75 MPa e as vibrações limitarem o ângulo de torção 
doeixo a 0,03 rad. O eixo tem 0,6 m de comprimento e é feito 
de aço-ferramenta L2. 


Problema 5.140 


5.141. O material de fabricação de cada um dos três eixos 
tem tensão de escoamento 7, a módulo de cisalhamento G. 
Determine qual das geometrias resistirá ao maior torque 
sem escoamento. Qual porcentagem desse torque pode ser 
suportada pelos outros dois eixos? Considere que cada eixo 
é feito com a mesma quantidade de material e tem a mesma 
área de seção transversal 4. 


Problema 5.141 


5.142. O tubo circular de aço A-36 é submetido a um tor. 
que de 10 kN - m. Determine a tensão de cisalhamento no 
raio médio p = 60 mm e calcule o ângulo de torção do tubo 
se ele tiver 4m de comprimento e estiver preso em sua extre. 
midade mais distante. Resolva o problema usando as equa. 
ções 5.7,5.15,5.18€ 5.20. 


t=5mm a 
10 kN-m 


Problema 5.142 


5.143. O tubo de alumínio tem 5 mm de espessura e dimen- 
sões da seção transversal externa mostradas na figura. De- 
termine a máxima tensão de cisalhamento média no tubo. 
Se o tubo tiver comprimento de 5 m, determine o ângulo de 
torção. G, = 28 GPa. 


Problema 5.143 


Flexão 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


6.1 Diagramas de força 


cortante e momento fletor 


Elementos delgados que suportam carregamentos 
aplicados perpendicularmente a seu eixo longitudinal 
são denominados vigas. Em geral, vigas são barras lon- 
gas e retas com área de seção transversal constante e 
classificadas conforme o modo como são apoiadas. Por 
exemplo, uma viga simplesmente apoiada é suportada 
por um:apoio fixo em uma extremidade e um apoio 
móvel (ou rolete) na outra extremidade (Figura 6.1), 
uma viga em balanço é engastada em uma extremida- 
de e livre na outra, e uma viga apoiada com extremida- 
de em balanço é uma viga na qual uma ou ambas as ex- 
tremidades ultrapassam livremente os apoios. As vigas 
certamente podem ser consideradas entre os mais im- 
portantes de todos os elementos estruturais. Citamos 
tomo exemplo elementos utilizados para suportar o 
piso de um edifício, a plataforma de uma ponte ou a 
asa de um avião. Além disso, o eixo de um automóvel, 
à lança de um guindaste e até mesmo muitos dos ossos 
do corpo humano agem como vigas. 

Porconta dos carregamentos aplicados, as vigas de- 
senvolvem uma força de cisalhamento interna (força 
cortante) e momento fletor que, em geral, variam de 
Ponto para ponto ao longo do eixo da viga. Para proje- 
tar uma viga corretamente, em primeiro lugar, é neces- 
sário determinar a força de cisalhamento e o momento 
Máximos que agem na viga. Um modo de fazer isso é 
expressar V e M em função de uma posição arbitrária 
t a0 longo do eixo da viga. Então, essas funções de ci- 
Salhamento e momento podem ser representadas em 


Vigas e eixos são importantes elementos estruturais e mecânicos usados em projetos de engenharia. Neste 
capítulo, determinaremos a tensão provocada nesses elementos por conta da flexão. O capítulo começa 
com uma discussão sobre como construir os diagramas de força cortante e momento fletor para uma viga 
ou eixo. Assim como os diagramas de força normal e de torque, os diagramas de força cortante e momento 
fletor proporcionam um meio útil para determinar a maior força de cisalhamento e o maior momento em um 
elemento e especificam onde esses máximos ocorrem. Uma vez determinado o momento interno em uma 
seção, a tensão de flexão pode ser calculada. Em primeiro lugar, consideraremos elementos retos, com seção 
transversal simétrica e feitos de materiais homogêneos lineares elásticos. Em seguida, discutiremos casos 
especiais que envolvem flexão assimétrica e elementos feitos de materiais compósitos. Também considera- 
remos elementos curvos, concentrações de tensão, flexão inelástica e tensões residuais. 


| Viga em balanço 


Viga apoiada com uma extremidade em balanço 


Figura 6.1 


gráficos denominados diagramas de força cortante e 
momento fletor. Os valores máximos tanto de V quan- 
to de M podem ser obtidos desses gráficos. Além disso, 
uma vez que fornecem informações detalhadas sobre 
a variação do cisalhamento e do momento ao longo do 
eixo da viga, os diagramas de força cortante e momen- 
to fletor são frequentemente usados pelos engenheiros 
para decidir onde colocar materiais de reforço no inte- 
rior da viga ou como calcular as dimensões da viga em 
vários pontos ao longo de seu comprimento. 

Na Seção 1.2, utilizamos o método das seções para 
determinar o carregamento interno de um elemento 
em um ponto específico. Todavia, se tivermos de de- 
terminar V e M internos em função de x ao longo de 
uma viga, então será necessário localizar a seção ou 
corte imaginário a uma distância arbitrária x da extre- 
midade da viga e formular V e M em termos de x. Nesse 


182 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


sentido, a escolha da origem e da direção positiva para 
qualquer distância x selecionada é arbitrária. Entre- 
tanto, na maioria das vezes, a origem é localizada na 
extremidade esquerda da viga e a direção positiva é da 
esquerda para a direita. 

Em geral, as funções de cisalhamento interno e mo- 
mento fletor obtidas em função de x serão descontínuas, 
ou seja, suas inclinações serão descontínuas em pontos 
nos quais uma carga distribuída muda ou onde são apli- 
cadas forças concentradas ou conjugados. Por essa razão, 
as funções de cisalhamento e momento fletor devem ser 
determinadas para cada região da viga localizada entre 
quaisquer duas descontinuidades de carregamento. Por 
exemplo, as coordenadas x,, x, e x, terão de ser usadas 
para descrever a variação de Ve M em todo o compri- 
mento da viga na Figura 6.2. Essas coordenadas serão 
válidas somente dentro das regiões de À a B para x, de 
BaCparax,edeCaDparaezx,. 


Convenção de sinal para vigas. Antes de 
apresentar um método para determinar o cisalhamen- 
to e o momento em função de x e, então, construir um 
gráfico dessas funções (diagramas de força cortante e 
momento fletor), é necessário estabelecer uma con- 
venção de sinal de modo a definir força cortante in- 
terna e momento fletor como “positivos” e “negativos”. 
Embora a escolha de uma convenção de sinal seja ar- 
bitrária, aqui adotaremos a convenção frequentemente 
utilizada na prática da engenharia e mostrada na Figura 
6.3. As direções positivas são as seguintes: a carga dis- 
tribuída age para baixo na viga; a força cortante interna 


P 


X3 


Figura 6.2 


w(x) 


cisalhamento interno positivo 
M M 


Momento interno positivo 


Convenção de sinal para a viga 


Figura 6.3 


provoca uma rotação em sentido horário no segmento 
da viga sobre o qual age; e o momento interno causa 
compressão nas fibras superiores do segmento de forma 
que a flexão deste faz com que ele retenha água. Carre- 
gamentos opostos a esses são considerados negativos. 


PONTOS IMPORTANTES 


nal. Elas sã 


Os diagramas de força cortante e momento fletor para uma viga podem ser construídos por 1 meio dos procedimen- 


tos descritos a seguir. 


Reações | nos apoios 


* Determine todas as forças de reação é momeiitos conjugados que agem na viga e decomponha todas as forças em 


componentes que agem perpendicular e paralelamente ao eixo da nes 


Funções de cisalhamento e momento 


o Especifique coordenadas separadas x com origem na extremidade esquerda da vi gae que se esten 
da viga entre forças concentradas e/ou momentos, ou até onde não existir nenhuma descoi 


mento distribuído. 


, até: as regiões 
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e Secione a viga perpendicularmente a seu eixo em medo distância x € faça o Albina de corpo livre de um dos seg- 
mentos. Não esqueça que as ações de V e M devem ser facdraças no sentido positivo, de acordo com a convenção 
“de sinal dada na Figura 63. 

“O cisalhamento é obtido pela soma das forças perpendiculares ao eixo da viga. 

e O momento é obtido pela soma dos momentos em torno da extremidade secionada do segmento. 


Diagramas de força cortante e momento fletor 


Construa O diagrama de força cortante (V versus x) € O diagrama de momento fletor (M versus x). Se os valores 
numéricos das unções que descrevem Ve M forem positivos, serão marcados acima “do eixo x, ao passo que valores 

negativos serão marcados abaixo do eixo. 
Em geral, é conveniente mostrar os diagramas de força cortante e momento fletor diretamente abaixo do diagrama : 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
tee momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.4a. 


SOLUÇÃO 
Reações nos apoios. Asreações nos apoios foram deter- 
minadas como mostra a Figura 6.4d. 


Funções de cisalhamento e momento fletor. A viga foi 
secionada a uma distância arbitrária x do apoio 4, estenden- 
do-se pelo interior da região AB; o diagrama de corpo livre 
do segmento esquerdo é mostrado na Figura 6.4b. As ações 
das incógnitas V e M são indicadas no sentido positivo na face 
direita do segmento de acordo com a convenção de sinal pré- 
estabelecida. A aplicação das equações de equilíbrio produz (b) (c) 


no) 
TV 


+1ZF,=0; Va (1) 


P 
H2M =0; M=Dx (2) À 
2 

P P 

2 2 
Um diagrama de corpo livre para um segmento esquerdo da V 
viga que se estende até a distância x no interior da região BC & 
é mostrado na Figura 6.4c. Como sempre, as ações de Ve M 
são mostradas no sentido positivo. Por consequência, » 

P 
P — + Licores eee] 
+I27,=0; q PEV So 2 
V= Ea (3) M Mináx = É 
2 
LE2M = 0; M+P(r-2)-Ex- E 
2 2 
P (d) 
=5U-s) (4) 
Figura 6.4 

O diagrama de força cortante é uma representação gráfica exempio 6.2 NA 
das equações 1 e 3, e o diagrama de momento fletor é uma 
representação gráfica das equações 2 e 4 (Figura 6.4d). Represente graficamente os diagramas de força cortan- 


OBSERVAÇÃO: Essas equações podem ser verificadas em te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.5a. 


parte, observando-se que dV/dx = —w e dMIdx = V em cada SOLUÇÃO 
caso. (Essas relações serão desenvolvidas na próxima seção 


tomo equações 6.1 e 6.2.) 
O 


Reações nos apoios. As reações nos apoios foram deter- 
minadas na Figura 6.5d. 
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Figura 6.5 


Funções de cisalhamento e momento fletor. Esse 
problema é semelhante ao exemplo anterior, no qual duas 
coordenadas x devem ser usadas para expressar o cisalha- 
mento e o momento em todo o comprimento da viga. Para 
o segmento no interior da região AB (Figura 6.5b), temos 


Mo 
+ÍZF,=0; V=-— 
Mo 


Mo 
+IZF, = 0; v=-> 
Ê L 
M 
(HEM = 0; M=M-T* 


Diagramas de força cortante e momento fletor. Quan- 
do as funções acima são representadas em gráfico, obtemos 
os diagramas de força cortante e momento fletor mostrados 
na Figura 6.5d. 


OBSERVAÇÃO: O cisalhamento é constante em todo q 
comprimento da viga, isto é, não é afetado pelo moment 
conjugado M, que age no centro da viga. Exatamente como 
uma força cria um salto no diagrama de força cortante 
(Exemplo 6.1), um momento conjugado cria um salto no 
diagrama de momento fletor. 


EXEMPLO 6.3 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.6a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. Asreaçõesnos apoios foram calcu- 


ladas na Figura 6,6c. 


eeaeaagarreaaoaça 


E rereemeas SM 


eme 


wL| 
a 
2 
E Mnáx = vE, 
E 
E e L nã Em x 
Es 
(c) 
Figura 6.6 


Funções de cisalhamento e momento fletor. Um diagra- 
ma de corpo livre do segmento esquerdo da viga é mostrado 
na Figura 6.6b. O carregamento distribuído neste segmen- 
to é representado por sua força resultante somente depois 
que o segmento é isolado como um diagrama de corpo livre. 
Visto que o segmento tem comprimento x, o valor da for- 
ça resultante é wx. Essa força age no centroide da área que 
compreende o carregamento distribuído, à distância x/2 da 
extremidade direita. A aplicação das duas equações de equi- 


líbrio produz 


w 
+15F,=0; EO fo 


V= u(E — +) (1) 


(E). + co(5) +M=0 


M = (Lx Edo) (2) 


(FSM =0; 


Esses resultados para V e M podem ser verificados observan- 
do que dV/dx = —w. De fato, essa expressão está correta, já que 
w positiva age para baixo. Observe também que dM/dx = V. 


Diagramas de força cortante e momento fletor. Os 
diagramas de força cortante e momento fletor mostrados na 
Figura 6.6c são obtidos pela representação gráfica das equa- 
ções 1 e 2.0 ponto de cisalhamento zero pode ser determi- 
nado pela Equação 1: 


OBSERVAÇÃO: Pelo diagrama de momento fletor esse valor 
de x representa o ponto na viga onde ocorre o momento má- 
ximo, já que, pela Equação 6.2, a inclinação V = 0 = dM/dx. 
Pela Equação 2, temos 


EXEMPLO 6.4. 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.7a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. A carga distribuída é substituída por 
Sta força resultante, e as reações foram determinadas como 
Mostra a Figura 6.7b. 
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Funções de cisalhamento e momento fletor. Um diagra- 
ma de corpo livre de um segmento da viga de comprimento x 
é mostrado na Figura 6.7c. Observe que a intensidade da carga 
triangular na seção é determinada por cálculo proporcional, 
isto é, wlx = w/L ou w = w x/L. Como a intensidade da carga 
é conhecida, a resultante do carregamento distribuído é deter- 
minada pela área sob o diagrama (Figura 6.7c). Assim, 


woL 1/ wox 
+[3F,=0; — — = 
Wo 
V= Dad: 
GE) (1) 


(o) 


(d) 
Figura 6.7 
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(+EM = 0; 
woL? woL 1/wox (: ) 
ES, =| — |, = + o 
3 5 (x) l L ) 3% M =0 
— Mo 3 2 3 
=—— [ — + a 
M = (CI? + 312x — 3º) (2) 


Esses resultados podem ser verificados pela aplicação das 
equações 6.1 e 6.2, isto é, 


= dV = Wo Wox 
WS = ig (0 — 2x) L OK 
dM Wo 2 2 Wo 2 2 
=" =(0+4 = ted = 
V Er EL (0 + 3L 3x) 2L (L x) OK 


Diagramas de força cortante e momento fletor. Os 
gráficos das equações 1 e 2 são mostrados na Figura 6.7d. 


EXEMPLO 6.5 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.84. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. A carga distribuída é dividida em 
dois carregamentos, sendo um triangular e outro retangular 
e, então, esses carregamentos são substituídos por suas forças 
resultantes. As reações foram determinadas como mostra o 
diagrama de corpo livre da viga (Figura 6.8b). 


Funções de cisalhamento e momento fletor. Um dia- 
grama de corpo livre do segmento esquerdo é mostrado na 
Figura 6.8c. Como fizemos para a reação nos apoios, o car- 
regamento trapezoidal é substituído por uma distribuição 
retangular e outra triangular. Observe que a intensidade da 
carga triangular na seção é determinada por cálculo pro- 
porcional. A força resultante e a localização de cada carre- 
gamento distribuído também são mostradas. Aplicando as 
equações de equilíbrio, temos 


x 


+fZF,=0; 30kN —(2 kN/mx — =(4 im)( 


18m 
2 
v=(50-2» e Slim (1) 
WEM=O; 
-30 kN —x(2 aym (E) + =4 em Ec):(5) +M=0 
M [os a Se m (2) 


Je-v=o 


36kN 36kN o 
A ATT 4 kN/m 
RES E AA A )2kN/m 
9 fe | 
12m 
18m 
30 kN 42 kN 


2x 5 (lia) 


AU afa)kN/m 


30kN 42kN 
V(kN) 
30 pro 
a x(m) 
9,735 m ça 
“| —42 
M(kN:m) À Máx = 163 kN em 
a e x(m) 
(d) 
Figura 6.8 


A Equação 2 pode ser verificada observando-se que dM/dx = V, 
isto é, Equação 1. Além disso, w = —dVidx = 2 + 2/9x. Essa 
equação está de acordo, visto que, quando x = 0,w = 2kN/m,€ 
quando x = 18 m,w = 6 kN/m (Figura 6.8a). 


Diagramas de força cortante e momento fletor. Às 
Equações 1 e 2 são representadas em gráfico na Figura 6.8d. 
Visto que o ponto de momento máximo ocorre quando 
dMldx = V = 0, então, pela Equação 1, 


2 
V=0=30 2» —-& 


“Escolhendo a raiz positiva, 


x=9,/35m 


Assim, pela Equação 2, 


(9,735)º 
27 


Mmax = 30(9,735) — (9,735)? — 


= 163kN'm 


| EXEMPLO 6.6 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
té-e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.9a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. As reações nos apoios foram deter- 
minadas e são mostradas no diagrama de corpo livre da viga 
(Figura 6.9d). 


Funções de cisalhamento e momento fletor. Visto que 
há uma descontinuidade na carga distribuída e também uma 
carga concentrada no centro da viga, duas regiões de x de- 
vem ser consideradas para se descreverem as funções de ci- 
salhamento e momento para a viga inteira. 


0<x,<Sm (Figura 69b): 


+1ZF,=0; S75kN— V =0 


V =5,75kN (1) 


+2M=0 -80kN-m-575kNx+M=O0 


M = (5,75x, + 80) kN em (2) 
im<ax <10m (Figura 69c): 
+I5F, =0; 


SISkN — 15kN — SkN/m(x, —- 5m)-V =0 
V = (15,75 — 5x,)kN (3) 


ltZM = 0; -80kNem — 5,75 kN x, + 15kN(x, — Sm) 


x) — 5m 
+ sta — Sm)( E 5 Jem-o 
M =(-2,5x)2 + 15,75x, + 92,5) kN-m (4) 


Esses resultados podem ser verificados, em parte, observan- 
do-se que, aplicando w = —dV/dx e V = dMIdx. Além disso, 
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5,75kN 
(b) 


5,75 KN 


5,15 | atada 
E x(m) 
—9258h: 
RR) “3425 
108,75 
80 | to a 
a 
N 
»* x(m) 
(d) 
Figura 6.9 


quando x, = 0, as equações 1 e 2 dão V = 575 kNe M = 80kN m; 
quando x, = 10 m, as Equações 3 e 4 dão V = —34,25 kN e 
M = 0. Esses valores estão de acordo com as reações nos 
apoios mostradas no diagrama de corpo livre (Figura 6.9d). 


Diagramas de força cortante e momento fletor. AsEqua- 
ções 1 a 4são apresentadas nos gráficos da Figura 6.9d. 
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6.2 Método gráfico para 
construir diagramas de força 
cortante e momento fletor 


Quando uma viga está sujeita a vários carregamen- 
tos diferentes, determinar Ve M em função de x e re- 
presentar essas equações em gráfico pode ser bastante 
tedioso. Nesta seção, discutiremos um método mais 
simples para construir os diagramas de força cortante 
e momento fletor — um método baseado em duas re- 
lações diferenciais que existem entre carga distribuída, 
cisalhamento e momento. 


Regiões de carga distribuída. Com a fi- 
nalidade de generalizar, considere a viga mostrada 
na Figura 6.10a, que está sujeita a um carregamento 
arbitrário. Um diagrama de corpo livre para um pe- 
queno segmento Ax da viga é mostrado na Figura 
6.10b. Visto que esse segmento foi escolhido em uma 
posição x onde não há nenhuma força concentrada 
nem momento conjugado, os resultados que serão 
obtidos não se aplicarão a esses pontos de carrega- 
mento concentrado. 


F, 1) 


w(x) 


My 
( )m +AM 
N o|| N A 


V+AV 
Diagrama de corpo 


g Área da seção transversal 
livre do segmento Ax 


do segmento 
(b) 
Figura 6.10 


Observe que todos os carregamentos mostrados no 
segmento agem em suas direções positivas, de acordo 
com a convenção de sinal estabelecida (Figura 6.3). 
Além disso, ambos, cisalhamento e momento internos 
resultantes, que agem na face direita do segmento, de. 
vem sofrer uma pequena mudança finita para manter 
o segmento em equilíbrio. A carga distribuída foi subs- 
tituída por uma força resultante w(x)Ax que age a uma 
distância fracionária k(Ax) da extremidade direita, 
onde O < k < 1 [por exemplo, se w(x) for uniforme, 
k = 1/2]. 

Aplicando as duas equações de equilíbrio ao seg. 
mento, temos 


+1ZF,=0, V-w(x)Ax-(V+AV)=0 


AV = —w(x) Ax 
(+2Mo E O; 
—VAx—M + w(x) Axlk(Ax)] + (M + AM) =0 
AM =VAx-— w(x) k(Ax) 


Dividindo por Ax e calculando o limite quando 
Ax > 0, essas duas equações tornam-se 


dV 
Ea =w(x) (6.1) 
inclinação do diagrama —intensidade da 
deforçacortanteem = carga distribuída 
cada ponto em cada ponto 
adaM 
Eras (62) 


inclinação do diagrama | cisalhamento 
de momento em cada = (força cortante) 
ponto em cada ponto 


Essas duas equações proporcionam um meio con- 
veniente para se obter rapidamente os diagramas de 
força cortante e momento fletor para uma viga. À 
Equação 6.1 afirma que, em um ponto, a inclinação 
do diagrama de força cortante é igual à intensidade 
negativa do carregamento distribuído. Por exemplo, 
considere a viga na Figura 6.11a. O carregamento dis- 
tribuído é positivo e aumenta de zero até w,. Portanto, 
o diagrama de força cortante será uma curva com ti- 
clinação negativa, que decresce de zero até —w,. Incli- 
nações específicas w, = 0, —w., —w, € —w, são mos 
tradas na Figura 6.11b. 

Demaneirasemelhante,a Equação6.2 afirmaque, eim 
um ponto, a inclinação do diagrama de momento é igual 
aocisalhamento (força cortante). Observe que o diagra” 
ma de força cortante na Figura 6.11b começa em +Vw 


(8) 


Figura 6.11 


decresce até zero e, então, torna-se negativo e decresce 
até —V,. Então, o diagrama de momento terá uma incli- 
nação inicial de +V,,, que decresce até zero e, em seguida, 
torna-se negativa e decresce até —V,. Inclinações especí- 
ficas V,, V., V,»0e —V, são mostradas na Figura 6.11c. 
As equações 6.1 e 6.2 também podem ser reescritas 
ha forma dV = —w(x) dx e dM = V dx. Observando 
que w(x) dx e V dx representam áreas diferenciais sob o 
diagrama de carga distribuída e força cortante, respecti- 
Yamente, podemos integrar essas áreas entre quaisquer 
dois pontos C e D na viga (Figura 6.11d), e escrever 


AV = — [w(x)dx (6.3) 


Mudança na 
força cortante 


—área sob a carga 
distribuída 
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AM = [V(odx (6.4) 


Mudança no 
momento 


—área sob o diagrama 
de força cortante 


A Equação 6.3 afirma que a mudança na força cor- 
tante entre os pontos C e D é igual à área (negativa) 
sob a curva de carga distribuída entre esses dois pon- 
tos (Figura 6.11d). De maneira semelhante, pela Equa- 
ção 6.4, a mudança no momento entre Ce D (Figura 
6.11f) é igual à área sob o diagrama de força cortante 
dentro da região entre Ca D. 

Como dissemos antes, essas duas equações não se 
aplicam a pontos onde age uma força concentrada ou 
um binário. 


Regiões de força e momento concentra- 
dos. Um diagrama de corpo livre de um pequeno 
segmento da viga na Figura 6.10a tomado sob uma das 
forças é mostrado na Figura 6.12a. Aqui, podemos ver 
que o equilíbrio de forças exige 


+1ZF,=0; V-F-(V+AV)=0 


AV = —F (6.5) 


Assim, quando Fage para baixo na viga, AV é nega- 
tivo, de modo que a força cortante “saltará” para bai- 
xo. De maneira semelhante, se F agir para cima, o salto 
(AV) será para cima. 

Pela Figura 6.12b, o equilíbrio de momento exige 
que a mudança no momento seja 


W2M,=0; M+AM -M,—VAx—-M=0 


Fazendo Ax > 0, obtemos 


AM=M, (6.6) 


Nesse caso, se M, for aplicado em sentido horário, 
AM é positivo, de modo que o diagrama de momento 
“saltará” para cima. De maneira semelhante, quando 
M, for aplicado em sentido anti-horário, o salto (AM) 
será para baixo. 

A Tabela 6.1 ilustra a aplicação das equações 6.1, 
6.2, 6.5 e 6.6 a alguns casos comuns de carregamento. 
Nenhum desses resultados deve ser memorizado; mais 
exatamente, cada um deles deve ser cuidadosamente 
estudado de modo que fique perfeitamente claro como 
os diagramas de força cortante e momento fletor po- 
dem ser construídos com base no conhecimento da 
inclinação nos diagramas de carga e força cortante, 
respectivamente. Valeria muito a pena dedicar tempo 
e esforço para testar o seu grau de entendimento des- 
ses conceitos analisando as colunas de diagramas de 
força cortante e momento apresentados na Tabela 6.1 
e tentando reconstruir esses diagramas com base no 
conhecimento do carregamento. 
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F 
e v 
M 4 w M + AM M M + AM 
/ 
= ar—|V+av 
(a) (b) 


Figura 6.12 


Diagrama de dV 


Diagrama de dM + 


Carregamento força cortante dx momento “ax TV 
P gi Va 
dr PP ' v, orem 
pg V, Eira gi 
e 1 Aa M, 


V, 


Força P para baixo faz V saltar 
para baixo de V, para V;. 


MM 


Inclinação constante muda de V, para V,. 


V V 


Nenhuma mudança na força cortante, 
já que a inclinação w = 0. 


M as a 


Inclinação positiva constante. My em 
sentido anti-horário faz M saltar para baixo. 


Gelados 


nad mem 
Vi 


Va 


Inclinação negativa constante. 


Vs 


sa Er o M, 
M, 


Inclinação positiva que decresce de V; para V,. 


Wa 


=w 


Vi E Rd 


Inclinação negativa 
que aumenta de —w; a —wa. 


V2 


Pe ; 
M,. | 


Inclinação positiva que decresce de V, para V». 
RE 


= 


ME 


V 


Inclinação negativa que 
decresce de —w, a—wy. 


Va 


M, 


Inclinação positiva que decresce de V, para Vo. 


e 
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Reações nos apoios 


« Determine as reações nos apoios é decomponha as forças que agem na viga em componentes perpendiculares É 
paralelas ao eixo da viga. 


Diagrama de força cortante 


« Defina os eixos V e x e construa um gráfico com os valores conhecidos da força cortante nas duas extremidades da vipa. 

e Visto que dVidx = —w, a inclinação do diagrama de força cortante em qualquer ponto é igual à intensidade (negati- 
va) do carregamento distribuído no ponto. Observe que w é positiva quando age para baixo. 

* Se tivermos de determinar um valor numérico do cisalhamento em um ponto, podemos utilizar O método das seções 
e a equação de equilíbrio de força, ou AV = = [w(x) dx, que indica que a mudança no cisalhamento entre dois pon- 
tos quaisquer é igual à área (negativa) sob.o diagrama de carga entre os dois pontos. 

e Visto que w(x) deve ser integrada para obter AV, então, se w(x) for uma curva de grau n, V(x) será uma curva de grau 

-n+1;porexemplo, se w(x) for uniforme, V(x) será linear. 


Diagrama de momento 


* Defina os eixos M e x e construa um gráfico com os valores conhecidos do momento nas extremidades da viga. 

e Visto que dM/dx = V, a inclinação do diagrama de momento em qualquer ponto é igual ao cisalhamento no ponto. 

* No ponto onde o cisalhamento é nulo, AM /dx = O e, portanto, esse seria um ponto de momento máximo ou mínimo. 

* Se tivermos de determinar um valor numérico do momento no ponto, podemos usar o método das seções e aequa-. . 
ção de equilíbrio de momento, ou usar AM = / Ve) dx, que indica que a mudança no mornento entre dois Fones 
quaisquer é igual à área sob o diagrama de força cor tante entre.os dois pontos. 

e Visto que V(x) deve ser integrada para obter AM, então, se V(x) for uma curva de grau n, M(x) será uma curva de 

grau 71 + 1; por exemplo, se V(x) for linear, M (9, será par abólica. 


EXEMPLO 6.7 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga na Figura 6.13a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. As reações são mostradas no diagra- 
ma de corpo livre (Figura 6.13b). 


Diagrama de força cortante. De acordo com a conven- 
ção de sinal (Figura 6.3), em x = 0, V=+Peemx=L, PL 
V= +pP. Esses pontos estão representados na Figura 6.13b. (b) 
Visto que w = O (Figura 6.134), a inclinação do diagrama 
de força cortante será zero (dVidx = —w = 0) em todos os 
pontos e, portanto, uma linha reta horizontal liga os pontos | =) MR NR 
das extremidades. 


Diagrama de momento. Em x =0,M = -PL e em 
x=L,M = 0 (Figura 6.13d). O diagrama de força cortante (c) 
indica que o cisalhamento é positivo constante e, portanto, a 
inclinação do diagrama de momento será positiva constante, 
AMIdx = V = +P em todos os pontos, Por consequência, os = + 
Pontos nas extremidades são ligados por uma linha reta com o Er 
inclinação positiva, como mostra a Figura 6.13d. oa 


CC raras SPL 
(d) 
Figura 6.13 
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EXEMPLO 6.8 | 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.14a. 


Y Mo 
L o 
(a) 
mid di 
E E TE 
(b) 
v 
e— X 
(c) 


(d) 
Figura 6.14 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. A reação no apoio fixo é mostrada 
no diagrama de corpo livre (Figura 6.14b). 


Diagrama de força cortante. O cisalhamento ou a for- 
ça cortante V = O em cada extremidade é representado em 
primeiro lugar (Figura 6.14c). Visto que não existe nenhuma 
carga distribuída na viga, o diagrama de força cortante terá 
inclinação nula em todos os pontos. Portanto, uma linha reta 
horizontal liga os pontos nas extremidades, o que indica que 
o cisalhamento é nulo em toda a viga. 


Diagrama de momento. O momento M, nos pontos das 
extremidades da viga é representado em primeiro lugar (Fi- 
gura 6.14d). Pelo diagrama de força cortante, a inclinação do 
diagrama de momento será nula, visto que V = 0. Portanto, 
uma linha reta horizontal liga os pontos nas extremidades 
como mostra a figura. 


EXEMPLO 6.9 | 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.15a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. As reações no apoio fixo são mos- 
tradas no diagrama de corpo livre (Figura 6.15b). 


V 
“a ae negativa e constante = —w 


— 1 
(c) 
M 
Inclinação positiva decrescente 
" woL? [> Z 
é (a) 


Figura 6.15 


Diagrama de força cortante. O cisalhamento em cada 
ponto da extremidade é representado em primeiro lugar (Fi- 
gura 6.15c). A carga distribuída na viga é positiva constante 
e, portanto, a inclinação do diagrama de força cortante será 
constante e negativa (dV/dx = —w,). Isso significa uma linha 
reta com inclinação negativa que liga os pontos nas extre- 
midades. 


Diagrama de momento. O momento em cada ponto 
da extremidade é representado em primeiro lugar (Figura 
6.15d). O diagrama de força cortante indica que V é positi- 
va e decresce de w,L a zero e, portanto, o diagrama de mo- 
mento deve começar com uma inclinação positiva de wL e 
decrescer até zero. Especificamente, visto que o diagrama de 
força cortante é uma reta inclinada, o diagrama de momento 
será parabólico, com inclinação decrescente, como mostra à 
figura. 


EXEMPLO 6.10 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.16a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. As reações no apoio fixo foram cal 
culadas e são mostradas no diagrama de corpo livre (Figura 
6.16b). 


woLZ (b) 


6 
V 
woL 
2 - Inclinação negativa decrescente 
E 3 0 
mag 
(c) 
M 


Ed Inclinação positiva decrescente 
vol? |/ 
6 (d) 


Figura 6.16 


Diagrama de força cortante. O cisalhamento em cada 
ponto da extremidade é representado em primeiro lugar 
(Figura 6.16c). A carga distribuída na viga é positiva, porém 
decrescente. Portanto, a inclinação do diagrama de força cor- 
tante será negativa decrescente. Em x = 0, a inclinação come- 
çaem —w, e vai até zero em x = L. Visto que o carregamento 
é linear, o diagrama de força cortante é uma parábola com 
inclinação negativa decrescente. 


Diagrama de momento. O momento em cada extremi- 
dade é representado em primeiro lugar (Figura 6.16d). Pelo 
diagrama de força cortante, V é positiva, mas decresce de 
wL/2 em x = 0 até zero em x = L. A curva do diagrama de 
momento que apresenta esse comportamento de inclinação 
é uma função cúbica de x, como mostra a figura. 


EXEMPLO 6.11 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga na Figura 6.17a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. As reações foram determinadas e 
são mostradas no diagrama de corpo livre (Figura 6.17b). 


Diagrama de força cortante. Os pontos nas extremida- 
desx=0,V=+15ex=4,5,V = -—-3,são representados 
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2kN/m 


(a) 


1,5 kN 3kN 
(b) 
V (kN) 
Inclinação = O 
15 me. Sa ad ; 
-.. Inclinação negativa crescente 
Na 26m 
E x(m) 


“ 


N 
(c) Inclinação = -2N -3 


Inclinação positiva decrescente 


M (kN -m) Inclinação = O 


BEN — Inclinação 


26 » negativa 
o decrescente 
É + 
/ Inclinação = 1, inelinação = 4 
ci fis x (m) 
26m 
(d) 


Figura 6.17 


em primeiro lugar (Figura 6.17c). Pelo comportamento da 
carga distribuída, a inclinação do diagrama de força cortante 
variará de zeroem x = 0a —2 em x = 4,5. O resultado é que 
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o diagrama de força cortante é uma parábola com a forma 
mostrada na figura. 


O ponto de cisalhamento nulo pode ser determinado pelo 
método das seções para um segmento da viga de compri- 
mento x (Figura 6.17e). Exige-se que V = 0, de modo que 


+1ZF,=0; 


1 x 
LS kN — >|2 kN =0 EE 
| mão) x=2,6m 


Diagrama de momento. Os pontos nas extremidades 
x=0,M=0ex=4,5,M = 0,são representados em primei- 
ro lugar (Figura 6.17d). Pelo comportamento do diagrama de 
força cortante, a inclinação do diagrama de momento come- 
çará em +1,5 e, então, torna-se positiva decrescente até che- 
gar a zero em 2,6 m. Em seguida, torna-se negativa crescente 
e alcança —3 em x = 45 m. Aqui, o diagrama de momento é 
uma função cúbica de x. Por quê? 


OBSERVAÇÃO: O momento máximo ocorre em x = 26, 
visto que dM/dx = V = 0 nesse ponto. Pelo diagrama de cor- 
po livre na Figura 6.17e, temos 


(+BM =0; 


“15 kN(2,6m) + dj2 tm (26m os m(282) + m=o 


M=26kN-m 


EXEMPLO 6.12 


Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para a viga mostrada na Figura 6.18a. 


SOLUÇÃO 


Reações nos apoios. Asreações são indicadas no diagra- 
ma de corpo livre (Figura 6.18b). 


Diagrama de força cortante. Emx =0,V, = +4,8kNe 
emx = 10,V, = —11,2 kN (Figura 6.18c). Em pontos inter- 
mediários entre cada força, a inclinação do diagrama de força 
cortante será zero. Por quê? Por consequência, o cisalhamen- 
to conserva seu valor de +4,8 até o ponto B. Em B, o cisalha- 
mento é descontínuo, visto que há uma força concentrada de 
8 kN naquele lugar. O valor do cisalhamento imediatamente 
à direita de B pode ser determinado fazendo-se um corte 
na viga nesse ponto (Figura 6.18e), onde, para equilíbrio, 
V = —3,2 kN. Use o método das seções e mostre que o dia- 
grama “salta” novamente em C, como mostra a figura e, em 
seguida, fecha no valor de — 11,2 kN em D. 


Devemos observar que,com base na Equação6.5,AV = —F, 
o diagrama de força cortante também pode ser construído “se 
guindoa carga”no diagrama de corpolivre. Começandoem 4, 
a força de 4,8 kN age para cima, portanto V, = +4,8 kN. Não 
há nenhuma carga distribuída agindo entre A e B, assim, o ci- 
salhamento permanece constante (dV/dx = 0). Em B,a força 


8kN 8kN 


[Er mp? mp2 is 
i q 


(a) 


8kN 8kN 
E a mp2 e 
(b) f ES D 
A B Cc 


4,8 kN 11,2 kN 
V(kN) 
(c) 
=32! É Vo ato) 
es DD) 
M (kNm) 
28,8 
(d) | É dy x (m) 


28.8 kN-m 


As 


Figura 6.18 


de 8 kN age para baixo, então o cisalhamento salta 8 kN para 
baixo, de +4,8 KN para —3,2 kN. Novamente, o cisalhamento é 
constante de B a C (nenhuma carga distribuída); então, em C, 
desce mais 8 kN, até —11,2 KN. Por fim, sem nenhuma carga 
distribuída entre Ce D, termina em —11,2kN, 


Diagrama de momento. O momento em cada extre- 
midade da viga é zero (Figura 6.18d). A inclinação do 
diagrama de momento de 4 a B é constante em +4,8. Por 
quê? O valor do momento em B pode ser determinado 
usando a estática (Figura 6.18c) ou pela determinação da 
área sob o diagrama de força cortante entre 4 e B, isto é 
AM, = (4,8 KN)(6 m) = 28,8 kN - m. Visto que M, = 0 
então M , =M,+ AM,,=0+288kN-m=28,8kNm. 
Partindo « do ponto B,a inclinação do diagrama de momento 
é —3,2 até alcançar o ponto C. Novamente, o valor do mo: 
mento pode ser obtido pela estática ou pela determinação 
da área sob o diagrama de força cortante de B a C, isto é, 
AM ,. = (-3,2kNYX2m) = —6,4kN - m, de modo que ME 

28,8kN m — 6,4 kN m = 22,4kN m. Continuando dessã 


maneira, verifique que o fechamento ocorre em D. 
Gi 


Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante é momento fletor para a viga apoiada com uma 
extremidade em balanço mostrada na Figura 6.19a. 


SOLUÇÃO 
Reações nos apoios. O diagrama de corpo livre com as 
reações nos apoios calculadas é mostrado na Figura 6.19b. 


Diagrama de força cortante. Como sempre, começamos 
ela representação das forças cortantes nas extremidades V, 
= +440kN,e V, = O (Figura 6.19c). O diagrama de força 
cortante terá inclinação nula de A a B. Então, saltará para 
baixo 8kKN até —3,60kN. Em seguida, a inclinação é negativa 
crescente. A força cortante em C pode ser determinada pela 
área sob o diagrama de carga, V. = V, + AV,e = —3,60 KEN 
— (1/2)(6 m)2 kN/m) = —9,60 kN. Então, o diagrama salta 
17,6 kN para cima até 8 kN. Por fim, de Ca D, a inclinação do 
diagrama de força cortante será constante, porém negativa, 
até o cisalhamento atingir zero em D. 


8 kN 


2kN/m 


[4 m--——6 m-——|-4 mA 
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M (kN-m) 
ta onação= —3,60 


Fé: Inclinação 
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N Ed 
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; 

Inclinação = -9,60V 
—16 


(d) 


=+— 4 (m) 


Inclinação = 8 


1/2 
8kN e Es 
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Diagrama de momento. Os momentos nas extremidades 
M,=0€eM, = 0são representados em primeiro lugar (Figu- 
ra 6.19d). Estude o diagrama e observe como as inclinações 
e, portanto, as várias curvas, são definidas pelo diagrama de 
força cortante usando dM/dx = V. Verifique os valores nu- 
méricos para os picos pelo método das seções e pela estática 
ou pelo cálculo das áreas adequadas sob o diagrama de for- 
ça cortante para determinar a mudança no momento entre 
dois pontos. Em particular, o ponto de momento nulo pode 
ser determinado definindo-se M em função de x, onde, por 
conveniência, x estende-se do ponto B e entra na região BC 
(Figura 6.19e). Por consequência, 


(+ZM = 0; 


-4,40 kN(4m + x) + 8kN(x) + 


+ (RE uo(E) EM =0 


M = (5º — 3,60x + 116) kN.m=0 
x=3,94m 


OBSERVAÇÃO: Revendo esses diagramas, observamos que, 
em razão do processo de integração para a região AB, a car- 
ga é nula, a força cortante é constante e o momento é linear; 
para a região BC, a carga é linear, a força cortante é para- 
bólica e o momento é cúbico; e, para a região CD, a carga é 
constante, a força cortante é linear e o momento é parabóli- 
co. Recomendamos que os exemplos 6.1 a 6.6 também sejam 
resolvidos por esse método. 


PROBLEMA! 


6.1. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para o eixo. Os mancais em 4 e B 
exercem somente reações verticais no eixo. 


24 kN 


Problema 6.1 


6.2. Um dispositivo é usado para suportar uma carga. Se a 
força aplicada ao cabo for 250 N, determine as tensões T, e 
T, em cada extremidade da corrente e, então, represente gra- 
ficamente os diagramas de força cortante e momento para o 
braço ABC. 
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Va 


t— 300mm 


Problema 6.2 


6.3. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para o eixo. Os mancais em A e D 
exercem somente reações verticais sobre o eixo. À carga é 
aplicada às polias em B, Ce E. 


350 mm 500 mm 375 mm 
300 mm 


550 N 


Problema 6.3 


“6.4. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


10kN | 10kN | 10kKN | 10kN 


fado 
ac 


Problema 6.4 


6.5. Um suporte de concreto armado é usado para apoiar 
as longarinas da plataforma de uma ponte. Represente gra- 
ficamente os diagramas de força cortante e momento para o 
suporte quando submetido à carga das longarinas mostradas 
na figura. Considere que as colunas em 4 e B exercem so- 
mente reações verticais no suporte. 


60kN a35kN 35kN 35kN 60EN 


EpprS 


Problema 6.5 


6.6. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para o eixo. Os mancais em 4 e B 
exercem somente reações verticais sobre o eixo. Expresse 
também a força cortante e o momento no eixo em função de 
x dentro da região 125 mm < x < 725 mm. 


1.500 N 


fa 
EAD 


ii | 
pes pag 


125 mm 75 mm 


Problema 6.6 


6.7. Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para o eixo e determine a força cortante 
e o momento em todo o eixo em função de x. Os mancais em 
Ae B exercem somente reações verticais sobre o eixo. 


2,5 kN 


Problema 6.7 


“6.8. Represente graficamente os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor para o tubo. A extremidade rosqueada 
está sujeita a uma força horizontal de 5 kN. Dica: As reações 
no pino C devem ser substituídas por cargas equivalentes no 
ponto B no eixo do tubo. 


EE 400 mm o 
Problema 6.8 


6.9. Represente graficamente os diagramas de força cor 
tante e momento fletor para a viga. Dica: A carga de 100 kN 
dever ser substituída por cargas equivalentes no ponto € nº 
eixo da viga. 


75 kN 


Problema 6.9 


6.10. O guindaste de motores é usado para suportar o mo- 
tor que pesa 6 kN. Represente graficamente os diagramas de 
força cortante e momento fletor da lança ABC quando ela 
está na posição horizontal mostrada. 


Problema 6.10 


6.11. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga composta. Ela é suporta- 
da por uma chapa lisa em 4, que desliza no interior de uma 
ranhura e, por isso, não pode suportar uma força vertical, 
embora possa suportar momento e carga axial. 


P P 
| — GEE 
B D 
Cc 
a a a a 
Problema 6.11 


'6.12. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga composta interligada por 
Um pino em B. 


30 kN 40 kN 


ao 


Problema 6.12 


= m 
6.13. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 
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Problema 6.13 


6.14. Considere o problema geral de uma viga simples- 
mente apoiada submetida a n cargas concentradas. Escreva 
um código computacional que possa ser usado para deter- 
minar a força cortante interna e o momento em qualquer 
localização específica x ao longo da viga e construa os dia- 
gramas de força cortante e momento fletor para a viga. Mos- 
tre uma aplicação do código usando os valores P, = 2,5 kN, 
d =15m,P,=4kN,d, =45m,L=3m,L=45m. 


P, P, P, 


Problema 6.14 


6.15. A viga está sujeita ao momento uniformemente distri- 
buído m (momento/comprimento). Represente graficamente 
os diagramas de força cortante e momento fletor para a viga. 


Problema 6.15 


“6.16. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


10 kN/m 


ma 
am UI 


25m . 
Problema 6.16 
6.17. Um homem de massa 75 kg está sentado no meio de 
um barco com largura uniforme e peso de 50 N/m. Determi- 
ne o momento fletor máximo exercido sobre o barco. Consi- 
dere que a água exerce uma carga distribuída uniforme para 
cima na parte inferior do barco. 
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2,5 kN/m 


Problema 6.17 


6.18. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. Ela é suportada por uma 
chapa lisa em 4 que desliza no interior de uma ranhura e, 
por isso, não pode suportar uma força vertical, embora possa 
suportar momento e carga axial. 


Problema 6.18 


6.19. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


Problema 6.19 


*6.20. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga e determine a força 
cortante e o momento em toda a viga em função de x. 


50 kN 


E 


30 kN/m 40 kN 


ER: 


200 EN:m 


) 


12m 
Problema 6.20 


6.21, Represente graficamente os diagramas de força 
cortante e momento fletor para a viga e determine a for- 
ça cortante e o momento na viga em função de x, onde 
14,2m<x<3m. 


Problema 6.21 


6.22. Represente graficamente os diagramas de força cor. 
tante e momento fletor para a viga composta. Os três seg- 
mentos estão interligados por pinos em B e E. 


3kN 0,8kN/m 


E , »| | 
2m To Lo 2m REU 2m 
Problema 6.22 


6.23. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


30 kN/m 


30 kN/m 


Problema 6.23 


“6.24. A viga está parafusada ou presa por pino em A e re- 
pousa sobre um coxim em B que exerce uma carga unifor- 
memente distribuída na viga ao longo de seu 0,6 m de com- 
primento. Represente graficamente os diagramas de força 
cortante e momento fletor para a viga se ela suportar uma 
carga uniforme de 30 kN/m. 


30 kN/m 


MIL] 


ot 


Problema 6.24 


6.25. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. Os dois segmentos estão 
interligados em B. 


40 kN 


1,5m 
Problema 6.25 


24m | 


| 0,9m 
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Problema 6.21 
Problema 6.17 


6.22. Represente graficamente os diagramas de força cor. 
6.18. Represente graficamente os diagramas de força cor- tante e momento fletor para a viga composta. Os três seg- 
tante e momento fletor para a viga. Ela é suportada por uma mentos estão interligados por pinos em B e E. 
chapa lisa em A que desliza no interior de uma ranhura e, 
por isso, não pode suportar uma força vertical, embora possa 3kN 0,8 kN/m 3kN 
suportar momento e carga axial. 


Problema 6.22 


6.23. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


Problema 6.18 


6.19. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


Problema 6.23 


“6.24. A viga está parafusada ou presa por pino em A ere- 
pousa sobre um coxim em B que exerce uma carga unifor- 
memente distribuída na viga ao longo de seu 0,6 m de com- 
primento. Represente graficamente os diagramas de força 
cortante e momento fletor para a viga se ela suportar uma 
carga uniforme de 30 kN/m. 


Problema 6.19 
30 kN/m 


*6.20. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga e determine a força 
cortante e o momento em toda a viga em função de x. 


50kN 
30 kN/m 40 EN 


FR lama esa 


6.25. Represente graficamente os diagramas de força cor- 


tante e momento fletor para a viga. Os dois segmentos estão 


À E interligados em B. 
x 
24m 12m 40kN 5kN/m 


Problema 6.20 


6.21. Represente graficamente os diagramas de força A 
cortante e momento fletor para a viga e determine a for- 

ça cortante e o momento na viga em função de x, onde, | 
142m<x<3m. 9,9m 


15m 24m | 
Problema 6.25 
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6.26. Considere o problema geral de uma viga em balanço 6,29. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
submetida a n cargas concentradas e a uma carga distribuída | tante e momento fletor para a viga. 

constante w. Escreva um código computacional que possa 
ser usado para determinar a força cortante interna e o mo- 
mento em qualquer localização específica x ao longo da viga 
& construa os diagramas de força cortante e momento fletor 
para a viga. Mostre uma aplicação do código usando os va- 
lores P, = 4kN,d, = 2m,w = 800 N/m,a, =2m,a, = 4m, 
L=4m. 


Problema 6.29 


6.30. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


1 p— 


Problema 6.30 


Problema 6.26 


6.27. Determine a distância de colocação a do suporte de 
rolete de modo que o maior valor absoluto do momento seja 
um mínimo. Represente graficamente os diagramas de força 
cortante e momento fletor para essa condição. 


6.31. A vigaT está sujeita ao carregamento mostrado. Re- 
presente graficamente os diagramas de força cortante e mo- 
mento fletor. 


10kN 


Problema 6.27 Problema 6.31 


6.28. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a barra. Somente reações verti- 
cais ocorrem em suas extremidades A e B. 


*6.32. O esqui suporta o peso de 900 N (= 90 kg) do ho- 
mem. Se a carga da neve em sua superfície inferior for tra- 
pezoidal, como mostra a figura, determine a intensidade w 
e, então, represente graficamente os diagramas de força cor- 


2,4 kN/m tante e momento fletor para o esqui. 


900 N 


8 mm 50 mm 05 m—+ im + 0,5m 
fm Problema 6.32 


Problema 6.28 
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6.33. Represente graficamente os diagramas de força cor- gramas de força cortante e momento fletor se ela suportar a 
tante e momento fletor para a viga. carga distribuída mostrada na figura. 


50kN/m 50 kN/m 


| 2/3L ia Ê : 


Problema 6.33 Problema 6.37 


6.34. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga de madeira e determine 
a força cortante e o momento fletor em todo o comprimento 
da viga em função de x. 


6.38. Represente graficamente os diagramas de força cor- 
tante e momento fletor para a viga. 


1kN 1kN 


À Si 
= 
Im t5m - im Problema 6.38 


Problema 6.34 


6.39. Represente graficamente os diagramas de força 
cortante e momento fletor para a viga e determine a for- 


6.35. O pino liso está apoiado em duas chapas 4 e B e su- 5 
ça cortante e o momento em função de x. 


jeito a uma carga de compressão de 0,4 kN/m provocada pela 
barra €. Determine a intensidade da carga distribuída w, das 
chapas agindo sobre o pino e represente graficamente os dia- 400 N/m 
gramas de força cortante e momento fletor para o pino. 


0,4kN/m 


Problema 6.39 


20 60 20 . Bla pa = 
ade aaa “6.40. Determine a distância de colocação a do suporte de 


Problema 6.35 rolete de modo que o maior valor absoluto do momento seja 


, um mínimo. Represente graficamente os diagramas de força 
“6.36. Represente graficamente os diagramas de força cor- cortante e momento fletor para essa condição. 


tante e momento fletor para a viga. 


ja) 
my 


45 kN/m 


e 
36m + 48m 


Problema 6.36 Problema 6.40 


6.37. A viga composta consiste em dois segmentos interli- 6.41. Represente graficamente os diagramas de força cor 
gados por um pino em B. Represente graficamente os dia- tante e momento fletor para a viga. 
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longitudinais se tornam curvas e as linhas transversais 
verticais continuam retas, porém sofrem rotação. 

O comportamento de qualquer barra deformável 
sujeita a um momento fletor provoca o alongamento 
do material na parte inferior da barra e a compressão 

x do material na porção superior da barra. Por conse- 
quência, entre essas duas regiões deve existir uma 
2m a superfície, denominada superfície neutra, na qual não 
ocorrerá mudança nos comprimentos das fibras longi- 
Problema 6.41 tudinais do material (Figura 6.20). 


8 kN/m 


6.42. O caminhão será usado para transportar a coluna de 
concreto. Se ela tiver um peso uniforme de w (força/com- 
primento), determine a colocação dos apoios a distâncias a 
iguais em relação às extremidades, de modo que o momen- 
to fletor absoluto máximo na coluna seja o menor possível. 
Além disso, represente graficamente os diagramas de força z 
cortante e momento fletor para a coluna. 


Eixo de 
simetria 


Superfície 
neutra 
Eixo 
longitudinal 


Figura 6.20 


Problema 6.42 


6.3 Deformação por flexão de 
um elemento reto 


Nesta seção, discutiremos as deformações que 
ocorrem quando uma viga prismática reta, feita de um 
material homogêneo, é submetida à flexão. A discus- 
são ficará limitada a vigas com área de seção transver- (a) 
sal simétrica em relação a um eixo e a um momento 
fletor aplicado em torno de uma linha central perpen- my, 
dicular a esse eixo de simetria, como mostrado na Fi- 
gura 6.20. O comportamento de elementos com seções 
transversais assimétricas ou feitos de vários materiais 
diferentes é baseado em observações semelhantes e 
será discutido separadamente em seções posteriores 
deste capítulo. 
Se usarmos um material de alta capacidade de de- 
formação, como a borracha, poderemos ilustrar fisica- ) ; ; 
RSS RA Linhas horizontais 
mente o que acontece quando um elemento prismáti- foram se curvas 
co reto é submetido a um momento fletor. Considere, Linhas verticais permanece 
por exemplo, a barra reta (não deformada) na Figura retas, porém sofrem rotação 
6.21a, que tem seção transversal quadrada e marcada 
por uma grade de linhas longitudinais e transversais. 
Quando um momento fletor é aplicado, as linhas da () 
grade tendem a se distorcer segundo o padrão mostra- 
do na Figura 6.21b. Aqui, podemos ver que as linhas 


Antes da deformação 


Após a deformação 


Figura 6.21 
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Eixo neutro 


f 


| 


EA 


FEEERTREN 
Eixo Superfície 
longitudinal neutra 
x 
(b) 
Figura 6.22 


Com base nessas observações, adotaremos as três 
premissas seguintes em relação ao modo como a tensão 
deforma o material. A primeira é que o eixo longitudi- 
nal x, que se encontra no interior da superfície neutra 
(Figura 6.224), não sofre qualquer mudança no compri- 
mento. Mais exatamente, o momento tenderá a defor- 
mar a viga de modo que essa linha torna-se uma curva 
localizada no plano de simetria xy (Figura 6.22b). A 
segunda é que todas as seções transversais da viga per- 
manecem planas e perpendiculares ao eixo longitudinal 
durante a deformação. A terceira é que qualquer defor- 
mação da seção transversal dentro de seu próprio plano, 
como observamos na Figura 6.21b, será desprezada. Em 
particular, o eixo z, que se encontra no plano da seção 
transversal e em torno do quala seção transversalgira, é 
denominado eixo neutro (Figura 6.22b). Sua localização 
será determinada na próxima seção. 

Para mostrar como essa distorção deformará o 
material, isolaremos um segmento da viga localizado 
à distância x ao longo do comprimento da viga com 
espessura Ax antes da deformação (Figura 6.22a). A 
Figura 6.23 mostra uma vista lateral desse elemento 
tomado da viga antes e após a deformação. Observe 
que qualquer segmento de reta Ax, localizado na su- 
perfície neutra, não muda de comprimento, ao passo 
que qualquer segmento de reta As, localizado à distân- 


cia arbitrária y acima da superfície neutra, se contrairá 
e se tornará As' após a deformação. Por definição, a 
deformação normal ao longo de As é determinada pela 
Equação 2.2, a saber, 


Agora, representaremos essa deformação em ter- 
mos da localização y do segmento e do raio de curva- 
tura p do eixo longitudinal do elemento. Antes da de- 
formação, As = Ax (Figura 6.234). Após a deformação, 
Ax tem raio de curvatura p com centro de curvatura 
no ponto O” (Figura 6.23b). Visto que A9 define o ân- 
gulo entre os lados da seção transversal do elemento, 
Ax = Às = pÃO. Da mesma maneira, o comprimento 
deformado de As torna-se As' = (p —y)AO. Substituin- 
do na equação acima, obtemos 


ou 


PRE (6.7) 


As = Ax 


Eixo y| 


longitudinal 


Ax 
E Um 


Elemento antes da deformação 


(a) 


Eixo 
longitudinal 


Elemento após a deformação 


(b) 
Figura 6.23 


Esse importante resultado indica que a deforma- 
ção normal longitudinal de qualquer elemento no inte- 
rior de uma viga depende de sua localização y na seção 
transversal e do raio de curvatura do eixo longitudinal 
da viga no ponto. Em outras palavras, para qualquer 
seção transversal específica, a deformação normal 
longitudinal variará linearmente com y em relação ao 
eixo neutro. Ocorrerá uma contração (—e) nas fibras 
localizadas acima do eixo neutro (+y), ao passo que 
ocorrerá um alongamento (+e) nas fibras localizadas 
abaixo do eixo (—y). Essa variação da deformação na 
seção transversal é mostrada na Figura 6.24. Aqui, a 
deformação máxima ocorre na fibra mais externa, lo- 
calizada a distância c do eixo neutro. Usando a Equa- 
ção 6.7 evistoquee | = c/p,então, por divisão, 


e —y/p 


Emáx c/ p 


De modo que 


(6.8) 
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—Axpt— 
Distribuição da deformação normal 


Figura 6.24 


Figura 6.25 


Essa deformação normal depende somente das pre- 
missas adotadas em relação à deformação. Contanto 
que somente um momento seja aplicado à viga, é razo- 
ável adotar uma premissa adicional, ou seja, que esse 
momento provoca uma tensão normal somente na dire- 
ção longitudinal, ou direção x. Todas as outras compo- 
nentes de tensão normal e tensão de cisalhamento são 
nulas, visto que a superfície da viga está livre de qual- 
quer outra carga. É esse estado de tensão uniaxial que 
faz o material ter a componente da deformação nor- 
mal longitudinal e,, (o, = Ee), definida pela Equação 
6.8. Além do mais, pelo coeficiente de Poisson, também 
devem existir componentes de deformação associadas 
€, = —ve ee = —ve,, que deformamo plano da área da 
seção transversal, embora, aqui, tenhamos desprezado 
essas deformações. Todavia, essas deformações farão 
com que as dimensões da seção transversal fiquem me- 
nores abaixo do eixo neutro e maiores acima do eixo 
neutro. Por exemplo, se a viga tiver seção transversal 
quadrada, ela se deformará na verdade como mostra 
a Figura 6.25. 


6.4 A fórmula da flexão 


Nesta seção, desenvolveremos uma equação que 
relaciona a distribuição de tensão longitudinal em 
uma viga e o momento fletor interno resultante que 
age na seção transversal da viga. Para isto, partiremos da 
premissa de que o material se comporta de uma maneira 
linear elástica, de modo que a lei de Hooke se aplica, isto é, 
o = Ee. Então, uma variação linear da deformação 
normal (Figura 6.26a) deve ser a consequência de uma 
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Variação da deformação normal 
(vista lateral) 


(a) 


variação linear da tensão nommal (Figura 6.26b). Logo, 
assim como a variação da deformação normal, o variará 
de zero no eixo neutro do elemento até um valor máximo, 
O náo À distância c mais afastada do eixo neutro. Pela pro- 
porcionalidade de triângulos (Figura 6.26b) ou pela lei de 
Hooke, o = Ee, e, pela Equação 6.8, podemos escrever 


a, 
= ]Omáx 
c 


Essa equação representa a distribuição de tensão na 
área da seção transversal. Aqui, a convenção de sinal defi- 
nida é significativa. Para M positivo, que age na direção +z, 
valores positivos de y dão valores negativos para o, isto é, 
uma tensão de compressão, visto que age na direção x ne- 
gativa. De maneira semelhante, valores negativos de y da- 
rão valores positivos ou de tração para o. Se um elemento 
de volume de material for selecionado em um ponto espe- 
cífico na seção transversal, somente essas tensões normais 
de tração ou de compressão agirão sobre ele. Por exemplo, 
o elemento localizado em +y é mostrado na Figura 6.26c. 

Podemos localizar a posição do eixo neutro na se- 
ção transversal satisfazendo a condição de que a for- 
ça resultante produzida pela distribuição de tensão na 
área da seção transversal deve ser nula. Observando 
que a força dF = od A age sobre o elemento arbitrário 


d Ana Figura 6.26c, exige-se 
= / dF = É odA 
A JA 


j es (E Jon dA 
A Cc 


(6.9) 


Fr= EFy 


(am) 


II 
il 
Fo E! 
[= 
EE, 
a 
a 
> 


Variação da tensão de flexão 
(vista lateral) 


(b) (c) 
Figura 6.26 


Variação da tensão de flexão 


Visto que o ,./c não é igual a zero, então 


paso 
A 


Em outras palavras, o momento de primeira ordem 
da área da seção transversal do elemento em torno do 
eixo neutro deve ser nulo. Essa condição só pode ser 
satisfeita se o eixo neutro também for o eixo do cen- 
troide horizontal para a seção transversal analisada. 
Por consequência, uma vez determinado o centroide 
para a área da seção transversal do elemento, a locali- 
zação do eixo é conhecida. 

Podemos determinar a tensão na viga pelo fato de 
que o momento interno resultante M deve ser igual 
ao momento produzido pela distribuição de tensão 
em torno do eixo neutro. O momento de dF na Figura 
6.26c em torno do eixo neutro é dM = y dF. Esse mo- 
mento é positivo, visto que, pela regra da mão direita, 
o polegar está direcionado ao longo do eixo z positivo 
quando os dedos são curvados no sentido da rotação 
causada por dM. Uma vez que dF = odA, pela Equa- 
ção 6.9, temos, para toda a seção transversal, 


(6.10) 


(Mr): E 2M,; 


m= [yar= [noday= [y Lua dá 
A A ANO 


O máx E dA 
Cc ni 


Lembre-se de que a localização y para o centroide da área da 
seção transversal é definida pela equação y = /y dA/ dA. Se 
/ Y dA = 0, então, y = 0 e, portanto, o centroide encontra-se no 
eixo de referência (neutro). Veja o Apêndice A. 


ou 


M = (6.11) 


Nessa expressão, a integral representa o momento 
de inércia da área da seção transversal, calculada em 
torno do eixo neutro. Esse valor é representado pela 
letra 7. Por consequência, a Equação 6.11 pode ser re- 
solvida para o, e escrita em sua forma geral como 


(6.12) 


Nessa expressão, 


= tensão normal máxima no elemento, que 
ocorre em um ponto na área da seção trans- 
versal mais afastado do eixo neutro 
M = momento interno resultante, determinado 
pelo método das seções e pelas equações 
de equilíbrio e calculado em torno do eixo 
neutro da seção transversal 
1 = momento de inércia da área da seção trans- 
versal calculada em torno do eixo neutro 
c = distância perpendicular do eixo neutro a 
um ponto mais afastado do eixo neutro, 
onde o |, age. 


máx 


O máx 


Visto que o ,/c = —o!y (Equação 6.9), a tensão 


normal em uma distância intermediária y pode ser 
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determinada por uma equação semelhante à Equação 
6.12. Temos 


(6.13) 


Observe que o sinal negativo é necessário, já que 
está de acordo com os eixos x, y e z definidos. Pela re- 
gra da mão direita, M é positivo ao longo do eixo +z, 
» é positivo para cima e, portanto, o deve ser negativa 
(compressão), uma vez que age na direção negativa de 
x (Figura 6.260). 

Qualquer das duas equações (6.12 e 6.13) é denomi- 
nada fórmula da flexão. Essa fórmula é usada para 
determinar a tensão normal em um elemento reto, 
com seção transversal simétrica em relação a um eixo, 
e momento aplicado perpendicularmente a esse eixo. 
Embora tenhamos considerado que o elemento seja pris- 
mático, na maioria dos projetos de engenharia também 
podemos usar a fórmula da flexão para determinar a ten- 
são normal em elementos que tenlam ligeira conicidade. 
Por exemplo, por análise matemática baseada na teoria 
da elasticidade, um elemento com seção transversal re- 
tangular e comprimento com 15º de conicidade terá uma 
tensão normal máxima real aproximadamente 5,4% me- 
nor que a calculada pela fórmula da flexão. 


PONTOS IMPORTANTES 


e uma viga reta permanece plana quando a viga se deform por flexão sso op ovoca 


“Para aplicar a fórmula da flexão, sugerimos o seguinte procedimento. 


Momento interno 


* Tomeuma seção do elemento no ponto onde a fle 
interno M na seção. O eixo do centroide ou. 
deve ser calculado em torno desse eixo. 
'* Se a tensão de flexão máxima absoluta tiver d 
fletor para determinar o momento máximo na vi 


Propriedade da seção 


tensão normal deve ser determinada e obtenha o momento 
para a seção transversal tem de ser conhecido, visto que M 


rminada, represente graficamente o diagrama de momento 


* Determine o momento de inércia da área a da seção trans ersal em torno do eixo neutro. Os métodos usados para 


esse cálculo são discutidos no Apêndice A, e a tabela 
dada no final deste livro. 


e apresenta os valores de 1 para várias formas comuns é 
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' Tensão normal 


Cu 'Especifique à distância y, medida perpendicularmente ao eixo neutro, até o ponto onde a tensão nor “a deve ser de- 


terminada, Então, aplique a equação o = —M; 'y/T. Porém, se quiser calcular a tensão de flexão máxima, use Gm Mall, 


- Ag substituir os dados, não se esqueça de verificar se as unidades de medida são consistentes. 

* A tensão age em uma direção tal que a força que ela cria no ponto contribui para o momento em torno do eixo 
neutro que está na mesma direção do momento interno M (Figura 6.26c). Desse modo, podemos representar a distri- 
buição de tensão que age sobre toda a seção transversal ou isolar um elemento de volume do ale e sá lo para 
: fazer uma representação gráfica da tensão normal que age no nom . 


EXEMPLO 6.14 


A viga tem seção transversal retangular e está sujeita à 
distribuição de tensão mostrada na Figura 6.27a. Determine o 
momento interno M na seção provocado pela distribuição de 
tensão (a) pela fórmula da flexão e (b) pela determinação da 
resultante da distribuição de tensão pelos princípios básicos. 


SOLUÇÃO 


Parte (a). A fórmula da flexão é O na — Mell. Pela Figura 
6.27a, c = 60mme o, = 20 MPa. O eixo neutro é definido 
como a reta NA, porque a tensão é nula ao longo dessa reta. 
Visto que a seção transversal tem forma retangular, o momen- 
to de inércia para a área em torno de NA é determinado pela 


fórmula para um retângulo dada no final deste livro; isto é, 


I -—s bê = (60 mm)(120 mm)? = 864(10*) mm! 
Portanto, 
0 
o. — Me, 20 N/mm? = —M(60 mm) 
más = 7 864(10*) mm 


M = 288(10º) N:mm= 2,88 kN.m Resposta 


Parte (b). Em primeiro lugar, mostraremos que a força re- 
sultante da distribuição de tensão é nula. Como mostrado na 
Figura 6.27b, a tensão que age sobre um elemento arbitrário 
dA = (60 mm) dy, localizada à distância y do eixo neutro, é 


Es Jeso N/mm?) 
mm 


A força criada por essa tensão é dF = odA e, portanto, para 
a seção transversal inteira, 


R=), o dA = Ji [Er oo Nm? (60 mm) dy 
60 mm 
+60 mm 
=(—10 N/mm?)y? =0 
—60 mm 


O momento resultante da distribuição de tensão em torno 
do eixo neutro (eixo z) deve ser igual a M. Visto que o valor 
do momento de dF em torno desse eixo é dM = y dF, e dM é 
sempre positivo (Figura 6.27b), então, para a área inteira, 


M = j: ydF = [o [E ET Jo Nm | (60 mm) dy 
+60 mm 
-(2 iss ] ) 
—60 mm 


= 288(10*) N. mm = 2,88 kN .m Resposta 

Esse resultado também pode ser determinado sem a ne- 
cessidade da integração. A força resultante para cada uma 
das duas distribuições de tensão triangulares na Figura 6.27c 
é graficamente equivalente ao volume contido no interior de 
cada distribuição de tensão. Assim, cada volume é 


F = >(60 mm)(20 N/mm? (60 mm) = 36(10º) N = 36 kN 


Essas forças, que formam um conjugado, agem na mesma 
direção das tensões no interior de cada distribuição (Figu- 
ra 6.27c). Além do mais, agem passando pelo centroide de 


Figura 6.27 


cada volume, isto é, 1/3 (60 mm) = 20 mm em relação à parte 
superior e à parte inferior da viga. Por consequência, a dis- 
tância entre elas é 80 mm, como mostrado. O momento do 


conjugado é, portanto, 
M = 36kN (80 mm) = 2.880 kN - mm = 2,88 kN -m Resposta 


“irem — 


A viga simplesmente apoiada na Figura 6.28a tem a 
área de seção transversal mostrada na Figura 6.28b. De- 
termine a tensão de flexão máxima absoluta na viga e 
represente a distribuição de tensão na seção transversal 
nessa localização. 


SOLUÇÃO 


Momento interno máximo. O momento interno máximo 
na viga, M = 22,5 kN -m, ocorre no centro, como mostra o dia- 
grama de momento fletor (Figura 6.28c). Veja o Exemplo 6.3. 


Propriedade da seção. Porrazões de simetria, o centroide 
Ce, portanto, o eixo neutro, passa a meia altura da viga (Figura 
6.28b). A área é subdividida nas três partes mostradas, e o mo- 
mento deinércia decada parte é calculado em torno do eixo neu- 


5kN/m 


12,7 MPa 


x (m) 
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tro usando teorema dos eixos paralelos. (Veja Equação A.5 no 
Apêndice A.) Como optamos por trabalhar em metros, temos 


I=3(T+ Ad) 
1 
= (025 m)(0,020 m)? + (0,25 m)(0,020 m)(0,160 m)? 
+ [510020 m)(0,300 m'| 
= 301,3(10"9) m? 


Tensão de flexão. Aplicando a fórmula da flexão, para 
c = 170 mm, a tensão de flexão máxima absoluta é 


Mc 22,5 kN -m(0,170m) 
fo = O mix = 
es di 301,3(107%) mº 


= 12,7 MPa 


Resposta 


A Figura 6.28d mostra vistas bidimensionais e tridimen- 
sionais da distribuição de tensão. Observe como a tensão em 
cada ponto na seção transversal desenvolve uma força que 
contribui para o momento dM em torno do eixo neutro de 
tal modo que tenha a mesma direção que M. Especificamen- 
te,no ponto B, y, = 150 mm e, portanto, 


— My, 
oB = 1º oB 


— 225kN* m(0,150 m) 


= 11,2MPa 
301,3(10%) mº 


A tensão normal que age sobre os elementos do material 
localizados nos pontos B e D é mostrada na Figura 6.28e. 


12,7 MPa 


1 M = 2258 kNem 


É 


12,7 MPa 
(d) 


12,7MPa 


B 112MPa 


(e) 


Figura 6.28 
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EXEMPLO 6.16 


A viga mostrada na Figura 6.29a tem área de seção trans- 
versal em forma de um canal (Figura 6.29b). Determine a 
tensão de flexão máxima que ocorre na viga na seção a-a. 


SOLUÇÃO 


Momento interno. Aqui, as reações no apoio da viga não 
precisam ser determinadas. Em vez disso, pelo método das 
seções, podemos usar o segmento à esquerda da seção a-a 
(Figura 6.29c). Em particular, observe que força axial inter- 
na resultante N passa pelo centroide da seção transversal. 
Entenda, também, que o momento interno resultante deve ser 
calculado em torno do eixo neutro da viga na seção a-a. 


Para determinar a localização do eixo neutro, a área da se- 
ção transversal é subdividida em três partes compostas, como 
mostra a Figura 6.29b. Visto que o eixo neutro passa pelo cen- 
troide, então, pela Equação A.2 do Apêndice A, temos 


2[0,100 m](0,200 m) (0,015 m) + [0,010 mJ(0,02 m)(0,250 m) 


2(0,200 m)(0,015 m) + 0,020 m(0,250 m) 
= 0,05909 m = 59,09 mm 
Essa dimensão é mostrada na Figura 6.29c. 


Aplicando a equação do equilíbrio de momento em tor- 
no do eixo neutro, temos 


1+3M,, = 0; 2,4 kN(2 m) + 1,0 kN(0,05909 m) — M = 0 
M = 4,859kN -m 


2,6 EN 
13/12 
5 7 | 
E gra ao 
E: fai 
m f m 1 
(a) 
250 mm 20 mm 
>= 59,09 mm + je 1 L) 
N Al 
Cc 200 mm 
15 mm 15 mm 
(b) 
2.4kN 


0,05909 m M 
Ne 


LOkN y 
SF? 


. 2m S . i 


(c) 
Figura 6.29 


Propriedade da seção. O momento de inércia em torno 
do eixo neutro é determinado pelo teorema dos eixos parale. 
los aplicado a cada uma das três partes compostas da área da 
seção transversal. Trabalhando em metros, temos 


I= 5 (0,250 m) (0,020 m)? + 


+ (0,250 m) (0,020 m) (0,05909 m — 0,010 m| 


+ 2 E (0,015 m)(0,200 m)? + 


+ (0,015 m)(0,200 m)(0,100 m — 0,05909 m] 
= 4226(109) mº 


Tensão de flexão máxima. A tensão de flexão máxima 
ocorre nos pontos mais afastados do eixo neutro, ou seja, na 
parte inferior da viga, c = 0,200 m — 0,05909 m = 0,1409 m. 
Assim, 


Me 4859KN-m(01409m) 
=D— = = 2 a 
ea or: 42,26(109) m! 


Resposta 


Mostre que a tensão de flexão no topo da viga é o" = 6,79 MPa. 


OBSERVAÇÃO: A força normal N = 1 kNe a força de cisa- 
lhamento V = 2,4 kN também contribuirão com uma tensão 
adicional na seção transversal. A superposição de todos es- 
ses efeitos será discutida mais adiante, em outro capítulo. 


EXEMPLO 6.17 


O elemento com seção transversal retangular (Figura 
6.30a) foi projetado para resistir a um momento de 40 N -m. 
Para aumentar sua resistência e rigidez, foi proposta a adi- 
ção de duas pequenas nervuras em sua parte inferior (Figu- 
ra 6.30b). Determine a tensão normal máxima no elemento 
para ambos os casos. 


SOLUÇÃO 


Sem nervuras. O eixo neutro está claramente no centro 
da seção transversal (Figura 6.30a), portanto, y = c = 15 mm 
= 0,015 m. Assim, 


RR LS 3. Siad 
1 = bi? = 55 (0,06 m)(0,03 m)? = 0,135(10'$) m 


Logo, a tensão normal máxima é 


Mc (40N-m)(0,015m 
or = ME o HO, 7 À - 444 MPa 
0,135(109) m spas 


(b) 
Figura 6.30 


Com nervuras. Pela Figura 6.30b, segmentando a área no 
retângulo grande principal e nos dois retângulos (nervuras) 
na parte inferior, a localização de y do centroide e do eixo 
neutro é determinada da seguinte maneira: 


[0,015 m](0,030 m)(0,060 m) + 2[0,0325 m](0,005 m)(0,010m) 


(0,03 m)(0,060m) + 2(0,005 m)(0,010 m) 
= 0,01592m 


Esse valor não representa c. O valor de c é 
c = 0,035 m — 0,01592 m = 0,01908 m 


Pelo teorema dos eixos paralelos, o momento de inércia 
emtorno do eixo neutro é 


I= [5 (0,060 m)(0,030 m)? + 


+ (0,060 m)(0,030 m)(0,01592m — 0,015 m?| 


+ 25 (0.010 m)(0,005 m)? + 


+ (0,010 m) (0,005 m)(0,0325 m — 0,01592 m| 


= 0,1642(10%)mº 
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Portanto, a tensão normal máxima é 


Mc | 40N-m(0,01908m) 
o — Me 
e A 0,1642(105) m! 


= 4,65 MPa Resposta 


OBSERVAÇÃO: Esse resultado surpreendente indica que o 
acréscimo de nervuras à seção transversal aumentará a ten- 
são normal em vez de diminuí-la; por essa razão, elas devem 
ser omitidas. 


PROBLEMAS 


6.43. Um elemento com as dimensões mostradas na figura 
deverá ser usado para resistir a um momento fletor interno 
M =2kN-m. Determine a tensão máxima no elemento se o 
momento for aplicado (a) em torno do eixo z e (b) em torno 
do eixo y. Trace um rascunho da distribuição de tensão para 
cada caso. 


120 mm 


sd 


60 mm 
Problema 6.43 


*6.44. A haste de aço com diâmetro de 20 mm está sujeita 
a um momento interno M = 300 N - m. Determine a tensão 
criada nos pontos A e B. Além disso, trace um rascunho de 
uma vista tridimensional da distribuição de tensão que age 
na seção transversal. 


Problema 6.44 


6.45. A viga está sujeita a um momento M. Determine a 
porcentagem desse momento à qual resistem as tensões que 
agem nas pranchas superior e inferior 4 e B da viga. 
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6.46. Determine o momento M que deve ser aplicado à 
viga de modo a criar uma tensão de compressão no ponto D 
op = 30 MPa. Além disso, trace um rascunho da distribuição 
de tensão que age na seção transversal e calcule a tensão 
máxima desenvolvida na viga. 


Problemas 6.45/46 


6.47. A peça de mármore, que podemos considerar como 
um material linear elástico frágil, tem peso específico de 
24 kN/mº e espessura de 20 mm. Calcule a tensão de flexão 
máxima na peça se ela estiver apoiada (a) em seu lado e 
(b) em suas bordas. Se a tensão de ruptura for o, = 1,5 
MPa, explique as consequências de apoiar a peça em cada 
uma das posições. 


*6.48. A peça de mármore, que podemos considerar como 
um material linear elástico frágil, tem peso específico de 
24 kN/m?. Se for apoiada nas bordas como mostrado em 
(b), determine a espessura mínima que ela deve ter para não 
quebrar. A tensão de ruptura é o, = 1,5 MPa. 


mp 


Problemas 6.47/48 


6.49. A viga tem a seção transversal mostrada na figura. Se 
for feita de aço com tensão admissível o, = 170 MPa, de- 
termine o maior momento interno ao qual ela pode resistir 
se o momento for aplicado (a) em torno do eixo z e (b) em 
torno do eixo ). 


Problema 6.49 


6.50. Foram apresentadas duas alternativas para o projeto 
de uma viga. Determine qual delas suportará um momento 
de M = 150 kN : m com a menor quantidade de tensão de 
flexão. Qual é essa tensão? Com que porcentagem ela é mais 
efetiva? 


-—200 mm— 


200 mm 


“15 mm 


mm 300 mm 


: 15 mm 


(a) (b) 
Problema 6.50 


6.51. A peça de máquina feita de alumínio está sujeita a um 
momento M = 75 N -m. Determine a tensão de flexão criada 
nos pontos B e € da seção transversal. Trace um rascunho 
dos resultados sobre um elemento de volume localizado em 
cada um desses pontos. 


“6.52. A peça de máquina feita de alumínio está sujeita a 
um momento M = 75 N - m. Determine as tensões de flexão 
máximas tanto de tração quanto de compressão na peça. 


20 mm 


Problemas 6.51/52 


6.53. A viga é composta por quatro peças de madeira cola- 
das como mostra a figura. Se o momento que age na seção 
transversal for M = 450 N - m, determine a força resultante 
que a tensão de flexão produz na peça superior A e na peça 


lateral B. 


TA) 


20 mm 200 mim 


Problema 6.53 


6.54. A área da seção transversal da escora de alumí- 
nio tem forma de cruz. Se ela for submetida ao momento 
M =8kN -m, determine a tensão de flexão que age nos pon- 
tos 4 e B e mostre os resultados em elementos de volume 
localizados nesses pontos. 


6.55. A área da seção transversal da escora de alumínio tem 
forma de cruz. Se ela for submetida ao momento M = 8kN -m, 
determine a tensão de flexão máxima na viga e faça o rascu- 
nho de uma vista tridimensional da distribuição de tensão 
que age em toda a seção transversal. 


50 mm 


Problemas 6.54/55 


"6.56. A viga é composta por três tábuas de madeira prega- 
das como mostra a figura. Se o momento que age na seção 
transversalfor M = 1,5 KN -m, determine a ténsão de flexão 
máxima na viga. Faça um rascunho de uma vista tridimensio- 
nal da distribuição de tensão que age na seção transversal. 


6.57. Determine a força resultante que as tensões de flexão 
produzem na tábua superior 4 da vigase M = 15 kN -m. 
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mm 


A 
150 mm 


ad 


Problemas 6.56/57 


6.58. A alavanca de controle é usada em um cortador de 
grama de empurrar. Determine a tensão de flexão máxima 
na seção a-a da alavanca se uma força de 100 N for aplicada 
ao cabo. A alavanca é suportada por um pino em A e um 
cabo em B. A seção a-a é quadrada, 6 mm por 6 mm. 


100 N 


Problema 6.58 


6.59. Determine a maior tensão de flexão desenvolvida no 
elemento se ele for submetido a um momento fletor interno 
M = 40kN:m. 


180 mm 


50 e 


0 nana 
Problema 6.59 


“6.60. A peça fundida cônica suporta a carga mostrada. De- 
termine a tensão de flexão nos pontos 4 e B. A seção trans- 
versal na seção a-a é dada na figura. 
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Problema 6.60 


6.61. Seo eixo no Problema 6.1 tiver diâmetro de 100 mm, 
determine a tensão de flexão máxima absoluta no eixo. 


6.62. Seoeixono Problema 6.3 tiver um diâmetro de 40 mm, 
determine a tensão de flexão máxima absoluta no eixo. 


6.63. Seo eixono Problema 6.6 tiver um diâmetro de 50 mm, 
determine a tensão de flexão máxima absoluta no eixo. 


*6.64. Seo tubo no Problema 6.8 tiver diâmetro externo de 
30 mm e espessura de 10 mm, determine a tensão de flexão 
máxima absoluta no eixo. 


6.65. Sea viga ACB no Problema 6.9 tiver seção transversal 
quadrada de 150 mm por 150 mm, determine a tensão de 
flexão máxima absoluta na viga. 


6.66. Se a lança do guindaste ABC no Problema 6.10 tiver 
seção transversal retangular com base de 60 mm, determine, 
com aproximação de múltiplos de 5 mm, a altura h exigida se 
a tensão de flexão admissível for o, = 170 MPa. 


6.67. Se a lança do guindaste ABC no Problema 6.10 tiver 
seção transversal retangular com base de 50 mm e altura 
de 75 mm, determine a tensão de flexão máxima absoluta 
na lança. 


“6.68. Determine a tensão de flexão máxima absoluta na 
viga no Problema 6.24. A seção transversal é retangular com 
base de 75 mm e altura de 100 mm. 


6.69. Determine a tensão de flexão máxima absoluta na 
vigano Problema 6.25. Cada segmento tem seção transversal 
retangular com base de 100 mm e altura 200 mm. 


6.70. Determine a tensão de flexão máxima absoluta no 
pino de 20 mm de diâmetro no Problema 6.35. 


6.71. O elemento tem seção transversal com as dimensões 
mostradas na figura. Determine o maior momento interno M 
que pode ser aplicado sem ultrapassar as tensões de tração e 
compressão admissíveis de (0) q, = 150 MPa e (0) 4, = 100 
MPa, respectivamente. 


Problema 6.71 


*6.72. Determine a tensão de flexão máxima absoluta no 
eixo de 30 mm de diâmetro que está sujeito às forças con- 
centradas. Os mancais de luva em 4 e B suportam somente 
forças verticais. 


6.73. Determine o menor diâmetro admissível do eixo que 
está sujeito às forças concentradas. Os mancais de luva em A 
e B suportam somente forças verticais, e a tensão de flexão 
admissível é o, = 160 MPa. 


A 
0,8m | 


Problemas 6.72/73 


600 N 


6.74. Determine a tensão de flexão máxima absoluta no 
eixo de 40 mm de diâmetro que está sujeito às forças con- 
centradas. Os mancais de luva em 4 e B suportam somente 
forças verticais. 


6.75. Determine o menor diâmetro admissível para o eixo 
que está sujeito às forças concentradas. Os mancais de luva 
em A e B suportam somente forças verticais, e a tensão de 
flexão admissível é o, — 150 MPa. 


2kN 


375 mm 
E 


Problemas 6.74/75 
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*6.76. A travessa ou longarina de suporte principal da carro- 
ceria do caminhão está sujeita à carga distribuída uniforme. 
Determine a tensão de flexão nos pontos A e B. 


25 kN/m 


pRSRao 


A 
24m | 36m 750 N 
F F, Problema 6.79 
20 mm 150 mm 


“6.80. Sea viga tiver seção transversal quadrada de 225 mm 
em cada lado, determine a tensão de flexão máxima absoluta 
i2mm na viga. 


15kN/m 


TITE 


6.77. Uma porção do fêmur pode ser modelada como um 


e 
tubo com diâmetro interno de 9,5 mm e diâmetro externo 2,5m 


de 32 mm. Determine a força estática elástica máxima P que 


6 kN 
25m aa 

pode ser aplicada ao centro do osso sem causar fratura. Con- Problema 6.80 

sidere que as extremidades do osso estão apoiadas em role- 


tes. O diagrama o — e para a massa do osso é mostrado na 6.81. A viga está sujeita à carga P em seu centro. Determi- 


Problema 6.76 


Í 
. 


figura e é o mesmo para tração e para compressão. ne a distância a dos apoios de modo que a tensão de flexão 
máxima absoluta na viga seja a maior possível. Qual é essa 

ão? 

a (MPa) P tensão! 


go 
875 


- 
e (mm/mm) E pe 
002 0,05 Lp 


Problema 6.77 Problema 6.81 


6.78. Se a viga no Problema 6.20 tiver seção transversal re- 
tangular com largura de 200 mm e altura de 400 mm, deter- 
mine a tensão de flexão máxima absoluta na viga. 


6.82. Se a viga no Problema 6.23 tiver a seção transversal 
mostrada na figura, determine a tensão de flexão máxima ab- 
soluta na viga. 


I 12mm 
Eni | mm 
200 mm EEE q 12 mm 
100 mm 
Problema 6.78 Problema 6.82 


6.79. Seo eixo tiver diâmetro de 37,5 mm, determine a ten- 6.83. O pino é usado para interligar os três elos. Devido ao 
são de flexão máxima absoluta no eixo. desgaste, a carga é distribuída na parte superior e inferior do 
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pino, como mostra o diagrama de corpo livre. Se o diâmetro 
do pino for 10 mm, determine a tensão de flexão máxima na 
área da seção transversal na seção central a-a. Para resolver 
o problema, em primeiro lugar, é necessário determinar as 
intensidades das cargas w, e w,. 


Problema 6.83 


“6.84. Um eixo é feito de um polímero com seção transversal 
elíptica. Se ele resistir a um momento interno M = 50N -m, 
determine a tensão de flexão máxima desenvolvida no material 
(a) pela fórmula da flexão, onde 7 = 1/4 7 (0,08 m)(0,04 m)?, e 
(b) por integração. Trace o rascunho de uma vista tridimen- 
sional da distribuição de tensão que age na área da seção 
transversal. 


6.85. Resolva o Problema 6.84 se o momento M = 50N:m 
for aplicado em torno do eixo y em vez de em torno do eixo 
x. Aqui, 7, = 1/4 a (0,04 m) (0,08 m)?. 


2 2 
a: 
(40)? 


cor! 


M = 50Nm 


Problemas 6.84/85 


6.86. A viga simplesmente apoiada é composta por quatro 
hastes de 16 mm de diâmetro, agrupadas como mostra a fi- 
gura. Determine a tensão de flexão máxima na viga devida à 
carga mostrada. 


6.87. Resolva o Problema 6.86 se o conjunto girar 45º e for 
assentado nos apoios. 


15m Lim . 


Problemas 6.86/87 


“6.88. A viga de aço tem a área de seção transversal mos- 
trada na figura. Determine a maior intensidade da carga dis- 
tribuída w, que ela pode suportar de modo que a tensão de 
flexão máxima na viga não ultrapasse o, = 150 MPa, 


6.89. A viga de aço tem a área de seção transversal mostra- 
da na figura. Se w, = 10 kN/m, determine a tensão de flexão 
máxima na viga. 


8 mm 


Problemas 6.88/89 


6.90. A viga tem a seção transversal retangular mostrada 
na figura. Determine a maior carga P que pode ser suportada 
em suas extremidades em balanço de modo que a tensão de 
flexão na viga não ultrapasse o ,,. = 10 MPa. 


6.91. A viga tem a seção transversal retangular mostrada 
na figura. Se P = 1,5 kN, determine a tensão de flexão máxi- 
ma na viga. Faça um rascunho da distribuição de tensão que 
age na seção transversal. 


P P 


50 mm 


lis 


[100 mm 


Problemas 6.90/91 


*6.92. A viga está sujeita ao carregamento mostrado na f- 
gura. Se a dimensão de sua seção transversal a = 180 mm, 
determine a tensão de flexão máxima absoluta na viga. 


6.93. A viga está sujeita ao carregamento mostrado na fi 
gura. Determine a dimensão a exigida para sua seção tranS- 
versal se a tensão de flexão admissível para o material for 
O ax — 150 MPa. 


Problemas 6.92/93 


6.94. A longarina ABD da asa de um avião leve é feita de 
alumínio 2014'T6 e tem área de seção transversal de 1.000 mm?, 
profundidade de 80 mm e momento de inércia em torno de 
seu eixo neutro de 1,662(10%) mm'. Determine a tensão 
de flexão máxima absoluta na longarina se a carga for a 
mostrada na figura. Considere que 4, Be C são pinos. O 
acoplamento é feito ao longo do eixo longitudinal central 
da longarina. 


15kN/m 


Problema 6.94 


6.95. O barco pesa 11,5 KN e tem centro de gravidade em 
G. Se estiver apoiado no reboque no contato liso 4 e pre- 
so por um pino em B, determine a tensão de flexão máxi- 
ma absoluta desenvolvida na escora principal do reboque. 
Considere que a escora é uma viga-caixão com as dimensões 
mostradas na figura e presa por um pino em C. 


Problema 6.95 


'6.96. A viga suporta a carga de 25 kN. Determine a tensão 
de flexão máxima absoluta na viga se os lados de sua seção 
transversal triangular forem a = 150 mm. 


697, A viga suporta a carga de 25 kN. Determine o tama- 
nho qa exigido para os lados de sua seção transversal triangu- 
lar se a tensão de flexão admissível for o,,, = 126 MPa. 


Fiexão 215 


Problemas 6.96/97 


x 


6.98. A viga de madeira está sujeita à carga uniforme 
w= 3 kN/m. Se a tensão de flexão admissível para o material 
for Cm = 10 MPa, determine a dimensão b exigida para sua 
seção transversal. Considere que o suporte em A é um pino 
e em B é um rolete. 


Problema 6.98 


6.99. A viga de madeira tem seção transversal retangular 
na proporção mostrada na figura. Determine a dimensão b 
exigida se a tensão de flexão admissível for o, = 10 MPa. 


500 N/m 


il,5b 


Problema 6.99 


“6.100. A viga é feita de um material com módulo de elasti- 
cidade sob compressão diferente do módulo de elasticidade 
sob tração. Determine a localização c do eixo neutro e de- 
duza uma expressão para a tensão de tração máxima na viga 
cujas dimensões são mostradas na figura se ela estiver sujeita 
ao momento fletor M. 


6.101. A viga tem seção transversal retangular e está sujei- 
ta ao momento fletor M. Se o material de fabricação da viga 
tiver módulos de elasticidade diferentes para tração e com- 
pressão, como mostrado na figura, determine a localização c 
do eixo neutro e a tensão de compressão máxima na viga. 


Problemas 6.100/101 
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6.5 Flexão assimétrica 


Quando desenvolvemos a fórmula da flexão, impu- 
semos a condição de que a área da seção transversal 
fosse simétrica em torno de um eixo perpendicular ao 
eixoneutro e também que o momento interno resultan- 
te M agisse ao longo do eixo neutro. É isso o que ocorre 
nas seções em T ou em U, mostradas na Figura 6.31. Po- 
rém, essas condições são desnecessárias, e, nesta seção, 
mostraremos que a fórmula da flexão também pode ser 
aplicada tanto a uma viga com área de seção transversal 
de qualquer formato, como a uma viga com momento 
interno resultante que aja em qualquer direção. 


Momento aplicado ao longo do eixo prin- 
cipal. Considere que a seção transversal da viga tem 
a forma assimétrica mostrada na Figura 6.32a. Como 
na Seção 6.4, o sistema de coordenadas x, y, z orienta- 
do para a direita é definido de modo tal que a origem 
esteja localizada no centroide C da seção transversal e 
o momento interno resultante M aja ao longo do eixo 
+z. A distribuição de tensão que age sobre toda a área 
da seção transversal deve ter força resultante nula, 
momento interno resultante em torno do eixo y nulo e 
momento interno resultante em torno do eixo z igual 
a M: Estas três condições podem ser expressas mate- 
maticamente considerando-se a força que age sobre o 
elemento diferencial d A localizado em (0, y, z) (Figura 
6.32a). Essa força é dF = odA e, portanto, temos 


Fr= DF, 0=- foda (6.14) 
A 
(Mr), = EM; 0 = [20 dA (615) 


(Mp): = EM,; M = H =yo dA (616) 


Como mostrado na Seção 6.4, a Equação 6.14 é 
satisfeita desde que o eixo z passe pelo centroide da 
área da seção transversal. Além disso, visto que o eixo 
z representa o eixo neutro para a seção transversal, a 
deformação normal variará de zero no eixo neutro a 
máxima em um ponto y localizado à maior distância 
y = c do eixo neutro (Figura 6.32b). Contanto que o 
material se comporte de maneira linear elástica, a dis- 
tribuição de tensão normal na área da seção transversal 


* A condição de que os momentos em torno do eixo y sejam nulos 
não foi considerada na Seção 6.4, visto que a distribuição da ten- 
são de flexão era simétrica em relação ao eixo y e tal distribuição 
de tensão produz automaticamente momento nulo em torno do 
eixo y. Veja a Figura 6.26c. 


Eixo de simetria 


HE 


NY es neutro 
a 


x 


y 


Eixo de simetria 


Eixo neutro 


y 


Distribuição de deformação normal 
(vista lateral) 


(b) 


Distribuição da tensão de flexão 
(vista lateral) 


(c) 
Figura 6.32 


também será linear, de modo que o = —(ylc) O a. 
(Figura 6.32c). Quando essa equação é substituída na 
Equação 6.16 e integrada, resulta na fórmula da flexão 
Tue MciI. Quando substituída na Equação 6.15, ob- 
temos 


(ue = E / yzdA 
C JA 


fpzda=o 
A 


Essa integral é denominada produto de inércia 
para a área. Como indicado no Apêndice A, ela real- 
mente será nula desde que os eixos y e z sejam esco- 
lhidos como os eixos principais de inércia para a área. 
Para uma área de forma qualquer, a orientação dos 
eixos principais pode ser determinada pelas equações 
de transformação de inércia ou pelo círculo de Mohr 
de inércia, como mostrado no Apêndice A, Seções A.4 
e A.5. Entretanto, se a área tiver um eixo de simetria, 
é fácil definir os eixos principais visto que eles sempre 
estarão orientados ao longo do eixo de simetria e per- 
pendiculares a ele. 

Então, resumindo, as equações 6.14 a 6.16 sempre 
serão satisfeitas independentemente da direção do 
momento aplicado M. Por exemplo, considere os ele- 
mentos mostrados na Figura 6.33. Em cada um desses 
casos, y e z definem os eixos principais de inércia para 
a seção transversal cuja origem está localizada no 
centroide da área. Nas figuras 6.33a e 6.33b, os eixos 
Principais são localizados por simetria, e nas figuras 
6.33c e 6.33d, a orientação dos eixos é determinada 
pelos métodos apresentados no Apêndice A. Visto 
que M é aplicado em torno de um dos eixos principais 
(eixo z), a distribuição de tensão é determinada pela 


que exige 
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Figura 6.33 


fórmula da flexão, o = MAL, e é mostrada na figura 
para cada caso. 


Momento aplicado arbitrariamente. As 
vezes, um elemento pode ser carregado de tal modo 
que o momento interno resultante não aja em torno 
de um dos eixos principais da seção transversal. Quan- 
do isso ocorre, em primeiro lugar, o momento deve ser 
decomposto em componentes dirigidas ao longo dos 
eixos principais. Então, a fórmula da flexão pode ser 
usada para determinar a tensão normal provocada por 
cada componente do momento. Por fim, usando o prin- 
cípio da superposição, a tensão normal resultante no 
ponto pode ser determinada. 

Para tal, considere que a viga tenha seção trans- 
versal retangular e está sujeita ao momento M (Fi- 
gura 6.34a). Aqui, M forma um ângulo 6 com o eixo 
principal z. Consideraremos que 0 é positivo quando 
estiver direcionado do eixo +z para o eixo +y, como 
mostra a figura. Decompondo M em componentes ao 
longo dos eixos z e y, temos M = M cos 0 e M, =M 
sen 9, respectivamente. Cada uma dessas componentes 
é mostrada separadamente na seção transversal nas 
figuras 6.34b e 6.34c. As distribuições de tensão nor- 
mal que produzem M e suas componentesM eM são 
mostradas nas figuras 6.34d, 6.34€ e 6.34f, respectiva- 
mente. Aqui, consideramos que (0). > (0' Da Por 
inspeção, as tensões de tração e compressão máximas 
o Dix + (O Dix] OCOrrem em dois cantos opostos da 
seção transversal (Figura 6.34d). 

Aplicando a fórmula da flexão a cada componente 
do momento nas figuras 6.34b e 6.34c, podemos ex- 
pressar a tensão normal resultante em qualquer ponto 
na seção transversal (Figura 6.34d), em termos gerais, 
como 


Mo My 


(6.17) 
; 
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[emas + (0x) máx] 


[CO máx 


(b) (c) 


(O máx 


(máx 


(Omi 


(e) (£) 


Figura 6.34 


onde 


o = tensão normal no ponto. 

», z = coordenadas do ponto medidas em relação 
aos eixos x, y, Z com origem no centroide 
da área da seção transversal e formando 
um sistema de coordenadas orientado 
para a direita. O eixo x é direcionado para 
fora da seção transversal, e Os eixos y e z 
representam, respectivamente, os eixos 
principais dos momentos de inércia míni- 
mo e máximo para a área. 

M, M, = componentes do momento interno re- 
sultante direcionadas ao longo dos eixos 
principais y e z. São positivos se direcio- 
nados ao longo dos eixos +y e +z; caso 
contrário, são negativos. Ou, em outras 
palavras, M, = M send e M, = M cos 0, 
onde 8 é positivo se medido do eixo +z 
na direção do eixo +). 

!, 1, = momentos principais de inércia calculados 
em torno dos eixos y e z, respectivamente. 
Veja o Apêndice A. 


Como observamos antes, é muito importante que 
os eixos x, y,Z formem um sistema orientado para a di- 


reita e que sejam designados os sinais algébricos ade- 
quados às componentes do momento e às coordenadas 
quando aplicamos essa equação. A tensão resultante 
será de tração se ela for positiva e de compressão se ela 
for negativa. 


Orientação do eixo neutro. O ângulo a do 
eixo neutro na Figura 6.34d pode ser determinado pela 
Equação 6.17 com o = 0, visto que, por definição, ne- 
nhuma tensão normal age no eixo neutro. Temos 


My. 
É Md 


Visto que M,=Mcosde M, = M sen 0, então, 


p= -ig0 ja 
1, 


Essa é a equação da reta que define o eixo nel- 
tro para a seção transversal. Uma vez que a inclinação 
dessa reta é tg a = y/z, então, 


(6.18) 


F 


tga = F tg 0 (6.19) 


y 


Aqui, podemos ver que, para flexão assimétrica, O 
ângulo 6, que define a direção do momento M (Figura 
6. 3a), não é igual a a, o ângulo que define a inclinação 
do eixo neutro (Figura 6.34d), a menos que 1, =1,.Ao 
contrário, se, como na Figura 6.344, o eixo y “for êsco- 
lhido como o eixo principal para o momento de inércia 


EXEMPLO. 6.18 


A seção transversalretangular mostrada na Figura 6.35a 
está sujeita a um momento fletor M = 12 kN - m. Determi- 
ne a tensão normal desenvolvida em cada canto da seção e 


especifique a orientação do eixo neutro. 


SOLUÇÃO 

Componentes do momento interno. Por inspeção, ve- 
mos que os eixos y e z representam os eixos principais de 
inércia, uma vez que são eixos de simetria para a seção 
transversal. Como exigido, definimos o eixo z como o eixo 
principal para momento de inércia máximo. O momento é 
decomposto em suas componentes y e z, onde 


4 
-"(12kN-m) = -9,60kN-m 


M, = 5 


3 
M, = 5(12kN-m) = 7,20kN:m 


Propriedades da seção. (Os momentos de inércia em tor- 
no dos eixos y e z são 


1 
1, = 15 (0,4 m)(0,2m)º = 0,2667(10?) m! 


1 
1. = 15 (02 m)(0,4 m) = 1,067(10º) mº 


(a) 
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mínimo e o eixo z for escolhido como o eixo princi- 
pal para o momento de inércia máximo, de modo que 
1, <,, então, pela Equação 6.19, podemos concluir 
que o ângulo a, positivo quando medido do eixo +z 
em direção ao eixo +y, estará entre a linha de ação de 
M e ceixo y,isto 6,0 = « = 90º. 


Tensão de flexão. Assim, 


M,y á Myz 


qe =": 
E UE 


7,20(10%) N - m(0,2 m) 
1,067(102) m? 


—9,60(102) N -m(—0,1 m) 
0,2667(10)) m? 


= 225MPa Resposta 


7,20(10*) N :m(0,2m) 
1,067(10 2) m? 


—9,60(10*) N-m(0,1m) | 
0,2667(10)) m? 


4,95 MPa Resposta 


7,20(10*) N - m(—0,2 m) 
1,067(10?) m? 


—9,60(10%) N- m(0,1m) 
0,2667(10)) mº 


= —2,25 MPa Resposta 


4,95 MPa 


(b) (c) 


Figura 6.35 
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7,20(10º) N :m(—0,2m) 
1,067(102) m? 


SE 


—9,60(10)) N:m(—0,1 m) sis 
=4, a 
0,2667(1072) mf Resposta 


A distribuição da tensão normal resultante foi traçada usan- 
do esses valores (Figura 6.35b). Visto que a superposição se 
aplica, a distribuição de tensão é linear, como mostrado. 


Orientação do eixo neutro. A localização z do eixo neu- 
tro (NA) (Figura 6.35b) pode ser determinada por cálculo 
proporcional. Ao longo da borda BC, exige-se 


225MPa | 495MPa 

z E (0,2m — z) 

0,450 — 2,257 = 4,95z 
z = 0,0625m 


Da mesma maneira, essa é também a distância de D ao eixo 
neutro na Figura 6.35b. 


Também podemos determinar a orientação de NA pela 
Equação 6.19, que é usada para especificar o ângulo a que o 
eixo faz com o eixo z ou eixo principal máximo. De acordo 
com a convenção de sinal que adotamos, O deve ser medido 
do eixo +z em direção ao eixo +y. Por comparação, na Figu- 
ra 6.35c,0 = —tg- 13 = —53,1º (ou 0 = +306,9º). Assim, 


tga = e 9 
5 
1,067(10*) mº 
82 = 2667(1073) mi 8 (SSLO) 
a = —79,4º Resposta 


Esse resultado é mostrado na Figura 6.35c. Usando o valor 
de z calculado acima, verifique, usando a geometria da seção 
transversal, que obtemos a mesma resposta. 


EXEMPLO 6.19 


Uma viga em T está sujeita a um momento fletor de 
15 kN - m, como mostra a Figura 6.36a. Determine a tensão 
normal máxima na viga e a orientação do eixo neutro. 


SOLUÇÃO 


Componentes do momento interno. Os eixos y e z são 
eixos principais de inércia. Por quê? Pela Figura 6.36a, ambas 
as componentes do momento são positivas. Temos 


M. = (15kN-m) cos 30º = 12,99kN m 


y 


M, = (15kN-m)sen 30º = 7,50KN -m 


Propriedades da seção. Com referência à Figura 6.36b e 
trabalhando em metros, temos 


[0,05 m/(0,100 m)(0,04 m) + [0,115 mJ(0,03 m)(0,200 m) 
(0,100 m)(0,04m) + (0,03m)(0,200m) 


= 0,0890 m 


Pelo teorema dos eixos paralelos apresentado no Apêndice 
A,I=1+ Ad” e, assim, os momentos principais de inércia 
são: 

1 


1. = 15 (0,100 m)(0,04 m)? + (003 m)(0,200 m) = 


= 20,53(109) m! 


1 
LE lo (0,04 m) (0,100 m)? + 


+ (0,100 m)(0,04m)(0,0890m — 0,05 m| 


1 
Es [55 (0200 m)(0,03 m)? + 


+ (0,200 m)(0,03 m)(0,115 m — 0,0890 m?] 


= 13,92(109) mº 


Tensão de flexão máxima. As componentes do momento 
são mostradas na Figura 6.36c. Por inspeção, a maior tensão 
de tração ocorre no ponto B, visto que, por superposição, am- 
bas as componentes do momento criam uma tensão de tra- 
ção naquele lugar. De maneira semelhante, a maior tensão 
de compressão ocorre no ponto C. Assim, 


M.y Myz 
aiças SERRA 
Fe 
7,50kN:m(=0,100m) | 12,99kN- m(0,0410 m) 
A 20,53(109) mº 13,92(10%) mf 
= 748 MPa 
7,50 kN -m(0,020m) 12,99 kN-m(-0,0890 m) 
oc — k 


20,53(10*) m! 
—90,3 MPa 


13,92(10*) mº 
Resposta 


Por comparação, a maior tensão normal é, portanto, de com- 
pressão, e ocorre no ponto C. 


Orientação do eixo neutro. Quando aplicamos a Equa- 
ção 6.19, é importante ter certeza de que os ângulos a e 0 


Zz 


0,100 m— 


7,50 kN:m 


(Ni299 kN im 
Y 


y 


foram definidos corretamente. Como já dissemos, y deve 
representar o eixo para o momento principal de inércia mí- 
nimo e z deve representar o eixo para o momento princi- 
pal de inércia máximo. Aqui, esses eixos estão posicionados 
adequadamente, visto que I, < 1. Usando essa configuração, 
9 e a são positivos quando medidos do eixo +z em direção 
ao eixo +y. Por consequência, pela Figura 6.36a, 0 = +60º. 
Assim, 


: 20,53(1079) mº di 
Sºº | 13920109 mº | * 


a = 68,6º Resposta 


O eixo neutro é mostrado na Figura 6.36d. Como esperado, 
ele se encontra entre o eixo y e a linha de ação de M. 


LO 6.20 


A seção em Z mostrada na Figura 6.37a está sujeita 
ao momento fletor M = 20 kN - m. Usando os métodos 
apresentados no Apêndice A (veja Exemplo A.4 ou A.5), 
Os eixos principais y e z estão orientados como mostra a 
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(d) 


Figura 6.36 


figura, de tal modo que representam os momentos prin- 
cipais de inércia mínimo e máximo, ee 0,960(10)m! e 
1, = 7,54(10)m/, respectivamente. Determine a tensão 
normal no ponto P e a orientação do eixo neutro. 


SOLUÇÃO 


Para usar a Equação 6.19, é importante que o eixo z seja o 
eixo principal para o momento de inércia máximo, o que ele 
é, porque a maior parte da área está em uma posição mais 
afastada desse eixo. 


Componentes do momento interno. Pela Figura 6.37a, 


M, =20kN-msen 571º = 16,79kN.m 
M, = 20kN -m cos 57,1º = 10,86 kN m 


Tensão de flexão. Em primeiro lugar, devem ser deter- 
minadas as coordenadas y e z do ponto P. Observe que as 
coordenadas y' e z' de P são (—-0,2 m, 0,35 m). Usando os 
triângulos colorido e sombreado da construção mostrada na 
Figura 6.37b, temos 


yp = —0,35 sen 32,9º — 0,2 cos 32,9º = —(,3580 m 
zp = 0,35 cos 32,9º — 0,2 sen 32,9º = 0,1852m 
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400 mm 


- 
100 mm 


- 300 mm 


(a) MN y 


Figura 6.37 


Aplicando a Equação 6.17, temos 


o Moyp A Myzp 
ço A FA 
(10,86 kN m)(=0,3580 m) | (16,79kN:m)(0,1852m) 
7,54(10?) m! 0,960(103) mº 
= 3,76 MPa 
Resposta 


Orientação do eixo neutro. O ângulo 6 = 57,1º é mostra- 
do na Figura 6.37a. Assim, 


7,54(10) mº 
Bt =3) md 
0,960(10?) m 


a = 85,3º Resposta 


| tg 57,1º 


O eixo neutro está localizado como mostra a Figura 6.37b. 


PROBLEMAS 


6.102. A viga-caixão está sujeita a um momento fletor 
M = 25 kN - m direcionado, como mostra a figura. Determi- 
ne a tensão de flexão máxima na viga e a orientação do eixo 
neutro. 


6.103. Determine o valor máximo do momento fletor M 
de modo que a tensão de flexão no elemento não ultrapasse 
100 MPa. 


3 
4 o = 
150 mm 


Problemas 6.102/103 


“6.104. A viga tem seção transversal retangular. Se estiver 
sujeita a um momento fletor M = 3.500 N - m direcionado 
como mostra a figura, determine a tensão de flexão máxima 
na viga e a orientação do eixo neutro. 


Problema 6.104 


6.105. A viga em T está sujeita a um momento fletor 
M = 15 kN -m direcionado, como mostra a figura. Determine 
a tensão de flexão máxima na viga e a orientação do eixo neu- 
tro. A localização y do centroide, C, deve ser determinada. 


150 mm/150 mm 


50 mm 


Problema 6.105 


6.106. Se o momento interno resultante que age na seção 
transversal da escora de alumínio tiver valor M = 520N :m 
e for direcionado como mostra a figura, determine a tensão 


de flexão nos pontos 4 e B. A localização y do centroide C 
da área da seção transversal da escora deve ser determinada. 
Especifique, também, a orientação do eixo neutro. 


6.107. O momento interno resultante que age na seção 
transversal da escora de alumínio tem valor M = 520N «me 
está direcionado como mostra a figura. Determine a tensão 
de flexão máxima na escora. A localização y do centroide C 
da área da seção transversal da escora deve ser determinada. 
Especifique, também, a orientação do eixo neutro. 


Problemas 6.106/107 


“6.108. O eixo de 30 mm de diâmetro está sujeito às car- 
gas vertical e horizontal de duas polias como mostra a figura. 
O eixo está apoiado em dois mancais em 4 e B, que não 
oferecem nenhuma resistência à carga axial. Além do mais, 
podemos considerar que o acoplamento ao motor em € não 
oferece nenhum apoio ao eixo. Determine a tensão de flexão 
máxima desenvolvida no eixo. 


Problema 6.108 


6.109, O eixo está sujeito às cargas vertical e horizon- 
tal de duas polias, como mostra a figura, e está apoiado 
em dois mancais em 4 e B, que não oferecem nenhuma 
Iesistência à carga axial. Além do mais, podemos consi- 
derar que acoplamento ao motor em C€ não oferece ne- 
nhum apoio ao eixo. Determine o diâmetro d exigido para 
9.eixo se a tensão de flexão admissível para o material for 
Sim = 180 MPa. 
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Problema 6.109 


6.110. A tábua é usada como uma trave de assoalho sim- 
plesmente apoiada. Se um momento fletor M = 1,2 kN-m 
for aplicado a 3º em relação ao eixo z, determine a tensão 
desenvolvida na tábua no canto 4. Compare essa tensão com 
a desenvolvida pelo mesmo momento aplicado ao longo do 
eixo z (0 = 0º). Qual é o ângulo para o eixo neutro quando 
0 = 3º9 Comentário: Normalmente, as tábuas do assoalho 
seriam pregadas à parte superior da viga de modo que 6 = 0º 
e a alta tensão devida a um mau alinhamento eventual não 
ocorreria. 


Problema 6.110 


6.111. Considere o caso geral de uma viga prismática sujei- 
ta às componentes de momento fletor M, e M,, como mos- 
tra a figura, quando os eixos x, y, z passam pelo centroide 
da seção transversal, Se o material for linear elástico, a ten- 
são normal na viga é uma função linear da posição tal que 
o = a + by + cz. Usando as condições de equilíbrio O = Jo 
dA,M = Jo dA,M, = 4 —yo dA, determine as cons- 
tantes a, be ce mostre que a tensão normal pode ser de- 
terminada pela equação o = [(M. 1, + MI) + (MI, + 
MI, MIA, — 1,), onde os momentos e produtos de inér- 
cia são definidos no Apêndice A. 


224 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


Problema 6.111 


“6.112. O eixo de aço de 65 mm de diâmetro está sujeito a 
duas cargas que agem nas direções mostradas na figura. Se 
os mancais em A e B não exercerem uma força axial sobre o 
eixo, determine a tensão de flexão máxima absoluta desen- 
volvida no eixo. 


1,25m 


Problema 6.112 


6.113. O eixo de aço está sujeito às duas cargas que agem 
nas direções mostradas na figura. Se os mancais em 4 e B 
não exercerem uma força axial sobre o eixo, determine o di- 
âmetro exigido para o eixo, se a tensão de flexão admissível 
for o qm = 180 MPa. 


1,25m 


Problema 6.113 


6.114. Usando as técnicas descritas no Apêndice A, Exem- 
plo A.5 ou A.6, a seção em Z tem momentos principais de 
inércia 1, = 0,060(10)m* e 1, = 0,471(10?)m?, calculados 
em torno dos eixos principais de inércia y e z, respectiva- 
mente. Se a seção for submetida a um momento interno 
M = 250 N : m direcionado na horizontal, como mostra a 
figura, determine a tensão produzida no ponto 4. Resolva o 
problema usando a Equação 6.17. 


6.115. Resolva o Problema 6.114 usando a equação desen- 
volvida no Problema 6.111. 


*6.116. Usando as técnicas descritasno Apêndice A, Exem- 
plo A.5 ou A.6, a seção em Z tem momentos principais de 


inércia de= 0,060(10)m'e 7 = 0,471(10)mº, calculados em 
torno dos eixos principais de inércia y e z, respectivamente, Se 
a seção for submetida a um momento interno M = 250N .m 
direcionado na horizontal, como mostra a figura, determine 
a tensão produzida no ponto B. Resolva o problema usando 
a Equação 6.17. 


+ eo mm 


Problemas 6.114/115/116 


6.117. Para a seção, 7, = 31,7(109mº, 7, = 114(10-9m', 
1, = 15,1(10-9mº. Usando as técnicas apresentadas no 
Apêndice A, a área da seção transversal do elemento 
tem momentos principais de inércia 1, = 29,0(109)m* e 
1, = 117(10"9m?º, calculados em torno dos eixos principais 
de inércia y e z, respectivamente. Se a seção for submetida a 
um momento M = 2.500 N : m direcionado como mostra a 
figura, determine a tensão produzida no ponto A, usando a 


Equação 6.17. 


6.118. Resolva o Problema 6.117 usando a equação desen- 
volvida no Problema 6.111. 


Problemas 6.117/118 


"6.6 Vigas compostas 


Vigas construídas com dois ou mais materiais di- 
ferentes são denominadas vigas compostas. Citamos 
como exemplos as de madeira com tiras de aço nas 
partes superior e inferior (Figura 6.38a) ou as mais CO- 
muns, vigas de concreto reforçadas com hastes de aço 
(Figura 6.38b). Os engenheiros projetam essas vigas de 
propósito, para desenvolver um meio mais eficiente de 


suportar cargas aplicadas. Por exemplo, na Seção 3.3 foi 
demonstrado que o concreto é excelente para resistir 
à tensão de compressão, mas muito ruim para resistir à 
tensão de tração. Por consequência, as hastes de refor- 
ço de aço mostradas na Figura 6.38b foram colocadas 
na zona de tensão da seção transversal da viga para 
que elas resistam às tensões de tração resultantes do 
momento M. 

Visto que a fórmula da flexão foi desenvolvida para 
vigas de materialhomogêneo, ela não pode ser aplica- 
da diretamente para determinar a tensão normal em 
Uma viga composta. Entretanto, nesta seção, desenvol- 
veremos um método para modificar ou “transformar” 
a seção transversal da viga em uma seção feita de um 
único material. Feito isso, a fórmula da flexão poderá 
ser usada para a análise de tensão. 

Para explicar como aplicar o método da seção trans- 
formada, considere a viga composta feita de dois ma- 
teriais, 1 e 2, com áreas de seção transversal mostradas 
na Figura 6.39a. Se um momento fletor for aplicado a 
essa viga, então, como ocorre com uma viga de mate- 
rial homogêneo, a área total da seção transversal per- 
manecerá plana após a flexão e, por consequência, as 
deformações normais variarão linearmente de zero no 
eixo neutro a máxima no material mais afastado desse 
eixo (Figura 6.39b). Contanto que o material apresente 
comportamento linear elástico, a lei de Hooke se apli- 
ca e, em qualquer ponto no material 1,a tensão normal 
é determinada por o = E,e. De maneira semelhante, 
para o material 2, a distribuição de tensão é determi- 
nada por o = E,e. É óbvio que, se o material 1 for mais 
rígido que o material 2, por exemplo, aço e borracha, 
a maior parte da carga será suportada pelo material 1, 
visto que E, > E,. Considerando que seja esse o caso, 
a distribuição de tensão será semelhante à mostrada 
na Figura 6.39c ou 6.39d. Em particular, observe o sal- 
to na tensão que ocorre na junção entre os materiais. 
Nesse local, a deformação é a mesma, porém, visto que 
os módulos de elasticidade ou rigidez para os materiais 
mudam repentinamente, a tensão também muda. A lo- 
calização do eixo neutro e a determinação da tensão 
máxima na viga, usando essa distribuição de tensão, 
pode ser baseada em um procedimento de tentativa 
e erro. Isso requer satisfazer as seguintes condições: 
a distribuição de tensão produz uma força resultante 
nula na seção transversal e o momento da distribuição 
de tensão em torno do eixo neutro deve ser iguala M. 

Contudo, um modo mais simples de cumprir essas 
duas condições é transformar a viga em outra, feita de 
um único material. Por exemplo, se considerarmos que 
a-viga é feita inteiramente do material 2, menos rígido, 
então a seção transversal seria semelhante à mostrada 
na Figura 6.39e. Nesse caso, a altura h da viga perma- 
nece a mesma, já que a distribuição de tensão de defor- 
mação mostrada na Figura 6.39b deve ser preservada. 
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Placas de aço 


(a) 


Hastes de reforço de aço 
(b) 
Figura 6.38 


Todavia, a porção superior da viga tem de ser alargada, 
de modo a poder suportar uma carga equivalente à su- 
portada pelo material 1, mais rígido, na Figura 6.39d. A 
largura necessária pode ser determinada considerando 
a força dF que age em uma área d4 = dz dy da viga 
na Figura 6.39a. Essa força é dF = o dA = (E e) dz 
dy. Por outro lado, se a largura de um elemento corres- 
pondente de altura dy na Figura 6.39e for n dz, então 
dF' = o'dA' = (En dz dy. Igualando essas duas 
forças de modo a produzirem o mesmo momento em 
torno do eixo z, temos 


Eedzdy = Eendzdy 
ou 


E, 
n= E (6.20) 


Esse número adimensional n é denominado fator 
de transformação. Esse fator indica que a seção trans- 
versal com largura b na viga original (Figura 6.39a) 
deve ser aumentada na largura para b, = nb na região 
onde o material 1 está sendo transformado no material 2 
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Variação da tensão de flexão 


(d) 


Variação da deformação normal 
(vista lateral) 


Variação da tensão de flexão 
(vista lateral) 


(b) (c) 


(e) 


bj=n'b Variação da tensão de flexão para Variação da tensão de flexão para 
Viga transformada para o material(T) a viga transformada para o material(2) a viga transformada para o material(1) 
(£) (g) (h) 
Figura 6.39 


(Figura 6.39e). De um modo semelhante, se o material 
2, menos rígido, for transformado no material 1, mais 
rígido, a seção transversal será semelhante à mostrada 
na Figura 6.39f. Aqui, a largura do material 2 foimuda- 
da para b, = n'b, onde nº = E,/E,. Observe que, nesse 
caso, o fator de transformação nº deve ser menor do 
que um, visto que E, > E,. Em outras palavras, preci- 
samos uma quantidade menor do material mais rígido 
para suportar um determinado momento. 

Assim que a viga tenha sido transformada em ou- 
tra feita de um único material, a distribuição de tensão 
normal na seção transversal transformada será linear, 
como mostra a Figura 6.39g ou 6.39h. Por consequên- 
cia, o centroide (eixo neutro) e o momento de inércia 
para a área transformada podem ser determinados, e 
a fórmula da flexão pode ser aplicada do modo usual 


para determinar a tensão em cada ponto na viga trans- 
formada. Entenda que a tensão na viga transformada 
é equivalente à tensão no mesmo material da viga ver- 
dadeira. Porém, para o material transformado, a tensão 
determinada na seção transformada tem de ser multi- 
plicada pelo fator de transformação n (ou n'), já que a 
área do material transformado, d4' = n dz dy,é n ve 
zes a área do material verdadeiro dA = dz dy. Isto é, 


dF =odA =o'dA' 


odzdy=o'ndzdy (621) 


, 


o = no 


Os exemplos 6.21 e 6.22 ilustram numericamente à 
aplicação do método da seção transformada. 


ssa 


ca 


tre os módulos dos diferentes mat: 


gido e vice-versa. 


transformada, ela deve ser multiplicada pelo f 


EXEMPLO 6.21 


Uma viga composta é feita de madeira e reforçada com 
uma tira de aço localizada em sua parte interior. Ela tem a 
área de seção transversal mostrada na Figura 6.40. Se for 
submetida a um momento fletor M = 2 kN -m, determine a 
tensão normal nos pontos B e C. Considere E, = 200 GPa. 
Ena — 12 GPa. 


SOLUÇÃO 


Propriedades da seção. Embora a escolha seja arbitrária, 
aqui, transformaremos a seção em outra feita inteiramente 


2kNm 


20 mm 


so 


7,18 MPa 
(c) 


de aço. Visto que o aço tem rigidez maior do que a madeira 
(Eo > Eua), à largura da madeira deve ser reduzida a uma 
largura equivalente para o aço. Por consequência, n deve ser 
menor do que um. Para que isso ocorra, n = E E, de 
modo que 


12 GPa 
200 GPa 


Daço = Nbmad = (150 mm) = 9 mm 


A seção transformada é mostrada na Figura 6.40b. 


A localização do centroide (eixo neutro), calculada em 
relação a um eixo de referência localizado na parte inferior 
da seção, é 


0,210 MPa 
3,50 MPa 


7,18 MPa 
(d) 


Figura 6.40 
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[0,01 mJ(0,02 m)(0,150 m) + [0,095 mJ(0,009 m)(0,150 m) 
E 0,02 m(0,150m) + 0,009m(0,150m) 


= 0,03638m 
Portanto, o momento de inércia em torno do eixo neutro é 
1 
Ina = E (0,150 m)(0,02 m) + 


“+ (0,150m)(0,02 m)(0,03638 m — 0,01 m| 


1 
+ [5 (0,009 m)(0,150 m)* + 


+ (0,009 m)(0,150 m)(0,095 m — 0,03638 m| 
= 9,358(10%) mº 


Tensão normal. 
normalem B' e C é 


Aplicando a fórmula da flexão, a tensão 


2 kN+m(0,170m — 0,03638m) 
oB — 6 4 = 28,6 MPa 
9,358(10*) m 
2 kN-m(0,03638 m) 


Pc 9,358(109) mi 


= 7,18 MPa Resposta 


A distribuição da tensão normal na seção transformada 
(toda de aço) é mostrada na Figura 6.40c. 


A tensão normal na madeira, localizada em B na Figura 
6.40a, é determinada pela Equação 6.21; isto é, 


12 GPa 


=——————. 6 = 
500 GP; (28:56 MPa) = 1,71 MPa 


op =hn0B! 


Resposta 


Usando esses conceitos, mostre que a tensão normal no 
aço e na madeira no ponto onde elas estão em contato é 
Co = 3,50 MPa e o, = 0,210 MPa, respectivamente. A 


distribuição de tensão normal na viga verdadeira é mostra- 
da na Figura 6.40d. 


EXEMPLO 6.22 


Para reforçar uma viga de aço, uma tábua de carvalho 
foi colocada entre seus flanges, como mostra a Figura 6.41a. Se 
a tensão normal admissível para o aço for (0, PM 168 MPa 


e para a madeira for (0 4) na + 21 MPa, determine o 


(b) 
Figura 6.41 


momento fletor máximo que a viga pode suportar com e 
sem o reforço de madeira. Ea = 200 GPa, E q — 12 GPa 
O momento de inércia da viga de aço é 1, = 7,93 x 10º mm, 
e sua área de seção transversal é A = 5.493,75 mm?, 


SOLUÇÃO 


Sem a tábua. Neste caso, o eixo neutro coincide com o 
eixo z. A aplicação direta da fórmula da flexão para a viga de 
aço dá como resultado 


Mc 
(adm Tais E 
168 N/mm? = RE 
7,93(105) mm 


M = 12,688kN-m Resposta 
Com a tábua. Visto que agora temos uma viga composta, 
devemos transformar a seção em um único material. Será 
mais fácil transformar a madeira em uma quantidade equi- 
valente de aço. Para tal, n = E, (Eco Assim, a largura de 
uma quantidade equivalente de aço é 


— 12(10?) MPa 


b..=n = 
ago mad O0(103) MPa 


(300 mm) = 18 mm 


A seção transformada é mostrada na Figura 6.41b. O eixo 
neutro encontra-se em 


= 394  [0)(5.493,75 mm?)+ [55 mm](100 mm)(18 mm) 
y =] Dull ——— 
2 5.493,75 mm? + 100(18) mm? 
= 13,57 mm 


E o momento de inércia em torno do eixo neutro é 


1 = [7,93(109) mm? + 5.493,75 mm? (13,57 mm)?] 
1 3 
+ o (18 mm)(100 mm)” + 


+ (18 mm)(100 mm)*(55 mm — 13,57 mm?] 


= 13,53(109) mm? 


A tensão normal máxima no aço ocorrerá na parte infe- 
rior da viga (Figura 6.41b). Aqui, c = 105 mm + 13,57 mm = 
118,57 mm. O momento máximo baseado na tensão admis- 
sível para O aço é 
Mc 

Cliam aço EA 

M (118,57 mm) 
13,53 x 10º mm 
M = 19,17kN:m 


168 N/mm? = 


A tensão normal máxima na madeira ocorre na parte su- 
perior da viga (Figura 6.41b). Aqui, e = 105 mm — 13,57 
mm =91,43mm. Visto que o, = no o O Momento máximo 
baseado na tensão admissível para a madeira é 


M'e' 
(Cadm mad = n I 
SEN ie 12(10º)MPa | M'(91,43 mm) 
200(10?) MPa | 13,53 x 10º mm 


M' = 51,79 kN-m 


Por comparação, o momento máximo é limitado pela 
tensão admissível no aço. Portanto, 


M = 19,17kN-m Resposta 


OBSERVAÇÃO: Usando a tábua como reforço, conseguimos 
48% de capacidade adicional para o momento da viga. 


6.7 Vigas de concreto armado 


Todas as vigas sujeitas a flexão pura devem resistir 
a tensões de tração e compressão. Porém, o concreto 
é muito suscetível a fratura quando está sob tração, 
portanto, por si só, não seria adequado para resistir a 
um momento fletor.* Para contornar essa deficiência, 
Os engenheiros colocam hastes de reforço de aço no 
interior das vigas de concreto no local onde o concreto 
CCC, 
“A inspeção de seu diagrama tensão-deformação particular na 


Figura 3.11 revela que o concreto pode ser 12,5 vezes mais resis- 
tente sob compressão do que sob tração. 
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Considera-se 
concreto fraturado 
nessa região. 


(c) 
Figura 6.42 


está sob tração (Figura 6.42a). Para maior efetividade, 
essas hastes são localizadas o mais longe possível do 
eixo neutro da viga, de modo que o momento criado 
pelas forças desenvolvidas nas hastes seja maior em 
torno do eixo neutro. Por outro lado, também é neces- 
sário cobrir as hastes com concreto para protegê-las da 
corrosão ou da perda de resistência se ocorrer um in- 
cêndio. Em situações reais de projeto com concreto ar- 
mado, a capacidade do concreto de suportar qualquer 
carga de tração é desprezada, visto que a possível fra- 
tura do concreto é imprevisível. O resultado é que se 
considera que a distribuição da tensão normal que age 
na área da seção transversal de uma viga de concreto 
armado é semelhante à mostrada na Figura 6.42b. 

A análise da tensão requer localizar o eixo neutro e 
determinar a tensão máxima no aço e no concreto. Para 
tal, em primeiro lugar, a área de aço A, é transformada 
em uma área equivalente de concreto usando o fator de 
transformação n = E Econ Essa razão, que dá n > 1, 


conc” 
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é escolhida, porque é preciso uma quantidade “maior” 
de concreto para substituir o aço. A área transformada é 
NA co e à seção transformada é semelhante à mostrada 
na Figura 6.42c. Aqui, d representa a distância entre a 
parte superior da viga até o aço (transformado), b é a 
largura da viga e h' é a distância ainda desconhecida 
entre a parte superior da viga e o eixo neutro. Podemos 
obter h' usando o fato de que o centroide C da área da 
seção transversal da seção transformada se encontra no 
eixo neutro (Figura 6.42c). Portanto, com referência ao 
eixo neutro, o momento das duas áreas, Ly 4, deve ser 
nulo, visto que ) = LyA/ZA = 0. Assim, 


h' 
(5) — nAold — h')=0 


b 
7H” + nAuçoh! — nAod =0 


Uma vez obtida h' por essa equação quadrática, a 
solução prossegue da maneira usual para obter a ten- 
são na viga. 


EXEMPLO 6.23 


A viga de concreto armado tem a área de seção transver- 
sal mostrada na Figura 6.43a. Se for submetida a um momen- 
to fletor M = 60 kN - m, determine a tensão normal em cada 
uma das hastes de reforço de aço e a tensão normal máxima 
no concreto. Considere E, , = 200 GPa e E. = 25 GPa. 


SOLUÇÃO 


Visto que a viga é feita de concreto, na análise que faremos a 
seguir desprezaremos sua resistência à tensão de tração. 
Propriedades da seção. A área total de aço, A, = 
2[m(12,5 mm)? = 982 mm? será transformada em uma área 
equivalente de concreto (Figura 6.43b). Aqui, 


200(10º) MPa 


7 (982 mm?) = 7.856 mm? 
25(10º) MPa 


A! = NA o = 


Exige-se que o centroide se encontre no eixo neutro. Assim, 
3y4=0,ou 


ba 


"gm 
60 kN:m E 


Barras de 25 mm 


! 50 mm 
de diâmetro 


(a) (b) 


h 


300 mm (h') o — 7.856 mm?400 mm — h') = 0 


h'2 + 52,37h' — 20.949,33 = 0 
Resolvendo para a raiz positiva, 
h' = 120,90 mm 


Usando esse valor para h', o momento de inércia da seção 
transformada, calculado em torno do eixo neutro, é 


I= E (300 mm)(120,90 mm)? 


120,9 mm ) 


+ 300 mm(120,90 mm) 5 


+ 7.856mm? (400mm — 120,9 mo] 


= 788,67 x 10º mm 


Tensão normal. Aplicando a fórmula da flexão à seção 
transformada, a tensão normal máxima no concreto é 


- S0KN “ m (1.000 mm/m)(120,90 mm)(1.000 N/kN) 


(cone máx 788,67 XxX 10º mm” 


= 9,20M Res posta 
A tensão normal à qual a tira “de concreto” resiste e que é 
substituída pelo aço é 

60kN m (1.000 mm/m)(1.000 N/kNJ400 m — 120,90 mm) 


Rae os 788,67 X 10º mm? 


=21,23 MPa 


A tensão normal em cada uma das duas hastes de reforço é, 
portanto, 


no - (pata 


o. =no, 21,23 MPa = 169,84 MPa 
Gi e 25(10*) MPa ] 


Resposta 


A distribuição da tensão normal é mostrada graficamente na 
Figura 6.43c. 


Figura 6.43 


6.8 Vigas curvas 


A fórmula da flexão aplica-se a um elemento pris- 
mático reto, já que demonstramos que, para um ele- 
mento reto a deformação normal varia linearmente 
ém relação ao eixo neutro. Entretanto, se o elemento 
for curvo, essa premissa torna-se inexata e, portanto, 
temos de desenvolver outra equação que descreva a 
distribuição de tensão. Nesta seção, consideraremos a 
análise de uma viga curva, isto é, um elemento que tem 
um eixo curvo e está sujeito a flexão. Como exemplos 
típicos, citamos ganchos e elos de corrente. Em todos 
os casos, os elementos não são delgados; mais exata- 
mente, têm uma curva acentuada, e as dimensões de 
suas seções transversais são grandes, em comparação 
com o raio de curvatura. 

A análise a ser considerada supõe que a área da 
seção transversal é constante e tem um eixo de sime- 
tria perpendicular à direção do momento aplicado 
M (Figura 6.44a). Além disso, o material é homogê- 
neo e isotrópico e comporta-se de maneira linear 
elástica quando a carga é aplicada. Como no caso de 
urna viga reta, também admitiremos que as seções 
transversais do elemento permanecem planas após a 
aplicação do momento. Além do mais, qualquer dis- 
torção da seção transversal dentro de seu próprio 
plano será desprezada. 

Para realizar a análise, três raios, que se estendem 
do centro de curvatura O' do elemento, são identifi- 
cados na Figura 6.44a. São os seguintes: 7, que indica 
a localização conhecida do centroide para a área da 
seção transversal; R, que indica a localização ainda 
não especificada do eixo neutro, e r, que indica a lo- 
calização de um ponto arbitrário ou elemento de área 
dA na seção transversal. Observe que o eixo neutro 
se encontra no interior da seção transversal, visto que 
o momento M cria compressão nas fibras superiores 
da viga e tração nas fibras inferiores, e, por definição, 
o eixo neutro é uma reta onde a tração e a deforma- 
ção são nulos. 

Se isolarmos um segmento diferencial da viga (Fi- 
gura 6.44b), a tensão tende a deformar o material de 
tal modo que cada seção transversal sofrerá uma rota- 
ção de um ângulo 39/2. A deformação normal e na tira 
de material localizada em r agora será determinada. 
Essa tira tem comprimento original» do (Figura 6.44b). 
Contudo, devido às rotações 6/2, a mudança total no 
comprimento da tira é 69(R — r). Por consequência, 


Fiexão 231 


Definindo k = ô6/d0,que é constante para qualquer 
elemento particular, temos 


Diferentemente do caso das vigas retas, podemos 
ver, aqui, que a deformação normal é uma função não- 
linear de r; na verdade, ela varia de maneira hiperbó- 
lica. Isso ocorre ainda que a seção transversal da viga 
permaneça plana após a deformação. Visto que o mo- 
mento provoca comportamento elástico no material, a 
lei de Hooke se aplica e, portanto, a tensão em função 
da posição é 

o = e(E=t) (6.22) 


Essa variação também é hiperbólica e, uma vez que 
agora já foi definida, podemos determinar a localiza- 
ção do eixo neutro e relacionar a distribuição de ten- 
são ao momento interno resultante M. 

Para obter a localização R do eixo neutro, exige- 
se que a força interna resultante provocada pela dis- 
tribuição de tensão que age na seção transversal seja 
nula; isto é, 


Fr= DF, foas-o 
A 
F e(E=") dA =0 
A Fr 
Visto que Ek e R são constantes, temos 
R 2 [da- 
AF A 
Resolvendo para R, obtemos 
R-= A 
dA (6.23) 
AF 


Nessa expressão, 


R = localização do eixoneutro, determinada emre- 
lação ao centro de curvatura O' do elemento 
A = área da seção transversal do elemento 
r = posição arbitrária do elemento de área dA na 
seção transversal, determinada em relação ao 
centro de curvatura O" do elemento 


A integral na Equação 6.23 pode ser calculada para 
várias geometrias de seção transversal. A Tabela 6.2 
apresenta os resultados para algumas seções transver- 
sais comuns. 
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Centroide 


Eixo neutro 


ses 
Ed 


“ecran 


ZM 


ç 
Elemento de área dA Fr R 


= 


o (a) 


Variação da tensão de flexão 
Pol (vista lateral) 


(b) (c) 


(d) (e) 
Figura 6.44 


Para relacionar a distribuição de tensão com o mo- 
mento fletor resultante, exige-se que o momento inter- 
no resultante seja igual ao momento da distribuição de 
tensão calculado em torno do eixo neutro. Pela Figura 
6.44a, a tensão o que age sobre um elemento de área 
dA localizado a uma distância y do eixo neutro cria 
uma força dF = o d A no elemento e um momento em 
torno do eixo neutro dM = y(o dA). Esse momento é 
positivo, visto que, pela regra da mão direita, ele está 
direcionado na mesma direção de M. Para a seção 
transversalinteira, exige-se M = /yo dA. 

Uma vez que y = R — r,e o é definida pela Equa- 
ção 6.22, temos 


M = IAG - nen(E E ) dA 


Expandindo essa expressão, e entendendo que Ek 
e R são constantes, obtemos 


m = care [ A om f aa + [ra] 
AF A A 


A primeira integral é equivalente a 4/R como de- 
terminado pela Equação 6.23, e a segunda integral é 
simplesmente a área de seção transversal 4. Perceben- 
do que a localização do centroide da seção transver- 
sal é determinada por r = /r dA/A, a terceira integral 
pode ser substituída por r 4. Assim, podemos escrever 
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M = EkA(F — R) 


Resolvendo para Ek na Equação 6.22, substituindo 
na equação acima e resolvendo para o, temos 


M(R — +) 


a (6.24) 


Nessa expressão, 


o = tensão normal no elemento 
M = momento interno, determinado pelo método 
das seções e equações de equilíbrio e calcu- 
lado em torno do eixo neutro para a seção 
transversal. Esse momento é positivo se ten- 
der a aumentar o raio de curvatura do ele- 
mento, isto é, se tender a recuperar a forma 
reta do elemento 
A = área da seção transversal do elemento 
R = distância medida do centro de curvatura até o 
eixo neutro, determinada pela Equação 6.23 
r = distância medida do centro de curvatura até o 
centroide da área da seção transversal 
r = distância medida do centro de curvatura até o 
ponto onde a tensão o deve ser determinada 


Pela Figura 6.44a,y = R-rour = R-—y. Além disso, 
a distância constante e normalmente muito pequena é 
e =r-— R. Quando esses resultados são substituídos na 
Equação 6.24, podemos escrever também 


E My 
CE Ae(R— 3) (6.25) 

Essas duas últimas equações representam duas for- 
mas da chamada fórmula da viga curva, que, como a 
fórmula da flexão, pode ser usada para determinar a 
distribuição de tensão normal em elementos curvos. 
Essa distribuição de tensão, como dissemos antes, é hi- 
perbólica; um exemplo é mostrado nas Figuras 6.44c e 
6.44d. Visto que a tensão age na direção da circunfe- 
rência da viga, às vezes ela é denominada tensão cir- 
cunferencial. Todavia, devemos perceber que, devido à 
curvatura da viga, a tensão circunferencial criará uma 
componente correspondente de tensão radial, assim 
denominada porque essa componente age na direção 
radial. Para mostrar como ela é desenvolvida, conside- 
re o diagrama de corpo livre mostrado na Figura 6.44e, 
que é um segmento da parte superior do elemento 
diferencial na Figura 6.44b. Aqui, a tensão radial o, é 
necessária, visto que ela cria a força dF exigida para 
equilibrar as componentes das forças circunferenciais 
dF que agem ao longo da reta O'B. 

ÁAsvezes, as tensões radiais no interior de elementos 
curvos podem tornar-se significativas, especialmente se 
o elemento for construído com chapas finas e tiver, por 
exemplo, a forma de uma seção em I. Nesse caso, a ten- 
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são radial pode tornar-se tão grande quanto a tensão 
circunferencial e, por consequência, o elemento deve 
ser projetado para resistir a ambas as tensões. Entre- 
tanto, na maioria dos casos, essas tensões podem ser 
desprezadas, em especial se a seção transversal do ele- 
mento for sólida. Então, a fórmula da viga curva dará 
resultados muito próximos daqueles determinados por 
meios experimentais ou por análise matemática basea- 
da na teoria da elasticidade. 

Geralmente, a fórmula da viga curva é usada quan- 
do a curvatura do elemento é muito pronunciada, 


como no caso de ganchos ou anéis. Todavia, se o raio 
de curvatura for maior do que cinco vezes a largura 
do elemento, a fórmula da flexão pode ser usada nor- 
malmente para determinar a tensão. Especificamente, 
para seções retangulares para as quais essa razão é 
igual a 5, a tensão normal máxima, quando determi- 
nada pela fórmula da flexão, será aproximadamente 
7% menor do que seu valor determinado pela fór- 
mula da viga curva. Esse erro é reduzido mais ainda 
quando a razão entre o raio de curvatura e a largura 
for maior que 5.º 


PORTA 


Para aplicar a fórmula da viga curva, sugerimos o seguinte procedimento. 


* Propriedades da seção 


Determine a área da seção transversal A e a localização do centroide, r , medida em relação ao centro de curvatura. : 
. Calcule : a localização do eixo neutro, R, usando a Equação 6.23 ou a Tabela 6.2. Se a área de seção transversal 


consistir em n partes “compostas”, calcule /dA/r para cada parte. Então, pela Equação 6.23, para a seção inteira, 


- R= SAB(JdAl). Em todos os casos, R < F. 


Tensão normal 


A tensão normal localizada em um ponto r afastado do centro de curvatura é determinada pela Equação 6.24. Se a 
distância y: até o ponto for medida em relação ao eixo neutro, então calcule e = 7 — Re use a Equação 6.25. 
e Visto que 7 — R geralmente produz um número muito pequeno, é melhor calcular 7 e R com precisão suficiente para 
que à subtração dê um número e que tenha no mínimo três algarismos significativos. 
e Se a tensão for positiva, será de tração, ao passo que, se for negativa, será de compressão. 
e Uma distribuição de tensão em toda a seção transversal pode ser apresentada de forma gráfica, ou um elemento de 
volume do material pode ser isolado é usado para representar a tensão que age no PoRIO na seção transversal onde 


foi calculada. 


EXEMPLO 6.24 


Uma barra de aço com seção transversal retangular tem 
a forma de um arco de círculo como mostra a Figura 6.45a. 
Se a tensão normal admissível for o, = 140 MPa, deter- 
mine o momento fletor máximo M que pode ser aplicado à 
barra. Qual seria esse momento se a barra fosse reta? 


SOLUÇÃO 


Momento interno. Visto que M tende a aumentar o raio 
de curvatura da barra, ele é positivo. 


Propriedades da seção. A localização do eixo neutro é 
deter inada pela Equação 6.23. Pela Figura 6.45a, temos 


j da ce (20mmjdr | 
A 90 mm (á 


10 mm 


= (200 mm) ln » = 4,0134 mm 


90 mm 


É claro que esse mesmo resultado pode ser obtido direta- 
mente pela Tabela 6.2. Assim, 


A (20mm)(20 mm) 


Rss 
j dA 4,0134 mm 
Ar 


Veja, por exemplo, Boresi, A. P, et al, Advanced mechanics of 
materials, 3. ed. Nova York: John Wiley & Sons, 1978, p. 333. 


= 99,666 mm 
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(b) 


Figura 6.45 


Deve-se observar que, em todos os cálculos que fizemos, R 
foi determinado com vários algarismos significativos para 
garantir que (7 — R) tenha uma precisão de, no mínimo, três 
algarismos significativos. 

Não sabemos se a tensão normal atinge seu máximo na 
parte superior ou na parte inferior da barra, portanto, temos 
de calcular o momento M para cada caso separadamente. 


Visto que a tensão normal na parte superior da barra é de 
compressão, Om = — 140 MPa. 


o MRoes ho) 
CO Ar(F—R) 


—140 N/mm? = 


M(99,666 mm — 110 mm) 
(20 mm)(20 mm)(110 mm)(100 mm — 99,666 mm) 


M = 199.094 N «mm = 0,199kN :«m 


De maneira semelhante, a tensão normalna parte inferior da 
barra será de tração, portanto, 0, = +140 MPa, e 


ço M(R no ri) 
CO An(F—R) 
M(99,666 mm — 90 mm) 
140 2 
Nm = Gomm00mm)(90 mm)(100 mm — 99,666 mm) 


M = 174153 N «mm = 0,174kN «em 
Resposta 


Por comparação, o momento máximo que pode ser apli- 
cado é 0,174 kN - m e, portanto, a tensão normal máxima 
ocorre na parte inferior da barra. A tensão de compressão na 
parte superior da barra é, então, 


o 174.153 N - mm(99,666 mm — 90 mm) 
º * (2ommÇ0 mm(110 mm)(100 mm — 99,666 mm) 
= 122.5 N/mm? 


A distribuição da tensão é mostrada na Figura 6.45b. 
Se a barra fosse reta, então 


Me 
a 
(aonde 00 a) ; 
15 (20 mm)(20 mm) 
M = 186.666,7 N :mm = 0,187 kN :m Resposta 


OBSERVAÇÃO: Isso representa um erro de aproximadamen- 
te 7% em relação ao valor mais exato determinado acima. 


EXEMPLO 6.25 | 6.25 


À barra curva tem a área de seção transversal mostrada 
na Figura 6.46a. Se estiver sujeita a momentos fletores de 
4kN - m, determine a tensão normal máxima desenvolvida 
na barra. 


SOLUÇÃO 


Momento interno. Cada seção da barra está sujeita ao 
mesmo momento interno resultante de 4 kN - m. Visto que 
esse momento tende a diminuir o raio de curvatura da barra, 
ele é negativo. Assim, M = —4kN :m. 


Propriedades da seção. Aqui, consideraremos que a se- 
ção transversal é composta por um retângulo e um triângulo. 
A área total da seção transversal é 


1 
ZA = (0,05m) + 2 (0.05 m)(0,03 m) = 3,250(10) m? 
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116 MPa 


(a) 


Figura 6.46 


A localização do centroide é determinada em relação ao 
centro de curvatura, ponto O” (Figura 6.46a). 


= ETA 
SA 
[0,225 mI(0,05 m)(0,05 m) + [0,260 m]1(0,050 m) (0,030 m) 


3,250(103) m? 
= 0,23308m 


Podemos calcular /T, dA/r para cada parte pela Tabela 6.2. 
Para retângulo, 


aa = 0,05 mm 


Ar 


0,250 m 


= 0,01 
a) 0,011157 m 


E, para o triângulo, 


0,280m 
"0,250 m 


(0,05 m)(0,280 m) ( 


dA 
/ r — (0280m — 0,250 m) ) UMa 


= 0,0028867 m 


Assim, a localização do eixo neutro é determinada por 


ZA 3,250(103) m? 


R= = 
+ 
3 [dai 0,011157 m + 0,0028867 m 
A 


= 0,23142m 


Observe que R < 7, como esperado. Além disso, os cálcu- 
los foram realizados com precisão suficiente, de modo que 
(r —R) = 0,23308 m — 0,23142 m = 0,00166 m tenha preci- 
são de três algoritmos significativos. 


Tensão normal. A tensão normal máxima ocorre em 4 ou 
em B. Aplicando a fórmula da viga curva para calcular a ten- 
são normal em B, r, = 0,200 m, temos 


M(R — 15) — (-4kN:m)(0,23142m — 0,200m) 
8º Arp(F— R)  3,2500(102) m?(0,200 m)(0,00166m) 
= —116 MPa 


o 


No ponto 4,r, = (0,280 m e a tensão normal é 


CO M(R= HA)  (=4kNem)(0,23142m — 0,280m) 
PAC Ara(F— R) 3,2500(102) m?(0,280 m)(0,00166 m) 
= 129 MPa 


Resposta 


Por comparação, a tensão normal máxima ocorre em A. 
Uma representação bidimensional da distribuição de tensão 
é mostrada na Figura 6.46b. 


6.9 Concentrações de tensão 


A fórmula da flexão, o, = MclI, pode ser usada 
para determinar a distribuição de tensão em regiões de 
um elemento onde a área da seção transversal é cons- 
tante ou ligeiramente cônica. Entretanto, se a seção 
transversal mudar repentinamente, a distribuição de 
tensão normal e a distribuição de tensão de deforma- 
ção na seção tornam-se não lineares e podem ser obti- 
das por meios experimentais ou, em alguns casos, por 
análise matemática usando a teoria da elasticidade. 
Entre as descontinuidades comuns, citamos entalhes 
na superfície de elementos (Figura 6.47a), furos para a 
passagem de elementos de fixação ou outros itens (Fi- 
gura 6.47b) ou mudanças abruptas nas dimensões ex- 
ternas da seção transversal do elemento (Figura 6.470). 
A tensão normal máxima em cada uma dessas descon- 
tinuidades ocorre na seção que passa pela menor área 
de seção transversal. 

Para o projeto, em geral, é importante conhecer a 
tensão normal máxima desenvolvida nessas seções, € 
não a distribuição de tensão verdadeira em si. Como 
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ATA 
A 
71 | 


Pd 


a [em 1,0 AAA AAA AAA AA HA 
9 O 01 02 03 04 05 06 07 08 0,9 1,0 
í r 
h 


Figura 6.48 


(c) 34 
32 
Figura 6.47 
nos casos anteriores de barras com cargas axiais e eixos ME cdladao 
com cargas de torção, podemos obter a tensão normal 28 Sh 
máxima devida à flexão usando um fator de concentra- 26 Ri é 
ção de tensão K. Por exemplo, a Figura 6.48 dá valores 34 EM Lá E 
de K para uma barra chata cuja seção transversal muda Ko d+ o = 24 EE 
repentinamente com a utilização de filetes. Para usar Re NA TI E 
esse gráfico, basta determinar as relações geométricas 20 NE Hrjt= 1- FR DO ES 
w/herlhe, então, calcular o valor correspondente de K 8 Sá De. É 
para uma determinada geometria. Uma vez obtido K, Lá NSIZ GS E E 
a tensão de flexão máxima é determinada por ss DEE AA Std 
14 + : 
Me DaSsNaaaS 
Tuáx = K (6.26) E es CP HE E E 
LO E 
Aqui, a fórmula da flexão é aplicada à menor área 0 0.1 0.2 0,3 04 0,5 
de seção transversal, visto que o, ocorre na base do + 
filete (Figura 6.50). Da mesma maneira, a Figura 6.49 ! 
pode ser usada se a descontinuidade consistir em sul- . 
cos ou entalhes regulares. Figura 6.49 
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Como ocorre com as cargas axiais e de torção, a 
concentração de tensão para a flexão sempre deve ser 
considerada no projeto de elementos feitos de materiais 
frágeis ou sujeitos a carregamentos de fadiga ou cíclicos. 
Entenda, também, que os fatores de concentração de 
tensão somente se aplicam quando o material está sujei- 
to a um comportamento elástico. Se o momento aplica- 
do provocar o escoamento do material, como acontece 
com os materiais dúcteis, a tensão será redistribuída por 
todo o elemento, e a tensão máxima resultante será mais 
baixa do que a determinada quando são usados fatores 
de concentração de tensão. Esse fenômeno é discutido 
mais adiante na próxima seção. 


Figura 6.50 


EXEMPLO 6.26 


A transição na área da seção transversal da barra de aço 
é obtida por filetes de redução como mostra a Figura 6.5la. 
Se a barra for submetida a um momento fletor de 5kN -m, 
determine a tensão normal máxima desenvolvida no aço. A 
tensão de escoamento é o, = 500 MPa. 


SOLUÇÃO 


O momento cria a maior tensão na barra na base do file- 
te, onde a área da seção transversal é a menor. O fator de 
concentração de tensão pode ser determinado pela Figura 
6.48. Pela geometria da barra, temos r = 16 mm, h = 80 mm, 
w = 120 mm. Assim, 


r - lómm w - 120mm 
h 80mm h 80mm 
Esses valores dão K = 1,45. 
Aplicando a Equação 6.26, temos 
Me 5 kN-m)(0,04m 
Omás = K — = (1,45) X | - 340MPa 


[55(0,020 m)(0,08 m)?] 


Este resultado indica que o aço permanece elástico, visto que 
a tensão está abaixo da tensão de escoamento (500 MPa). 


OBSERVAÇÃO: A distribuição de tensão normal é não li- 
near e é mostrada na Figura 6.51b. Entretanto, entenda que, 
pelo princípio de Saint-Venant, Seção 4.1, essas tensões lo- 
calizadas suavizam-se e tornam-se lineares à medida que 
avançamos (aproximadamente) até uma distância de 80 mm 
ou mais para a direita da transição. Nesse caso, a fórmula da 
flexão dá o. = 234 MPa (Figura 6.51c). Observe, também, 
que a escolha de um filete com raio maior provocará uma 
redução significativa de o, já que, à medida que r cresce na 
Figura 6.48, K decresce. 


“2 1 = 16mm 


(b) 


Figura 6.51 


PROBLEMAS 


6.119. A viga composta é feita de alumínio 6061-T6 (A) 
e latão vermelho C83400 (B). Determine a dimensão h da 
tira de latão de modo que o eixo neutro da viga esteja lo- 
calizado na costura dos dois metais. Qual é o momento má- 
ximo que essa viga suportará se a tensão de flexão admis- 
sível para o alumínio for (o, ), = 128 MPa e para o latão 
(O agent — 39 MPa? 


'6120. A viga composta é feita de alumínio 6061-T6 (A) 
e latão vermelho C83400 (B). Se a altura h = 40 mm, deter- 
mine o momento máximo que pode ser aplicado à viga se a 
tensão de flexão admissível para o alumínio for (o, ama = 128 
MPa e para o latão (0 , Ju = 35 MPa. 


al 


50 mm 


om” 


Problemas 6.119/120 


6.121. As partes superior e inferior da viga de madeira 
são reforçadas com tiras de aço, como mostra a figura. De- 
termine a tensão de flexão máxima desenvolvida na madei- 
ra e no aço se a viga for submetida a um momento fletor 
M = 5 kN : m. Trace um rascunho da distribuição de ten- 
são que age na seção transversal. Considere E, = 11 GPa, 
E,« = 200 GPa. 


Problema 6.121 


9.122. O centroe os lados da viga de abeto Douglas são re- 
forçados com tiras de aço A-36. Determine a tensão máxima 
“desenvolvida na madeira e no aço se a viga for submetida a 
Um momento fletor M, = 10 kN - m. Faça um rascunho da 
distribuição de tensão que age na seção transversal. 
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i2mm 


mn 


12mm 12 mm 


ir Al 
qa 


150 mm 


50 mm 50 mm 
Problema 6.122 


6.123. A viga emU de aço é usada para reforçar a viga de 
madeira. Determine a tensão máxima no aço e na madei- 
ra se a viga for submetida a um momento M = 12 kN-m. 
E, o = 200 GPa, E, = 12 GPa. 


Add Ped =1,2kNm 
A 


12 mm 


Problema 6.123 


“6.124. Os lados da viga de abeto Douglas são reforçados 
com tiras de aço A-36. Determine a tensão máxima desen- 
volvida na madeira e no aço se a viga for submetida a um 
momento fletor M, = 4 kN : m. Faça um rascunho da distri- 
buição de tensão que age na seção transversal. 


y 


15 mm 200 mm 15 mm 
ip Na E 


350 mm 


Problema 6.124 


6.125. A viga composta é feita de aço A-36 (4) e latão ver- 
melho C83400 (B) e tem a seção transversal mostrada na fi- 
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gura. Se for submetida a um momento M = 6,5 kN -m, deter- 
mine a tensão máxima no latão e no aço. Determine também 
a tensão em cada material na junção entre eles. 


6.126. A viga composta é feita de aço A-36 (A) unido a la- 
tão vermelho C83.400 (B) e tem a seção transversal mostra- 
da na figura. Se a tensão de flexão admissível para o aço for 
(ae) e = 180 MPa e para o latão (O ima = 60 MPa, deter- 
mine o momento máximo M que pode ser aplicado à viga. 


A 


A 


'M 
dá 


125 £ 
E 


Problemas 6.125/126 


6.127. A viga de concreto armado é feita com duas hastes 
dereforço de aço. Se a tensão de tração admissível para o aço 
for (0 Jum = 280 MPa e a tensão de compressão admissível 
para o concreto for (0. | )m = 21 MPa, determine o momen- 
to máximo M que pode ser aplicado à seção. Considere que o 
concreto não pode suportar uma tensão de tração. E, , = 200 


GPa, E, = 26,5 GPa. 


Hastes de 25 mm de diâmetro 


Problema 6.127 


*6.128. Determine a carga uniformemente distribuída 
máxima w, que pode ser suportada pela viga de concre- 
to armado se a tensão de tração admissível para o aço for 
(O om = 200 MPa e a tensão de compressão admissível 
para o concreto for (0 im — 20 MPa. Considere que o 
concreto não pode suportar uma tensão de tração. Considere 
Eo = 200 GPa, E, = 25 GPa. 


a 


Hastes de 16 mm de diâmetro 


| e | 


Problema 6.128 


6.129. Uma tira bimetálica é feita de pedaços de alumínio 
2014-T6 e latão vermelho C83400 e tem a seção transversal 
mostrada na figura. Um aumento na temperatura provoca a 
curvatura de sua superfície neutra e forma um arco circular 
com raio de 400 mm. Determine o momento que agiria em 
sua seção transversal resultante da tensão térmica. E,=N 
GPae E, = 102 GPa. 


lat 


Latão 


Alumínio 


Problema 6.129 


6.130. O garfo é usado como parte do conjunto do trem de 
pouso de um avião. Se a reação máxima da roda na extremida- 
de do garfo for 4,5 KN, determine a tensão de flexão máxima 
na porção curva do garfo na seção a-a. Nesse lugar, a área da 
seção transversal é circular, com diâmetro de 50 mm. 


Problema 6.130 


6.131. Determine a maior valor das forças aplicadas P se a 
tensão de flexão admissível for (0). = 50 MPa sob com- 
pressão e (0 mn), = 120 MPa sob tração. 


*6.132. Se P = 6kN, determine as tensões de tração e com- 
pressão máximas na viga. 


75 mm 


Problemas 6.131/132 


6.133. A viga curva está sujeita a um momento fletor 
M = 900 N -: m como mostra a figura. Determine a tensão 
nos pontos Ae Be mostre a tensão sobre um elemento de 
volume localizado em cada desses pontos. 


6.134. A viga curva está sujeita a um momento fletor 
M = 900N : m. Determine a tensão no ponto C, 


Problemas 6.133/134 


6.135. A barra curva usada em uma máquina tem seção 
transversal retangular. Se a barra for submetida a um conju- 
gado, como mostra a figura, determine as tensões de tração e 
compressão máximas que agem na seção a-a. Trace um ras- 
cunho tridimensional da distribuição de tensão na seção. 


R 50 mm 


N 
162,5 mm 


Problema 6.135 


“6.136. A braçadeira circular de mola produz uma força 
de compressão de 3 N sobre as chapas. Determine a tensão 
de flexão máxima produzida na mola 4, A mola tem seção 
transversal retangular, como mostra a figura. 


6.137. Determine a força de compressão máxima que a bra- 
cadeira de mola pode exercer sobre as chapas se a tensão de 
flexão admissível para a braçadeirafor o, = 4 MPa. 
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Problemas 6.136/137 


6.138. Em voo, a nervura curva do avião a jato é submetida 
a um momento previsto M = 16 N - m na seção. Determine a 
tensão de flexão máxima na nervura nessa seção e trace um 
rascunho bidimensional da distribuição de tensão. 


Problema 6.138 


6.139. A haste de aço tem seção transversal circular. Se 
cada uma de suas extremidades for segurada e um conjuga- 
do M = 1,5 N :mfor desenvolvido nesses locais, determine a 
tensão que age nos pontos 4 e B e no centroide C. 


Problema 6.139 


242 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


“6.140. Uma barra curva é usada em uma máquina e tem 
seção transversal retangular. Se a barra estiver sujeita a um 
conjugado, como mostra a figura, determine as tensões de 
tração e compressão máximas que agem na seção a-a. Tra- 
ce um rascunho tridimensional da distribuição de tensão 
na seção. 


75 mm 


B 
Problema 6.142 


50 mm 


6.143. A barra tem espessura de 6,25 mm e é feita de um 
material com tensão de flexão admissível o, = 126 MPa. 
Determine o momento máximo M que pode ser aplicado. 


Problema 6.140 


6.141. O elemento tem seção transversal elíptica. Se for 
submetido a um momento M = SON - m, determine a tensão 
nos pontos 4 e B. A tensão no ponto 4”, que está localizado 
no elemento próximo à parede é igual à tensão no ponto A? 
Explique sua resposta. 


M 
Problema 6.143 


75 mm 


“6.144. A barra tem espessura de 12,5 mm e está sujeita a 
um momento de 90 N : m. Determine a tensão de flexão má- 
xima na barra. 


Problema 6.141 


6.142. O elemento tem seção transversal elíptica. Se a ten- 
são de flexão admissível for o, = 125 MPa, determine o 
momento máximo M que pode ser aplicado ao elemento. Problema 6.144 
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6.145. A barra está sujeita a um momento M = 40N:m. 7 mm 108 mm 36 mm 
Determine o menor raio r dos filetes de modo a não ultrapas- » 
ensão de flexão admissível o, = 124 MPa. 20kN:m f 


A 


sara t 


72mm 27mm  7,5kNm 
Problema 6.149 


6.150. Determine o comprimento L da porção central da 
barra de modo que as tensões de flexão máximasem 4, B e 
C sejam as mesmas. A barra tem espessura de 10 mm. 


Problema 6.145 


6146. A barra está sujeita a um momento M = 17,5 N -m. 
Se r = 5 mm, determine a tensão de flexão máxima no ma- 


terial 


Problema 6.150 


6.151. Seo raio de cada entalhe na chapa for r = 10 mm, 
determine o maior momento M que pode ser aplicado. A ten- 
são de flexão admissível para o material é o, = 180 MPa. 


Problema 6.146 


M 
6.147. A barra está sujeita a um momento M = 20N :m. PAR 


Determine a tensão de flexão máxima na barra e trace um 
rascunho que mostre, aproximadamente, a variação da ten- 
são na seção crítica. 


20mm 


30mm 


-—125 mm + 
Q 


+ 165 mm 


Problema 6.147 M 


6.148. A tensão de flexão admissível para a barra é 
Om = 175 MPa. Determine o momento máximo M que pode 
ser aplicado à barra. “6.152. A barra escalonada tem espessura de 15 mm. De- 
termine o momento máximo que pode ser aplicado às suas 
extremidades se ela for feita de um material com tensão de 
flexão admissível o, = 200 MPa. 


Problema 6.151 


30mm 


45 mm 


Problema 6.148 


6.149. Determine a tensão de flexão máxima desenvolvida 
na barra se ela for submetida aos conjugados mostrados na Problema 6.152 
figura. A barra tem espessura de 6 mm. 
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6.153. A barra tem espessura de 12,5 mm e é feita de um 
material com tensão de flexão admissível o, = 140 MPa. 
Determine o momento máximo M que pode ser aplicado. 


Problema 6.153 


6.154. A barra tem espessura de 12,5 mm e está sujeita a um 
momento de 900 N : m. Determine a tensão de flexão máxima 
na barra. 


Problema 6.154 


6.155. A barra entalhada simplesmente apoiada é submeti- 
da a duas forças P. Determine o maior valor de P que pode 
ser aplicada sem provocar o escoamento do material. O ma- 
terial é aço A-36. Cada entalhe tem raio r = 3 mm. 


P 


I 


dem 
2 
B 
B 


E 


3 mm 


E-so mm ++-500 e asi mm 


Problema 6.155 


*6.156. A barra entalhada simplesmente apoiada é submetida 
a duas cargas, cada uma de valor P = 500 N. Determine a tensão 
de flexão máxima desenvolvida na barra e trace um rascunho 
da distribuição da tensão de flexão que age na seção transversal 
no centro da barra. Cada entalhe tem raio r = 3 mm. 


e 9] 
qm 
pa 
9 
5 
E! 


= ad 
t 
a 
: Es aaa 500 ediad mm IR mm 


Problema 6.156 


*6.10 Flexão inelástica 


As equações para determinar a tensão normal de. 
vido à flexão que foram desenvolvidas anteriormente 
são válidas somente se o material se comportar de uma 
maneira linear elástica. Se o momento aplicado provo- 
car o escoamento do material, então será preciso rea- 
lizar uma análise plástica para determinar a distribui. 
ção de tensão. Todavia, para ambos os casos, elástico e 
plástico, entenda que, para a flexão de elementos retos, 
há três condições que devem ser cumpridas. 


Distribuição linear da deformação nor- 
mal. Com base em considerações geométricas, mos- 
tramos, na Seção 6.3, que as deformações normais que 
se desenvolvem em um material sempre variam linear- 
mente de zero no eixo neutro da seção transversal a 
máximas no ponto mais afastado do eixo neutro. 


Força resultante nula. Visto que há somen- 
te um momento interno resultante que age na seção 
transversal, a força resultante provocada pela distri- 
buição de tensão deve ser nula. Uma vez que o cria 
uma força na área dA de dF = o dA (Figura 6.52), en- 
tão, para a área total da seção transversal 4, temos 


foas=0 
A 


Essa equação proporciona um meio para obter a loca- 
lização do eixo neutro. 


FR = DE, (6.27) 


Momento resultante. O momento resultante 
na seção deve ser equivalente ao momento causado 
pela distribuição de tensão em torno do eixo neutro. 
Visto que o momento da força dF = o d À em torno do 
eixo neutro é dM = y(o dA) então, somando os resul- 
tados na seção transversal inteira (Figura 6.52), temos, 


(MR): = EM, M = [rio dA) (628) 
A 


Figura 6.52 


Essas condições de geometria e carregamento se- 
;ão usadas agora para determinar a distribuição de 
“tensão em uma viga quando submetida a um momen- 
“to interno resultante que provoque o escoamento do 
material. Durante toda a discussão, consideraremos 
que O material tem o mesmo diagrama tensão-defor- 
* mação sob tração e sob compressão. Por simplicidade, 
“começaremos pela viga cuja área de seção transversal 
tem dois eixos de simetria; neste caso, um retângulo de 
altura A e largura b, como mostra a Figura 6.53a. Serão 
considerados três casos de carregamento de especial 


interesse. 


Momento elástico máximo. Considere que 
o momento aplicado M = M, é suficiente para pro- 
duzir tensões de escoamento nas fibras superiores e 
inferiores da viga, como mostra a Figura 6.53b. Visto 
que a distribuição da deformação é linear, podemos 
determinar a distribuição de tensão correspondente 
pelo diagrama tensão-deformação (Figura 6.53c). 
Aqui, vemos que a deformação de escoamento e, pro- 
voca a tensão de escoamento o, e as deformações in- 
termediárias e, e e, causam as tensões o e o,, respec- 
tivamente. Quando essas tensões, e outras como elas, 
são representadas em gráfico nos pontos medidos y = 
hi2,y = yp) = »,etc., o resultado é a distribuição de 
tensão mostrada na Figura 6.53d ou 6.53e. A lineari- 
dade da tensão é, evidentemente, uma consequência 
da lei de Hooke. 
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Agora que estabelecemos a distribuição de tensão, 
podemos verificar se a Equação 6.27 é satisfeita. Para 
tanto, em primeiro lugar, precisamos calcular a força re- 
sultante para cada uma das duas porções da distribuição 
de tensão na Figura 6.53e. Em termos geométricos, isso 
equivale a determinar os volumes sob os dois blocos 
triangulares. Como mostra a figura, a parte superior da 
seção transversal do elemento está sujeita à compres- 
são,e a porção inferior está sujeita à tração. Temos 


1/h 1 
= (ão. o = ah Ce 


Visto que T é igual, mas oposta a €C, a Equação 6.27 
é satisfeita, e, de fato, o eixo neutro passa pelo centroi- 
de da área da seção transversal. 

O momento elástico máximo M, é determinado 
pela Equação 6.28, que afirma que M, é equivalente ao 
momento da distribuição de tensão em torno do eixo 
neutro. Para aplicar essa equação geometricamente, 
temos de determinar os momentos criados por Te € 
na Figura 6.53e em torno do eixo neutro. Uma vez que 
cada uma das forças age no centroide do volume de 
seu bloco de tensão triangular associado, temos 


2Nh 2Nh 1 2h 
ME (5) + (5) E 2(Em ca 


(629) 


T=€C 


= bl Ce 


(b) 


Distribuição da tensão 
(vista lateral) 


(d) 


Distribuição da deformação 
(vista lateral) 


€ 
Gg >) €e 
Diagrama tensão-deformação 
(região elástica) 


(c) 


Figura 6.53 
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É claro que esse mesmo resultado pode ser obtido 
de uma maneira mais direta pela fórmula da flexão, 
isto é,0, = M (h/2)(bhº/12] ouM, = bh? o /6. 


Momento plástico. Alguns materiais, como o 
aço, tendem a exibir comportamento elástico perfeita- 
mente plástico quando a tensão no material ultrapas- 
sa o,. Considere, por exemplo, o elemento na Figura 
6.54a. Se o momento interno M > M,, o material nas 
partes superior e inferior da viga começará a escoar 
e provocará uma redistribuição da tensão na seção 
transversal até que o momento interno exigido M seja 
desenvolvido. Se a distribuição de deformação nor- 
mal assim produzida for como a mostrada na Figura 
6.54b, a distribuição de tensão normal correspondente 
é determinada pelo diagrama tensão-deformação da 
mesma maneira que no caso elástico. Pelo diagrama 
tensão-deformação para o material mostrado na Fi- 
gura 6.54c, as deformações e,, e, e e, correspondem 
às tensões o,, o, e o, respectivamente. Quando essas 
e outras tensões são representadas graficamente na 
seção transversal, obtemos a distribuição de tensão 
mostrada na Figura 6.54d ou 6.54e. Aqui, cada um dos 
“blocos” de tensão de compressão e tensão de tração 
é composto por componentes de blocos retangulares e 
triangulares. Os volumes desses blocos são 


Distribuição de tensão 
(vista lateral) 


(d) 


Esconmento" 
plástico 


Distribuição da deformação 
(vista lateral) 


(b) (c) 


Em razão da simetria, a Equação 6.27 é satisfeita 
e o eixo neutro passa pelo centroide da seção trans- 
versal, como mostra a figura. O momento aplicado M 
pode ser relacionado com a tensão de escoamento o 
pela Equação 6.28. Pela Figura 6.54e, exige-se que * 


2 2 1/h 
M = ri(5%) + c(2r.) + Tp. + (5 = ve) 
1/h 
PC ola Je 


De 
ny 
[e 


& &G € & 


e 


e 


Diagrama tensão-deformação 
(região elástica-plástica) 


T | 


Momento plástico 


(e) (£) 


Figura 6.54 


Ou, pela Equação 6.29, 


(6.30) 


A inspeção da Figura 6.54€ revela que M produz 
duas zonas de escoamento plástico e um núcleo elásti- 
co no elemento. A fronteira entre elas está localizada a 
distância +y, do eixo neutro. À medida que o valor de 
M aumenta, y, aproxima-se de zero. Isso converteria o 
material em inteiramente plástico e, então, a distribui- 
ção de tensão seria semelhante à mostrada na Figura 
6.54£. Pela Equação 6.30 com y, = O ou determinando 
os momentos dos “blocos” de tensão em torno do eixo 
neutro, podemos expressar esse valor-limite como 


1 
M, = oh" o. (6.31) 
Pela Equação 6.29, temos 
3 
M, = a Me (6.32) 


Esse momento é denominado momento plástico. 
Seu valor é exclusivo somente para a seção retangular 
mostrada na Figura 6.54f, visto que a análise depende 
da geometria da seção transversal. 

Às vezes, as vigas usadas na construção de edifícios 
são projetadas para resistir a momento plástico. Quan- 
do isso ocorre, os códigos e manuais de engenharia 
normalmente apresentam uma propriedade de projeto 
para uma viga denominado fator de forma. O fator de 
forma é definido com a razão 


(6.33) 


Esse valor especifica a capacidade de momento 
adicional que uma viga pode suportar além de seu mo- 
mento elástico máximo. Por exemplo, pela Equação 
6.32, uma viga com seção transversal retangular tem 
um fator de forma k = 1,5. Portanto, podemos concluir 
que essa seção suportará 50% mais momento fletor do 
que seu momento elástico máximo quando ela se tor- 
nar totalmente plástica. 


Momento resistente. Considere, agora, O caso 
mais geral de uma viga com seção transversal simétrica 
Somente em relação ao eixo vertical, enquanto o mo- 
mento é aplicado em torno do eixo horizontal (Figura 
6.55a). Consideraremos que o material exibe encrua- 
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mento e que seus diagramas tensão-deformação para 
tração e compressão são diferentes (Figura 6.55b). 

Se o momento M produzir o escoamento da viga, 
será difícil determinar a localização do eixo neutro e 
a deformação máxima produzida na viga. Isso porque 
a seção transversal é assimétrica em torno do eixo ho- 
rizontal e o comportamento tensão-deformação do 
material é assimétrico sob tração e sob compressão. 
Para resolver esse problema, há um procedimento de 
tentativa e erro com as seguintes etapas: 


1. Para um dado momento M, assuma uma lo- 
calização para o eixo neutro e a inclinação 
da distribuição de deformação “linear”, Fi- 
gura 6.55c. 

2. Estabeleça, por meios gráficos, a distribuição 
de tensão na seção transversal do elemento 
usando a curva o-€ para marcar os valores da 
tensão correspondentes aos valores da defor- 
mação. Então, a distribuição de tensão resul- 
tante (Figura 6.55d) terá a mesma forma da 
curva o-€. 

3. Determine os volumes envolvidos pelos “blo- 
cos” de tensão de tração e compressão. (Como 
aproximação, isso pode exigir a divisão de cada 
bloco em regiões compostas.) A Equação 6.27 
requer que os volumes desses blocos sejam 
iguais, visto que representam a força de tração 
resultante T e a força de compressão resultante 
€ na seção (Figura 6.55e). Se essas forças não 
forem iguais, deve ser feito um ajuste na Joca- 
lização do eixo neutro (ponto de deformação 
nula), e o processo é repetido até a Equação 
627(T=C) ser satisfeita. 

4. Assim que T = C,os momentos produzidos por 
Te € podem ser calculados em torno do eixo 
neutro. Aqui, os braços de momento para T e 
C são medidos do eixo neutro até os centroi- 
des dos volumes definidos pelas distribuições 
de tensão (Figura 6.55e). A Equação 6.28 re- 
quer M = Ty' + Cy”. Se essa equação não for 
satisfeita, a inclinação da distribuição da defor- 
mação deve ser ajustada e os cálculos para Te 
Ce para momento devem ser repetidos até se 
obter uma boa concordância. 


É óbvio que esse processo de cálculo é muito tedio- 
so e, felizmente, não ocorre com muita frequência na 
prática da engenharia. A maioria das vigas são simétri- 
cas em torno de dois eixos e construídas com materiais 
que, presume-se, têm diagramas tensão-deformação 
tanto para compressão quanto para tração semelhan- 
tes. Sempre que isso ocorre, o eixo neutro passará pelo 
centroide da seção transversal e, por isso, o processo 
de relacionar a distribuição de tensão com o momento 
resultante é simplificado. 
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Eixo de simetria 


Momento 


E, 


Localização 
assumida do 
eixo neutro 


Inclinação assumida 
e da distribuição de 


conhecido 


M 
e 
R 


Distribuição de tensão 
(vista lateral) 


(d) 


deformação 


& 


Distribuição de deformação 
(vista lateral) 


(c) 


EXEMPLO 6.27 


A viga tem as dimensões mostradas na Figura 6.56a. Se 
ela for feita de um material elástico perfeitamente plásti- 
co com tensão de escoamento por tração e por compressão 
o, = 250 MPa, determine o fator de forma para a viga. 


SOLUÇÃO 


Para determinar o fator de forma, em primeiro lugar, é ne- 
cessário calcular o momento elástico máximo M, e o mo- 
mento plástico M . 


Momento elástico máximo. A distribuição de tensão nor- 
mal para o momento elástico máximo é mostrada na Figura 
6.56b. O momento de inércia em torno do eixo neutro é 


= [Lazs mm)(225 mm) | ; 
12 
2! [50125 mm)? + 200 mm(12,5 mm)(118,75 mm)? 


= 82,44 x 10º mm? 


Aplicando a fórmula da flexão, temos 


M, (125 mm) 


250 N/mm? = 
/ 82,44 x 10º mm? 


M, = 164,88 kN m 


Momento plástico. O momento plástico provoca o esco- 
amento do aço em toda a seção transversal da viga, de modo 
que a distribuição de tensão normal é semelhante à mostrada 
na Figura 6.56c. Devido à simetria da área de seção transver- 
' Sale visto que os diagramas tensão-deformação para tração 
é compressão são iguais, o eixo neutro passa pelo centroide 
da seção transversal. Para determinar o momento plástico, a 
distribuição de tensão é dividida em quatro “blocos” retan- 
Bulares compostos, e a força produzida por cada “bloco” é 
igual ao volume do bloco. Portanto, temos 


C;=T, = 250 N'mm(12,5 mm)(112,5 mm) = 351,56 kN 
C, = T, = 250 N/mm?(12,5 mm)(200 mm) = 625 kN 


Essas forças agem no centroide do volume para cada blo- 
co.O cálculo dos momentos dessas forças em torno do eixo 
neutro dá o momento plástico: 


M, = 2[(56,25 mm)(351,56 kN)] + 2[(118,75 mm)(625 kN)] 
= 188kN:m 
Fator de forma. Aplicando a Equação 6.33 temos 


= Mp 188kN:m 
M 164,88 kN m 


e 


= 1,14 Resposta 


OBSERVAÇÃO: Esse valor indica que a viga oferece uma 
seção muito eficiente para resistir a um momento elástico. 
À maior parte do momento é desenvolvida nas flanges, isto 
* NOS segmentos superior e inferior da viga, ao passo que a 
contribuição da aba ou segmento vertical é muito pequena. 
Nesse caso em particular, somente 14% do momento adi- 
Sional pode ser suportado pela viga além do que ela pode 
suportar elasticamente. 
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250 MPa 


250 MPa 


(c) 


Uma viga em T tem as dimensões mostradas na 
Figura 6.57a. Se for feita de um material elástico per- 
feitamente plástico com tensão de escoamento por 
tração e por compressão o. = 250 MPa, determine o 
momento plástico ao qual a viga pode resistir. 


Figura 6.57 


SOLUÇÃO 


A distribuição de tensão “plástica” que age na seção trans- 
versal da viga é mostrada na Figura 6.57b. Neste caso, a seção 
transversal não é simétrica em relação ao eixo horizontal e, 
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por consequência, o eixo neutro não passará pelo centroide 
da seção transversal. Para determinar a localização do eixo 
neutro, d, exige-se que a distribuição de tensão produza uma 
forçaresultante nula na seção transversal. Considerando que 
d < 120 mm, temos 


Lar dA =0; T-C-C,=0 


250 MPa (0,015 m)(d) — 250 MPa (0,015 m)(0,120 m — d) 
— 250 MPa (0,015 m)(0,100 m) = O 


d = 0,110 m < 0,120 m OK 


Usando esse resultado, as forças que agem em cada segmen- 
to são 


T = 250 MN/m? (0,015 m)(0,110m) = 412,5 kN 
C, = 250 MN/m? (0,015 m)(0,010 m) = 37,5 kN 
C, = 250 MN/m? (0,015 m)(0,100 m) = 375 kN 


Por consequência, o momento plástico resultante em torno 
do eixo neutro é 


Mp = 412,5 kN (ue 2) +375kN (nam) 


+ 375kN (oo m + ae n) 


M, = 294kN.m REpoNta 


| EXEMPLO 6.29 


A viga na Figura 6.58a é feita de uma liga de titânio 
cujo diagrama tensão-deformação pode ser aproximado, 
em parte, por duas retas. Se o comportamento do material 
for o mesmo sob tração e sob compressão, determine o mo- 
mento fletor que pode ser aplicado à viga e que fará com 
que o material, nas partes superior e inferior da viga, seja 
submetido a uma deformação de 0,050 mm/mm. 


SOLUÇÃO | 


Examinando o diagrama tensão-deformação, podemos dizer 
que o material exibe comportamento “elástico-plástico com 
encruamento”. Visto que a seção transversal é simétrica e 
os diagramas o-e de tração e compressão são iguais, o eixo 
neutro deve passar pelo centroide da seção transversal. A 
distribuição de deformação, que é sempre linear, é mostrada 
na Figura 6.58b. Em particular, o ponto onde ocorre a de- 
formação elástica máxima (0,010 mm/mm) foi determinado 
por cálculo proporcional, tal que 0,05/1,5 cm = 0,010/y ou 
y=03cm=3mm. 


A distribuição de tensão normal correspondente que age 
na seção transversal é mostrada na Figura 6.58c. O momento 


produzido por essa distribuição de tensão pode ser calculado 
determinando-se o “volume” dos blocos de tensão. Para isto 
subdividiremos essa distribuição em dois blocos triangula. 
res e um bloco retangular na região de tração e também na 
região de compressão (Figura 6.58d). Visto que a viga tem 
2 cm de largura, as resultantes e suas localizações são deter. 
minadas da seguinte maneira: 


1 
pets (12 mmY280 N/mm? (20 mm) = 33.600N 
= 33,6kN 


de 
= 
| 


= 0,3 cm +2(1,2 cm) = 1,10 cm = 1,0mm 
3 


T, = C, = (12mm)(1.050 N/mm?)(20 mm) = 25.200 N 
= 252 kN 


y» = 0,3 cm + 5 (1,2 cm) = 0,90 cm = 9 mm 


Rise 
Il 


Cc = =(3 mm)(1.050 N/mm2)(20 mm) = 31.500 N': 


=31,5kN 
2 
»; = 3 (0,3 cm) = 0,2 cm = 2 mm 
O momento produzido por essa distribuição de tensão nor- 
mal em torno do eixo neutro é, portanto, 
M = 2[33,6kN (110 mm) +252kN (9 mm) + 31,5 kN (2 mm)| 


= 5.401,2kN «mm = 5,40kN -m Resposta 


SOLUÇÃO II 


Em vez de usar essa técnica parcialmente gráfica, também 
é possível calcular o momento analiticamente. Para tanto, 
precisamos expressar a distribuição de tensão na Figura 
6.58c em função da posição y ao longo da viga. Observe que 
o = f(e) foi dada na Figura 6.58a. Além disso, pela Figura 
6.58b, a deformação normal pode ser determinada em função 
da posição y por cálculo proporcional de triângulos, isto é, 


0O<y<1,5cm=1i5mm 


Substituindo esse resultado nas funções o-e mostradas Na 
Figura 6.58a, obtemos 


o = 350y 0=<y=<03cm=3mm (1) 
o =2333y+980 3cm<y<15cm=1I5mm (d 
Pela Figura 6.58e, o momento provocado por o qu” 

age na tira de área dA = 2 dy é 


dM = y(o dA) = yo(2 dy) 


o(MPa) 
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1.330 


1.050 


0,010 


(a) 


1.330 MPa 


1.330 MPa 


Distribuição de tensão 


(e) 


Pelas Equações 1 e 2, o momento para a seção transversal 
inteita é, portanto, 


3 2 18 2 
M =2/20 j 350y2 dy + 20 |, (23,337? dy + 980y dy) 


= 5.401(10*) N mm = 540 kN :m Resposta 


6.11 Tensão residual 


* Sea viga for carregada de tal modo que provoque o 
“scoamento do material, então a retirada da carga cau- 
sará tensão residual que se desenvolverá na viga. Visto 
fue as tensões residuais são importantes quando se con- 
Sideram fadiga e outros tipos de comportamento mecã- 
Mico, discutiremos um método usado para calcular essas 
tensões quando um elemento é submetido à flexão. 

. Como no caso da torção, podemos calcular a 
“distribuição da tensão residual pelos princípios da 
“Uperposição e recuperação elástica. Para explicar 
“Omo Isso é feito, considere a viga mostrada na Fi- 
Slra 6.59a, com seção transversal retangular e feita 


RES 
Té 1.050 MPa 
280 MPa 


e (mm /mm) Distribuição de deformação 


0,050 


(b) 


(e) 


Figura 6.58 


de um material elástico perfeitamente plástico para 
o qual os diagramas tensão-deformação sob tração e 
sob compressão são iguais (Figura 6.59b). A aplicação 
do momento plástico M, provoca uma distribuição de 
tensão idealizada na Figura 6.59c. Pela Equação 6.31, 
esse momento é 


1 
Mp = qbhê o. 


Se M, provocar deformação no material nas partes 
superior e inferior da viga até e (>>e,), como mostra o 
ponto B da curva o-e na Figura 6.59b, então a remo- 
ção desse momento fará o material recuperar parte 
dessa deformação elasticamente segundo a trajetória 
BC indicada pela reta tracejada. Uma vez que essa 
recuperação é elástica, podemos sobrepor à distribui- 
ção de tensão mostrada na Figura 6.59c uma distri- 
buição de tensão linear provocada pela aplicação do 
momento plástico na direção oposta (Figura 6.59d). 
Aqui, a tensão máxima, que é denominada módulo 
de ruptura por flexão, o, pode ser determinada pela 
fórmula da flexão quando a viga está carregada com 
o momento plástico. Temos 
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Carga elástica-plástica 


Momento plástico aplicado 
causando deformação plástica 


Momento plástico inverso 
causando deformação elástica 


| ai 
4 elástica real 


Distribuição de tensão 
residual na viga 


(e) 


(c) (d) 
Figura 6.59 
mea EXEMPLO 6.30 
1 1,12 1 A viga mostrada na Figura 6.60a está sujeita a um 
ao de Molah) Es (Gon Fe JE momento inteiramente plástico M. Se esse momento for 
' (5 bhê) (5 bh?) removido, determine a distribuição de tensão residual na 
E a viga. O material é elástico perfeitamente plástico e tem ten- 
= 150, são de escoamento o, = 250 MPa. 


Observe que, aqui, é possível a aplicação inversa do 
momento plástico usando uma distribuição de tensão line- 
ar, visto que a recuperação elástica do material nas partes 
superior e inferior da viga pode ter uma recuperação de 
deformação máxima 2e , como mostra a Figura 6.59b. Isso 
corresponderia a uma tensão máxima de 20, nas partes 
superior e inferior da viga, que é maior do que a tensão 
exigida de 1,5 o, a qual já calculamos (Figura 6.59d). 

A superposição do momento plástico (Figura 6.59c) e 
sua remoção (Figura 6.59d) dão a distribuição de tensão 
residual mostrada na Figura 6.59e. Como exercício, use os 
“blocos” triangulares que representam essa distribuição 
de tensão e mostre que ela pode resultar em força nula e 
momento nulo resultantes no elemento, como exigido. 

O exemplo a seguir ilustra numericamente a aplica- 
ção desses princípios. 


SOLUÇÃO 


A distribuição de tensão normal na viga provocada por M, 
é mostrada na Figura 6.60b. Quando M, é removido, O na: 
terial responde elasticamente. A remoção de M, requer à 
aplicação de M, na direção oposta e, portanto, acarreta uma 
suposta distribuição de tensão elástica, como mostra a Figl- 
ra 660c. O módulo de ruptura o, é calculado pela fórmula da 
flexão. Usando M, = 188 kN me 1 = 82,44 x 108 mm do 

Exemplo 6.27, temos : 


Mc — (188 x 109 N - mm)(125 mm) 
dd a 82,44 x 10º mm? 


= 285,1 N/mm = 285,1 MPa 


Como esperado, o, < 2 o, 


Momento plástico aplicado 
(vista lateral) 


(b) 


o, = 285,1 MPa 


o, = 285,1 MPa 


Momento plástico inverso 
(vista lateral) 


(c) 


35,1 MPa 


250 MPa 


35,1 MPa 


Distribuição de tensão residual 


(d) 
Figura 6.60 


A superposição das tensões dá a distribuição de tensão 
Tesidual mostrada na Figura 6.60d. Observe que o ponto de 
tensão normal nula foi determinado por cálculo proporcio- 
nal, isto é, pela Figura 6.60b e 6.60c, exige-se que 
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281,51 MPa — 2.501 MPa 
125 mm y 
y = 109,61 mm 


PROBLEMAS 


6.157. Uma barra retangular de aço A-36 tem largura 
25 mm e altura 75 mm. Determine o momento aplicado em 
torno do eixo horizontal que provocará o escoamento de 
metade da barra. 


6.158. A viga-caixão é feita de um material elástico perfei- 
tamente plástico para o qual o, = 250 MPa. Determine a 
tensão residual nas partes superior e inferior da viga após a 
aplicação e posterior remoção do momento plástico M. 


Problema 6.158 


6.159. A viga é feita de um material elástico plástico para o 
qual o, = 250 MPa. Determine a tensão residual nas partes 
superior e inferior da viga após a aplicação e posterior remo- 
ção do momento plástico M. 


Problema 6.159 


“6.160. Determine o módulo da seção plástica e o fator de 
forma da seção transversal da viga. 


6.161. A viga é feita de um material elástico perfeitamen- 
te plástico. Determine o momento elástico máximo e o mo- 
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mento plástico que podem ser aplicados à seção transversal. 6.166. A viga é feita de um material elástico perfeitamen- 
Considere a = S0mm e o, = 230 MPa. te plástico. Determine o momento plástico M, que pode ser 
suportado por uma viga que tenha a seção transversal mos- 
trada na figura o, — 210 MPa. 


Problemas 6.160/161 
6.162. A haste tem seção transversal circular. Se for feita de Problemas 6.166 
um material elástico plástico, determine o fator de forma e o ; 
módulo da seção plástica Z. 6.167. Determine o momento plástico M, que pode ser su- 


portado por uma viga que tenha a seção transversal mostra- 


6.163. A haste tem seção transversal circular. Se for feita de 
da na figura o, = 210 MPa. 


um material elástico plástico, determine o momento elástico 
máximo e o momento plástico que podem ser aplicados à 
seção transversal. Considere » = 75 mm, o, = 250 MPa. 


Problemas 6.162/163 250 mm 


“6.164. Determine o módulo da seção plástica e o fator de =] á 
forma da seção transversal. 25 mm 
6.165. A viga é feita de material elástico perfeitamente Problema 6.167 


plástico. Determine o momento elástico máximo e o mo- 
mento plástico que podem ser aplicados à seção transversal. '6.168. Determine o módulo da seção plástica e o fator de 
Considere a = 50mme o, = 250 MPa. forma para o elemento que tem seção transversal tubular. 


Problema 6.168 


6.169. Determine o módulo da seção plástica e o fator de 
forma para o elemento. 


Problemas 6.164/165 


7. O elemento é feito de material elástico perfeitamen- 
fástico para o qual o, = 230 MPa. Determine o momento 

:-) máximo é o momento plástico que podem ser aplica- 
io transversal. Considere b = S0 mm e A = 80 mm. 


Problemas 6.169/170 


6.171. O elemento em T é feito de um material elástico 
plástico. Determine o fator de forma e o módulo da seção 


plástica, Z. 


Problema 6.171 


6.172. A viga é feita de um material elástico plástico para o 
qual q, = 200 MPa. Se o maior momento na viga ocorrer no 
interior da seção central a-a, determine o valor de cada força 
P que faz com que esse momento seja (a) o maior momento 
elástico e (b) o maior momento plástico. 


P P 


Problema 6.172 
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6.173. A viga é feita de um material fenólico, um plástico 
estrutural, cuja curva tensão-deformação é mostrada na fi- 
gura. Se uma porção da curva puder ser representada pela 
equação o = [5(10%)e]'2 MPa, determine o valor w da carga 
distribuída que pode ser aplicada à viga sem que a deforma- 
ção máxima provocada nas fibras em sua seção crítica ultra- 
= 0,005 mm/mm. 


passe €,. 


áx 


e(mm/mm) 


Problema 6.173 


6.174. A viga-caixão é feita de um material elástico plástico 
para o qual o, = 175 MPa. Determine a intensidade da carga 
distribuída w, que fará com que o momento seja (a) o maior 
momento elástico e (b) o maior momento plástico. 


Problema 6.174 


6.175. A viga é feita de um poliéster cuja curva tensão-de- 
formação é mostrada na figura. Se a curva puder ser represen- 
tada pela equação o = 140 tg"!(15e)] MPa, onde tg"'(15e) é 
dada em radianos, determine o valor da força P que pode ser 
aplicada à viga sem que a deformação máxima provocada nas 
fibras em sua seção crítica ultrapasse e, = 0,003 mm/mm. 
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o = 140tg (15 o) a 


e(mm/mm) 


Problema 6.175 


“6.176. O diagrama tensão-deformação para uma liga de 
titânio pode ser aproximado pelas duas retas mostradas na 
figura. Se uma escora feita desse material for submetida a 
flexão, determine o momento ao qual ela resistirá se a tensão 
máxima atingir um valor de (a) o, e (b) o ,. 


e(mm/mm) 


0,01 0,04 


Problema 6.176 


6.177. A viga é feita de plástico polipropileno, e seu dia- 
grama tensão-deformação pode ser aproximado pela curva 
mostrada na figura. Se a viga for submetida a uma deforma- 
ção máxima tanto para tração quanto para compressão de 
e = 0,02 mm/mm, determine o momento máximo M. 


o= 10(10%)e!4 


e (mm/mm) 
Problema 6.177 


6.178. A barra é feita de uma liga de alumínio cujo dia- 
grama tensão-deformação pode ser aproximado pelos seg- 
mentos de reta mostrados na figura. Considerando que esse 
diagrama é o mesmo para tração e compressão, determine 
o momento que a barra suportará se a deformação máxima 
nas fibras superiores e inferiores da viga for e, = 0,03. 


áx 


+o(MPa) 
630 
560 


420 = 


75 mm N 
0006 0025 0,05 “(nm/mm) 
Problema 6.178 
6.179. A barra é feita de uma liga de alumínio cujo dia- 


grama tensão-deformação pode ser aproximado pelos seg- 
mentos de reta mostrados na figura. Considerando que esse 
diagrama é o mesmo para tração e compressão, determine 
o momento que a barra suportará se a deformação máxima 


nas fibras superiores e inferiores da viga for e, = 0,05. 


+o(MPa) 
630 o 
s60-— — es" 


100 mm; 


N 


e 


LU € 
0,025 dos UE) 


Problema 6.179 


0,006 


*6.180. A viga é feita de um material que pode ser conside- 
rado como perfeitamente plástico sob tração e plástico sob 
compressão. Determine o momento fletor máximo M que 
pode ser suportado pela viga de modo que o material sob 
compressão na borda externa comece a escoar. 
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o (MPa) 


— falha 


20 mm 
"| 


tensão 
Problema 6.180 Suoe o e (mm/mm) 
6.181. A barra de plexiglass tem uma curva tensão-defor- 
mação que pode ser aproximada pelos segmentos de reta compressão 
mostrados na figura. Determine o maior momento M que 


pode ser aplicado à barra antes que ela falhe. 


Problema 6.181 


Diagramas de força cortante e mo- 

mento fletor são representações grá- 

ficas do. cisalhamento. interno e do 

“momento no interior de uma viga. A 

construção desses diagramas requer O o o 

um corte na viga a uma distânciaar- 1000... do Carga distribuída positiva 
— bitrária x da extremidade esquerda, | a V ! 


a determinação de Ve M em função 

de x e, por fim, a construção do gráfi- o : R É 

co com os resultados. Será necessário o Cisalhamento interno positivo 
adotar uma convenção de sinal para o o = aa a 


força cortante e momento positivos. DD. É 


Momento interno positivo 


Também é possível fazer a representa- 
* ção gráfica de diagramas de força cor- 
tante e momento fletor se considerar- 
mos que, em cada ponto, a inClinação 
do diagrama de força cortante corres- 
ponde a uma negativa do carregamen- 
to distribuído. | 
A inclinação do diagrama de momen- 
* toéocisalhamento. | 
“A área (negativa) sob o diagrama de 
| Carregamento representa a mudança 
na força cortante. 
A área sob o diagrama de força cor- 
tante representa a mudança no mo- 
Os valores de força cortante e mo- 
mento fletor também podem ser obti- 
dos pelo método das seções. 
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Um momento fletor tende a produzir 
Uma: variação: linear da. deformação 
normal no interior de uma viga. Con- 
tanto que o material seja homogêneo 
e a lei de Hooke se aplique, o eguilí- 
brio pode ser usado para relacionar o 
momento interno na viga com a distri- 
buição de tensão. O resultado é a fór- 
mula da flexão, 


oc =—— 


I 


onde 7 é c são determinados em rela- 
ção ao eixoneutro que passa pelo cen- 
troide da seção transversal. 


Se:a seção transversal da viga não for 
simétrica em torno de um eixo perpen- 
dicular ao eixo.neutro, então ocorrerá 
flexão assimétrica. A tensã 

pode ser determinada por fórmulas, 
ou o problema pode ser resolvido con- 
siderando-se a superposição da flexão 
em torno de dois eixos separados. 


Vigas feitas de materiais compostos 
podem ser “transformadas” de modo 
a podermos considerar que sua se- 
ção transversal seja feita de um único 
material, Para isso, usa-se um fator de 
transformação que é a razão entre os 
módulos de elasticidade dos materiais. 
Então, a tensão na viga pode ser deter- 
minada da maneira usual, pela fórmu- 
la da flexão. 


' Vipas curvas deformam-se de tal modo 
“que a deformação normal não varia li- 
'* nearmente em relação ao eixo neutro. 
- Desde que o material seja homogêneo 
'€ linear elástico e a seção transversal 
' tenha um eixo de simetria, então a 
fórmula da viga curva pode ser usada 
para determinar a tensão de flexão. 
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Concentrações de tensão ocorrem 

elementos cuja seção transversal 

m da repentinamente devido a furos 

entalhes. A tensão de flexão máxi- 

»sses locais é determinada com a 

ut ização do f ator de concentração de 

nsão K, que é obtido em gráficos de- 
erminados por meios experimentais. 


o momento fletor fizer o material 
ultrapassar seu limite elástico, a' de- 
Formação normal permanecerá linear, 
todavia, a distribuição de tensão varia- 
rá de acordo com o: diagrama de de- 
formação por cisalhamento é o saldo . 
entre o equilíbrio de força e momento. 
Desse modo, os momentos plástico e 
resistente suportados pela viga podem 
ser determinados. | 


| Se um momento plástico ou resistente 
for aplicado e removido, fará o mate- : 
“Tial responder elasticamentee, porisso, 
“Induzirá tensões residuais na viga. 


6.182. A viga é composta por três tábuas unidas por pregos, 6.183. A vigaé composta por três tábuas unidas por pregos, 
como mostra a figura. Se o momento que age na seção trans- como mostra a figura. Determine as tensões de tração e com- 
versal for M = 650 N - m, determine a força resultante quea | pressão máximas na viga. 

tensão de flexão produz na tábua de cima, 


Problema 6.183 
Problema 6.182 
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*6.184. Faça os diagramas de força cortante e momento fle- 
tor para a viga e determine a força cortante e o momento 
fletor na viga em função de x, onde O = x = 1,8m. 


30 kN/m JUN 


Problema 6.184 


6.185. Faça os diagramas de força cortante e momento fle- 
tor para a viga. Dica: A carga de 100 kN deve ser substituída 
por carregamento equivalente no ponto C sobre o eixo da 
viga. 


Problema 6.185 


6.186. Determine o módulo da seção plástica e o-fator de 
forma para a viga em I. 


Problema 6.186 


6.187. Faça os diagramas de força cortante e momento fle- 
tor para o eixo se ele for submetido às cargas verticais da 
correia, engrenagem e volante. Os mancais em 4 e B exer- 
cem somente reações verticais sobre o eixo. 


Problema 6.187 


“6.188. A viga é composta por quatro peças de madeira co- 
ladas, como mostra a figura. Se o momento fletor interno for 
M = 120kN-m, determine a tensão de flexão máxima na viga. 
Trace um rascunho tridimensional da distribuição de tensão 
que age na seção transversal. 


M = 120kN:m 


25 mm 


25 mm 


2Smm | 450%m 


Problema 6.188 


6.189. A viga é composta por quatro peças de madeira co- 
ladas, como mostra a figura. Se o momento fletor interno for 
M = 120 kN - m, determine a força resultante que o momen: 
to fletor exerce nas peças superior e inferior da viga. 


(2º mm 


M = 120kN'm 


25 mm S 


25 mm 


150 
25 mm 


150%m 


Problema 6.189 


6.190. Para a seção, 1, = 114(10)mº*, 31,7(10)m', 
r = 15,1(10-9)m*. Pelas técnicas descritas no Apêndice A, 
a área da seção transversal do elemento tem momentos de 
inércia principais de 7, = 29(10-)mº e 7, = 117(109mº, 
“calculados em torno dos eixos principais de inércia y' e z', 
respectivamente. Se a seção for submetida a um momento 
M=2kN-m direcionado, como mostra a figura, determine 
à tensão produzida no ponto 4, (a) pela Equação 6.11 e (b) 
pela equação desenvolvida no Problema 6.111. 


Problema 6.190 
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6.191. A escora tem seção transversal quadrada a por a e 
está sujeita ao momento fletor M aplicado a um ângulo 6, 
como mostra a figura. Determine a tensão de flexão máxi- 
ma em termos de a, M e 6. Qual ângulo resultará na maior 
tensão de flexão na escora”? Especifique a orientação do eixo 
neutro para este caso. 


Problema 6.191 


Cisalhamento transversal 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo, desenvolveremos um método para determinar a tensão de cisalhamento em uma viga com 
seção transversal prismática e feita de material homogêneo que se comporta de uma maneira linear elástica. 
O método de análise a ser desenvolvido ficará limitado a casos especiais de geometria da seção transversal. 
Apesar disso, é amplamente aplicado em projeto e análise de engenharia. O conceito de fluxo de cisalha- 
mento e o de tensão de cisalhamento serão discutidos para vigas e elementos de paredes finas. O capítulo 
é finalizado com uma discussão sobre centro de cisalhamento. 


7.1 Cisalhamento em 
elementos retos 


Na Seção 6.1, mostramos que, em geral, as vigas 
suportam cargas de cisalhamento e também de mo- Tábuas soltas 
mento fletor. O cisalhamento V é o resultado de uma (a) 
distribuição de tensão de cisalhamento transversal que 
age na seção transversal da viga (Figura 7.1). Devido à 
propriedade complementar de cisalhamento, observe p 
que tensões de cisalhamento longitudinais associadas | 
também agirão ao longo dos planos longitudinais da 
viga. Por exemplo, um elemento retirado de um ponto 
interno da seção transversal está sujeito a tensões de 
cisalhamento transversal e longitudinal como mostra 
a Figura 7.1. 

É possível explicar fisicamente por que a tensão de 
cisalhamento se desenvolve nos planos longitudinais 
de uma viga considerando que ela é composta por três 
tábuas (Figura 7.2a). Se as superfícies superior e infe- 
rior de cada tábua forem lisas e as tábuas estiverem 
soltas, a aplicação da carga P fará com que as tábuas 


Tábuas unidas 
(b) 
Figura 7.2 


deslizem uma sobre a outra e, assim, a viga sofrerá a 
deflexão mostrada na Figura 7.2a. Por outro lado, st 
as tábuas estiverem unidas, as tensões de cisalhamento 

; longitudinais entre elas impedirão que uma deslize so- 
Tensão de cisalhamento Re ea É go 

os versi bre a outra e, por consequência, a viga agirá como uma 
unidade única (Figura 7.2b). 

Como resultado da tensão de cisalhamento, serão 
desenvolvidas tensões de deformação que tenderão à 
distorcer a seção transversal de uma maneira bastante 
complexa. Para mostrar isso, considere uma barra feita 
de um material com alto grau de deformação € mal 
cado com uma grade de linhas horizontais e verticais 
(Figura 7.3a). Quando é aplicado um cisalhamento r 
as linhas da grade tendem a se deformar conforme O | 
padrão mostrado na Figura 7.3b. Essa distribuição não 
uniforme da deformação por cisalhamento na seção 
transversal fará que ela se deforme, isto é, não pelm” 


Figura 7.1 neça plana. 


Tensão de cisalhamento : 
longitudinal : Ki 


(b) Após a deformação 
Figura 7,3 


Lembre-se de que, no desenvolvimento da fórmu- 
la da flexão, consideramos que as seções transversais 
devem permanecer planas e perpendiculares ao eixo 
longitudinal da viga após a deformação. Embora essa 
regra seja infringida quando a viga é submetida a ci- 
salhamento e também a flexão, de modo geral, pode- 
mos considerar que a distorção da seção transversal 
descrita anteriormente é pequena o suficiente para ser 
desprezada. Essa consideração é particularmente ver- 
dadeira para o caso mais comum como de uma viga 
esbelta; isto é, uma viga cuja largura é pequena em 
comparação com seu comprimento. 

Nos capítulos anteriores, desenvolvemos as fór- 
mulas da carga axial, da torção e da flexão determi- 
nando, em primeiro lugar, a distribuição da deforma- 
ção com base em premissas referentes à deformação 
da seção transversal. Entretanto, no caso do cisalha- 
mento transversal, a distribuição da deformação por 
cisalhamento ao longo da largura de uma viga não 
pode ser expressa facilmente em termos matemáti- 
cos. Por exemplo, ela não é uniforme nem linear para 
seções transversais retangulares, como já mostramos. 
Portanto, a análise de tensão de cisalhamento citada 
será desenvolvida de uma maneira diferente da usada 
para estudar os carregamentos anteriores. Especifica- 
mente, desenvolveremos uma fórmula para a tensão 
de cisalhamento indiretamente; isto é, usando a fór- 
mula da flexão e a relação entre momento fletor e 
cisalhamento (V = dM/dx). 


7.2 A fórmula do cisalhamento 


O desenvolvimento de uma relação entre a distri- 
buição da tensão de cisalhamento que age na seção 
transversal de uma viga e a força de cisalhamento 
resultante na seção é baseado no estudo da tensão de 
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cisalhamento longitudinal e nos resultados da Equa- 
ção 6.2, V = dM!dx. Para mostrar como essa relação 
é definida, consideraremos o equilíbrio da força hori- 
zontal de uma porção do elemento retirado da viga na 
Figura 7.4a e mostrado na Figura 7.4b. A Figura 7.4c 
apresenta um diagrama de corpo livre do elemento que 
mostra somente a distribuição de tensão normal que 
age sobre ele. Essa distribuição é provocada pelos mo- 
mentos fletores M e M + dM. Excluímos o efeito de 
V,V + dV e w(x) sobre o diagrama de corpo livre, já 
que esses carregamentos são verticais e, portanto, não 
estarão envolvidos no somatório de forças horizon- 
tais. Na verdade, o elemento na Figura 7.4c satisfará 
2F, = O desde que a distribuição de tensão de cada 
lado do elemento forme apenas um conjugado e, por- 
tanto, uma força resultante nula. 

Agora, considere o segmento na parte superior do 
elemento que foi secionado em y' em relação ao eixo 
neutro (Figura 7.4b). Esse segmento tem largura t na 
seção, e cada um dos lados da seção transversal tem 
área A". Como a diferença entre os momentos resul- 
tantes em cada lado do elemento é dM, podemos ver 
na Figura 7.4d que 3F, = 0 não será satisfeita a menos 
que uma tensão de cisalhamento longitudinal aja sobre 
a face inferior do segmento. Na análise que faremos a' 
seguir, consideraremos que essa tensão de cisalhamen- 
to seja constante em toda a largura t da face inferior. 
Ela age na área t dx. Aplicando a equação do equilí- 
brio da força horizontal e usando a fórmula da flexão 
(Equação 6.13), temos 


sF,=0 foras — fas —q(tdx) = 0 


(E) [pas =q(tdx) 


Resolvendo para 7, obtemos 


1/dM 
Ep fic dA! 
ii (E) [> 


Essa equação pode ser simplificada observando-se 
que V = dMidx (Equação 6.2). Além disso, a integral 
representa o momento de primeira ordem da área 4' 
em torno do eixo neutro que representaremos pelo 
símbolo Q. Visto que a localização do centroide da 
área A' é determinada por 7' = /,.y dA'/A', também 
podemos escrever 
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Vista tridimensional 


Plano da seção 


(d) Vista lateral 


Figura 7.4 


= YaA STA, (7.2) 
A! 


O resultado final é, portanto, 


(7.3) 


Nessa expressão, 

7 = tensão de cisalhamento no elemento no ponto 
localizado à distância y' do eixo neutro (Fi- 
gura 7.4b). Consideramos que essa tensão é 
constante e, portanto, média, por toda a largu- 
ra t do elemento (Figura 7.4d) 

V = força de cisalhamento interna resultante, de- 
terminada pelo método das seções e pelas 
equações de equilíbrio 

1 = momento de inércia da área da seção transver- 
sal inteira, calculada em torno do eixo neutro. 

t = largura da área da seção transversal do ele- 
mento, medida no ponto onde 7 deve ser de- 
terminada 

O=/A'ydA'=7y'A',ondeA'éa porção superior 
(ou inferior) da área da seção transversal do 
elemento, definido pela seção onde t é medida 
e y' é a distância até o centroide de A”, medi- 
da em relação ao eixo neutro 


A Equação 7.3 é conhecida como fórmula do cisa- 
lhamento. Embora, na dedução dessa fórmula, tenha- 
mos considerado somente as tensões de cisalhamento 
que agem no plano longitudinal da viga, ela também se 
aplica para determinar a tensão de cisalhamento trans- 
versalna área da seção transversal da viga. Isso porque 
as tensões de cisalhamento transversal e longitudinal 
são complementares e numericamente iguais. 

Visto que a Equação 7.3 foi derivada indiretamente da 
fórmula da flexão, é necessário que o material se comporte 
de uma maneira linear elástica e tenha o mesmo módulo 
de elasticidade sob tração e sob compressão. A tensão de 
cisalhamento em elementos compostos, isto é, os que têm 
seções transversais feitas de materiais diferentes, também 
pode ser obtida pela fórmula de cisalhamento. Para tanto, 
é necessário calcular Q e 1 da seção transformada do ele 
mento como discutimos na Seção 6.6. Todavia, a espessura 
t na fórmula permanece a largura verdadeira t da seção 
transversal no ponto onde 7 deve ser calculada. 


7.3 Tensões de cisalhamento 
em vigas 


Para desenvolver uma certa percepção do méto- 
do de aplicação da fórmula de cisalhamento e tam 
bém discutir algumas de suas limitações, estudaremos, 
agora, as distribuições de tensão de cisalhamento em 


alguns tipos comuns de seções transversais de vigas. 
Então; daremos aplicações numéricas da fórmula do 
cisalhamento nos exemplos que serão apresentados 


“logoem seguida. 


“Seção transversal retangular. Considere que 
a viga tem uma seção transversal retangular de largura 
be altura A como mostra a Figura 7.5a. À distribuição 
da tensão de cisalhamento pela seção transversal pode 
ser determinada pelo cálculo da tensão de cisalhamen- 
to a uma altura arbitrária y em relação ao eixo neutro 
(Figura 7.5b) e posterior representação gráfica dessa 
função. Aqui, a área sombreada colorida escura 4' 
será usada para calcular 7.º Por consequência, 


ova E E= 


Tmáx vV 


(c) 


A área abaixo de y também pode ser usada [A' = b(h/2 + y)), 
porém envolve um pouco mais de manipulação algébrica. 


Distribuição da tensão de cisalhamento 
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Aplicando a fórmula do cisalhamento, temos 


“vo Vivia) — vb 
mo Game 


T 


ou 


(7.4) 


Esse resultado indica que a distribuição da tensão 
de cisalhamento na seção transversal é parabólica. 
Como mostra a Figura 7.5c, a intensidade varia de zero 
nas partes superior e inferior, y = +h/2, até um valor 
máximo no eixo neutro, y = O. Especificamente, visto 
que a área da seção transversal é A = bh, então, em 
y = 0, temos, pela Equação 7.4, 


V 


Tmáx 15 


(7.5) 


(d) 


Figura 7.5 
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Esse mesmo valor para 7, pode ser obtido dire- 
tamente pela fórmula do cisalhamento 7 = VOJIt, se 
percebermos que 7 |, ocorre onde O é maior, já que 
V, Tl et são constantes. Por inspeção, O será máximo 
quando toda a área acima (ou abaixo) do eixo neutro 
for considerada; isto é, 4' = bh/l2e )' = h/4. Assim, 


papai POE AMO 
máx It [bn] , A 


Por comparação, 7, ,. é 50% maior que a tensão de 
cisalhamento média determinada pela Equação 1.7; 
isto é,7T rea = VIA. 

E importante lembrar que, para cada 7 que age na 
área da seção transversalna Figura 7.5c, há uma 7 cor- 
respondente que age na direção longitudinal ao longo 
da viga. Por exemplo, se a viga for secionada por um 
plano longitudinal que passa por seu eixo neutro, en- 
tão, como observamos anteriormente, a tensão de cisa- 
lhamento máxima age sobre esse plano (Figura 7.5d). 
É essa tensão que pode provocar a falha em uma viga 
de madeira, como mostra a Figura 7.6. Nesse caso, a 
ruptura horizontal da madeira começa a ocorrer no 
eixo neutro nas extremidades da viga, visto que, nesse 
local, as reações verticais submetem a viga a uma gran- 
de tensão de cisalhamento, e a madeira tem baixa re- 
sistência ao cisalhamento ao longo de seus grãos, que 
são orientados na direção longitudinal. 

É instrutivo mostrar que, quando a distribuição da 
tensão de cisalhamento (Equação 7.4) é integrada por 
toda a seção transversal, dá o cisalhamento resultante 
V. Para fazer isso, escolhemos uma tira de área dife- 
rencial dA = b dy (Figura 7.5c) e, visto que 7 age uni- 
formemente em toda a tira, temos 


"rev /n 
fraa= [io RR é bdy 
4] É oi 
NR 4 a —h/2 
.sV a AS 
pls? 2 3i8s 8 


Viga de abas largas. Uma viga de abas largas 
consiste em duas “abas” (largas) e uma “alma”, como 
mostra a Figura 7.7a. Por uma análise semelhante à que 


Figura 7.6 


acabamos de realizar, podemos determinar a distribuj- 
ção da tensão de cisalhamento que age na seção trans- 
versal, Os resultados são mostrados nos diagramas das 
figuras 7.7b e 7.7c. Como ocorreu na seção transversal 
retangular, a tensão de cisalhamento varia parabolica- 
mente na altura da viga, já que a seção transversal pode 
ser tratada como a seção retangular que tem, primeiro, 
a largura da aba superior, b, então a espessura da alma 
Lima & Novamente, a largura da aba inferior, b. Em par- 
ticular, observe que a tensão de cisalhamento variará 
apenas ligeiramente na alma e, também, que ocorre um 
salto na tensão de cisalhamento na junção aba-alma, 
visto que a espessura da seção transversal muda nesse 
ponto ou, em outras palavras, t na fórmula do cisalha- 
mento, muda. Por comparação, a alma suportará uma 
quantidade significativamente maior da força de cisa- 
lhamento do que as abas, o que será ilustrado numeri- 
camente no Exemplo 7.2. 


Distribuição da 
tensão de 
(b) cisalhamento 


Tmáx 


Neg 
Parábola 


Intensidade da distribuição da 
tensão de cisalhamento 
(vista lateral) 


(c) 
Figura 7.7 


“Limitações do uso da fórmula do cisalha- 
mento. Uma das premissas mais importantes utili- 
“gadas no desenvolvimento da fórmula do cisalhamento 
é que a tensão de cisalhamento é uniformemente dis- 
“tribuída pela largura t na seção onde a tensão de cisa- 
jhamento é determinada. Em outras palavras, a tensão 
“de cisalhamento média é calculada na largura. Pode- 
“mos testar a precisão dessa premissa comparando-a 
com Uma análise matemática mais exata baseada na 
teoria da elasticidade. A esse respeito, se a seção trans- 
versal da viga for retangular, a distribuição da tensão 
de cisalhamento verdadeira no eixo neutro, calculada 
pela teoria da elasticidade, varia como mostra a Figura 
"78.0 valor máximo, 7' |. , ocorre nas bordas da seção 
transversal e seu valor depende da razão b/h (largura/ 
altura). Para seções nas quais b/h = 0,5,7' «é somen- 
te 3% maior que a tensão de cisalhamento calculada 
pela fórmula do cisalhamento (Figura 7.84). Contu- 
do, em seções achatadas, para as quais b/h = 2, 7' «É 
aproximadamente 40% maior que 7 ,. (Figura 7.8b). 
O erro torna-se maior ainda à medida que a seção fica 
mais achatada, ou à medida que a relação b/h aumen- 
ta. Erros dessa ordem são, certamente, inaceitáveis se 
usarmos a fórmula do cisalhamento para determinar 
a tensão de cisalhamento na aba de uma viga de abas 
largas, como já discutimos. 
É preciso destacar, também, que a fórmula do cisa- 
lhamento não dará resultados precisos quando usada 
para determinar a tensão de cisalhamento na junção 
aba-alma de uma viga de abas largas, já que esse é um 
ponto de mudançarepentinanaseçãotransversale, por- 
tanto, um lugar onde ocorrerá concentração de tensão. 


Tmáx > 7 (b) 


Figura 7.8 
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Além disso, as regiões internas das abas são bordas livres 
(Figura 7.7b), e o resultado é que a tensão de cisalha- 
mento nessas bordas deve ser nula. Entretanto, se a 
fórmula do cisalhamento for aplicada para determinar 
a tensão de cisalhamento nessas bordas, obteremos um 
valor 7' que não será igual a zero (Figura 7.7c). Feliz- 
mente, essas limitações à aplicação da fórmula do cisa- 
lhamento às abas de uma viga de abas largas não são 
importantes na prática da engenharia. Na maioria dos 
casos, os engenheiros têm de calcular somente a tensão 
de cisalhamento média máxima que ocorre no eixo neu- 
tro onde a razão b/h (largura/altura) é muito pequena 
e, portanto, o resultado calculado fica muito próximo 
da tensão de cisalhamento máxima verdadeira, como 
já explicamos. 

Outra limitação importante ao uso da fórmula do ci- 
salhamento pode ser ilustrada com referência à Figura 
7.9a, que mostra uma viga cuja seção transversal tem 
um contorno irregular não retangular. Se aplicarmos a 
fórmula do cisalhamento para determinar a tensão de 
cisalhamento (média) 7 ao longo da reta AB, ela terá a 
direção mostrada na Figura 7.9b. Considere, agora, um 
elemento do material tomado no ponto B do contorno, 
tal que uma de suas faces esteja localizada sobre a su- 
perfície externa da viga (Figura 7.9c). Aqui, a tensão de 
cisalhamento 7 calculada na face frontal do elemento 
é decomposta nas componentes 7' e 7”. Por inspeção, a 
componente 7' deve ser nula, visto que sua componente 
longitudinal correspondente 7”, que age na superfície do 
contorno livre de tensão, deve ser nula. Portanto, para 
satisfazer essa condição de contorno, a tensão de cisa- 
lhamento que age sobre o elemento no contorno deve 
ter direção tangente ao contorno. Então, a distribuição 
da tensão de cisalhamento na reta AB terá a direção 
mostrada na Figura 7.9d. Devido à maior inclinação das 
tensões de cisalhamento em A e B, a tensão de cisalha- 
mento máxima ocorrerá nesses pontos. Valores específi- 
cos para essa tensão de cisalhamento devem ser obtidos 
pelos princípios da teoria da elasticidade. Observe, en- 
tretanto, que podemos aplicar a fórmula do cisalhamen- 
to para obter a tensão de cisalhamento que age em cada 
uma das retas coloridas na Figura 7.9a. Aqui, essas retas 
interceptam'as tangentes ao contorno da seção trans- 
versal em ângulos retos, e, como mostra a Figura 7.9e, a 
tensão de cisalhamento transversal é vertical e constan- 
te ao longo de cada reta. 

Resumindo os pontos discutidos, a fórmula do ci- 
salhamento não dá resultados precisos quando aplica- 
da a elementos cujas seções transversais são curtas ou 
achatadas, ou em pontos onde a seção transversal sofre 
mudança abrupta. Tampouco deve ser aplicada em uma 
seção que intercepta o contorno do elemento a um ân- 
gulo diferente de 90º. Então, nesses casos, a tensão de 
cisalhamento deve ser determinada por métodos mais 
avançados baseados na teoria da elasticidade. 
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Superfície externa 
livre de tensão 
E iai 


Distribuição da tensão de cisalhamento 
pela fórmula do cisalhamento 


(b) (c) (d) 


Sugerimos o seguinte procedimento para aplicar a fórmula do cisalhamento. 


Cisalhamento interno 


* Secione o elemento perpendicularmente a seu eixo no ponto onde à a tensão de cisalhamento deve ser determinada 
e obtenha o cisalhamento interno V na seção. 


Propriedades da seção 


e Determine a localização do eixo neutro é determine o momento jdei inércia Ê da á área nda seção transversal inteira em 
torno do eixo néutro. 


* Passe uma seção horizontal imaginária pelo ponto, onde a tensão de cisalhamento deves ser determinada. Meça à 
largura ( ão área nessa seção. 
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porção da área que se encontra acima o! abaixo dessa seção é A”. Determine Q por integração O = f ax dA! ou 
usando O -J A. Nessa expressão, )' é a distância de A' até o centroide, medida em relação ao eixo neutro. Pode 
ser útil entender que 4' é a porção da área d transversal do elemento que é “mantida no elemento” pelas 
sões de cisalhamento longitudinais (Figura 7. 4d 


ensão de cisalhamento 

Usando um conjunto de unidades COnSIstcntE, substitua os dados na fórmula do cisalhamento e calcule a tensão de 

cisalhamento T. 

Sugerimos que à direção adequada da tensão de Cisalhamento transversal 7 seja definida sobre um elemento de 

volume de material localizado no ponto onde ela é calculada. Isso pode ser feito se entendermos que 7 age na seção 
transversal na mesma direção de V. Com isso, podemos definir as tensões de cisalhamento correspondentes que 

agem nos outros três planos do elemento. 


A viga mostrada n a Figura 7.10a é feita de madeira e está 
sujeita a uma força de cisalhamento (cortante) vertical interna 
resultante V = 3kN. (a) Determine a tensão de cisalhamen- 
to na viga no ponto P e (b) calcule a tensão de cisalhamento 
máxima na viga. 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Propriedades da seção. O momento de inér- 
cia da área da seção transversal calculado em torno do eixo 
| neutro é 


= LA = E (100 mm)(125 mm)? = 16,28 x 10º mm? 


Traçamos na seção uma reta horizontal que passa pelo ponto 
P,e a área parcial 4' corresponde à porção sombreada na 


H 10b. ênci 
igura 7,10b. Por consequência, rp = 0,346 MPa 


O=7A'= [125 mm + : (50 mm) (50 mm) (100 mm) 


= 18,75 x 10! mm” 
75 mm X 10º mm (b) (o) 


Tensão de cisalhamento. A força de cisalhamento (ou 
* força cortante) na seção é V = 3 kN. Aplicando a fórmula do 
cisalhamento, temos 


- VO — (3kNJ18,75 x 10º mm?) 
lt (16,28 x 10º mm?)(100 mm) 
= 346mm X 107 kN/mm? = 0,346 MPa Resposta 


Tp 


Visto que 7, contribui para V, ela age para baixo em P na 
seção transversal. Por consequência, um elemento de volume 
do material nesse ponto sofreria a ação de tensões de cisa- 
lhamento, como mostra a Figura 7.10c. 


(d) 
Figura 7.10 
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Parte (b). Propriedades da seção. A tensão de cisalha- 

mento máxima ocorre no eixo neutro, visto que t é constante 

em toda a seção transversal e Q é o maior nesse caso. Para a 
área escura 4' na Figura 7.10d, temos 
= 62,5 mm 

QO=YA' = Em (100 mm) (62,5 mm) 


= 19,53 mm X 10! mm3 


Tensão de cisalhamento. A aplicação da fórmula do cisa- 
lhamento produz 


=“ VO — (3kN)19,53 x 10º mm?) 


ê ” 
mê It (16,28 x 10º mm)100 mm) 

= 3,60 mm X 10º kN/mm? = 0,360 MPa Resposta 
Observe que isso é equivalente a 

V 3 kN 

=1,5—=15-————— 
Tmáx A (100 mm)(125 mm) 

= 3,6 x 10º kN/mm? = 0,36 MPa Resposta 


EXEMPLO 7.2 


Uma viga T de aço tem as dimensões mostradas na Figura 
7.11a, Se for submetida a uma força de cisalhamento (força 
cortante) V = 80 kN, (a) trace uma curva da distribuição da 
tensão de cisalhamento que age na área da seção transver- 
sal da viga e (b) determine a força de cisalhamento à qual a 
alma resiste. 


SOLUÇÃO 


Parte (a). A distribuição da tensão de cisalhamento será 
parabólica e variará da maneira mostrada na Figura 7.11b. 
Devido à simetria, somente as tensões de cisalhamento nos 
pontos B”, B e C devem ser calculadas. Para mostrar como 
esses valores são obtidos, em primeiro lugar, determinamos 
o momento de inércia da área da seção transversal em torno 
do eixo neutro. Trabalhando em metros, temos 


[= E (0,015 m)(0,200 m)'| 
+ 25 (0300 m)(0,02 m) + (0,300 m)(0,02 m)(0,110 m)'] 
= 155,6(10) mº 


Parao ponto B',t,, = 0,300 m, eA4'éa área escura mostrada 
na Figura 7.11c. Assim, 


O, =F'A' = [0,110 m](0,300 m)(0,02 m) = 0,660(10-3) m? 


de modo que 


VO, | 80kN(0,660(10?) m? 
Et. Se q a) = 1,13 MPa 
Hp — 155,6(10%) m*(0,300 m) 


TB 
Para o ponto B,t, = 0,015 m,e O, = Q,, (Figura 7.11c). Por 
consequência, 


VOp — 80kN(0,660(10) m?) 
It — 155,6(109) m/(0,015 m) 


22,6 MPa 


TR 


Observe, pela discussão sobre as “Limitações ao uso da fór- 

mula do cisalhamento”, que os valores calculados para am- 

bas,r, e 7,., não serão, na verdade, muito precisos. Por quê? 
B B 


Para o ponto C, t, = 0,015 m e A' é a área sombreada escu- 
ra mostrada na Figura 7.11d. Considerando que essa área é 
composta por dois retângulos, temos 


Oc = Ey'A' = [0,110 m](0,300 m)(0,02m) 
+ [0,05 mJ(0,015 m)(0,100m) 
= 0,735(10*) m? 


Assim, 
V 80 kN[0,735(10) m? 

RSA a —— ça 25,2 MPa 
Itc 155,6(10"*) mº(0,015 m) 

Parte (b). A força de cisalhamento na alma será determi 


nada formulando, em primeiro lugar, a tensão de cisalha- 
mento em uma localização arbitrária y no interior da alma 
(Figura 7.11e). Trabalhando em metros, temos 


1 = 155,6(10º) m* 
t = 0,015m 
A" = (0,300m)(0,02m) + (0,015 m)(0,1m — y) 
Q = 5y'A' = (0,11 m)(0,300m)(0,02m) 
+ [» + à(0,!m — »)|(0,015m)(0,1m — y) 
= (0,735 — 7,50) (102) mº 


de modo que 


— VO | 80kN(0,735 — 7,50 3) (102) m? 
Con (155,6(10-5) m?)(0,015 m) 
= (25,193 — 257,07?) MPa 


Essa tensão age na área infinitesimal d A = 0,015 dy mostra- 
da na Figura 7.11 e, portanto, a força de cisalhamento à qual 
a alma resiste é 


0,im 
Vis / TdA = / (25,193 — 257,07) (109)(0,015 m) 
A + e 


alma 0,im 


Vimi= 730 kN Respostã 
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B! TB = 1,13 MPa 
' Tp = 22,6 MPa 


Tc = 25,2 MPa 


| 


22,6 MPa 
As 1,13 MPa 


(c) (d) 


OBSERVAÇÃO: Por comparação, a alma suporta 91% do 
cisalhamento total (80 kN), enquanto as abas suportam os 
restantes 9%. Tente resolver este problema determinando a 
força em uma das abas (3,496 kN) pelo mesmo método. En- 
ão, Va = V—2V = 80 kN —2(3,496 kN) = 73,0 kN. 


E 


EXEMPLO 7.3 | 


| A viga mostrada na Figura 7.12a é feita com duas tábuas. 

Determine a tensão de cisalhamento máxima necessária na 
cola para que ela mantenha as tábuas unidas ao longo da li- 
nha de junção. Os apoios em B e € exercem apenas reações 
verticais na viga. 


alma 


SOLUÇÃO 


Cisalhamento interno. As reações nos apoios e o diagra- 
ma de força cortante para a viga são mostrados na Figura 
7.12b. Vemos que o cisalhamento máximo na viga é 19,5 kN. 


Propriedades da seção. O centroide e, portanto, o eixo 
neutro serão determinados pelo eixo de referência posicio- 
nado na parte inferior da área da seção transversal (Figura 
1424). Trabalhando em metros, temos 


DEZ 


Y= 
BA 


— 10,075 m](0,150 m)(0,030 m) + [0,165 m](0,030 m)(0,150 m). 
(0,150 m)(0,030m) + (0,030 m)(0,150m) = 


= 0,120m 


Figura 7.11 


O momento de inércia, calculado em torno do eixo neutro 
(Figura 7.12a), é, portanto, 


I= E (0,030 m)(0,150 m)? 
+ (0,150 m) (0,030 m) (0,120 m — 0,075 m'| 
1 3 
+ [75 (0,150 m) (0,030 m) 


+ (0,030 m)(0,150 m) (0,165 m — 0,120 m] 
= 270(10%) mº 


A tábua (aba) superior está presa à inferior (alma) pela cola, 
que é aplicada na espessura t = 0,03 m. Por consequência, 
A' é definida como a área da tábua superior (Figura 7.12a). 
Temos 


Q = y'A' = [0,180m — 0,015 m — 0,120 m](0,03 m)(0,150 m) 
= 0,2025(10º) mº 


Tensão de cisalhamento. Com os dados obtidos acima e 
aplicando a fórmula do cisalhamento, obtemos 


19,5 kN (0,2025(10) m?) 
Ez —— 488 MPa 
27,0(10º) mº(0,030 m) Resposta 


vo 


Tmáx > A 
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4m 4m 


150mm 30mm 
A ESA | 


V=195kN 


Plano contendo cola 


y ES ; x (m) 
N 4,88 MPa 
Ni 
N 
(b) N—19,5 
Figura 7.12 


A tensão de cisalhamento que age no topo da tábua de baixo 
é mostrada na Figura 7.12c. 


OBSERVAÇÃO: É a resistência da cola a essa tensão de ci- 


salhamento lateral ou horizontal que é necessária para impe- 
dir que as tábuas deslizem no suporte C. 


7.1. Se a viga for submetida a um cisalhamento V = 15 kN, 
determine a tensão de cisalhamento na alma em A e B. Indique 
as componentes da tensão de cisalhamento sobre um elemento 
de volume localizado nesses pontos. Considere w = 125 mm. 
Mostre que o eixo neutro está localizado em y = 0,1747 m 
em relação à parte inferior e 1, = 0,2182(10*)) m'. 


7.2. Se a viga de abas largas for submetida a um cisalha- 
mento V = 30 kN, determine a tensão de cisalhamento máxi- 
ma na viga. Considere w = 200 mm. 


7.3. Se a viga de abas largas for submetida a um cisalha- 
mento V = 30 kN, determine a força de cisalhamento à qual 
a alma da viga resiste. Considere w = 200 mm. 


200 mm 


30 mm 


Problemas 7.1/2/3 


“7.4. Se a viga de abas largas for submetida a um cisalha- 
mento V = 125 kN, determine a tensão de cisalhamento má- 
xima na viga. 


| 200m 


Problema 7.4 


7.5. Se a viga de abas largas for submetida a um cisalha- 
mento V = 125 kN, determine a força de cisalhamento à qual 
a alma da viga resistirá. 


Problema 7.5 


7.6. A viga tem seção transversal retangular e é feita de ma- 
deira com tensão de cisalhamento admissível 7, = 11,2 MPa. 
Se for submetida a um cisalhamento V = 20 kN, determine a 
menor dimensão a de sua parte inferior e 1,5a de seus lados. 


7.7. A viga tem seção transversal retangular e é feita de 
madeira. Se for submetida a um cisalhamento V = 20 kN, e 
a = 250 mm, determine a tensão de cisalhamento máxima 
e trace uma curva da variação da tensão de cisalhamento 
na seção transversal. Faça um rascunho tridimensional do 
resultado. 


Problemas 7.6/7 


“7,8. Determine a tensão de cisalhamento máxima na es- 
cora se ela for submetida a uma força de cisalhamento 
V=20kN. 

7.9. Determine a força de cisalhamento máxima V que a 
escora pode suportar se a tensão de cisalhamento admissível 
pára o material for 7 qm = 40 MPa. 

7.10. Faça um gráfico da intensidade da tensão de cisalha- 


mento distribuída na seção transversal da escora se ela for 
submetida a uma força de cisalhamento V = 15 kN. 


Problemas 7.8/9/10 


711. Seo tubo estiver sujeito a um cisalhamento V = 75 kN, 
determine a tensão de cisalhamento máxima nele. 


Problema 7.11 
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“712. A escora está sujeita a um cisalhamento vertical 
V = 130 kN. Construa um gráfico da intensidade da distri- 
buição da tensão de cisalhamento que age na área da seção 
transversal e calcule a força de cisalhamento resultante de- 
senvolvida no segmento vertical AB, 


150 mm 
Problema 7.12 
7.13. Oraio da haste de aço é 30 mm. Se ela for submetida 


a um cisalhamento V = 25 kN, determine a tensão de cisa- 
lhamento máxima. 


Problema 7.13 


7.14. Se a viga T for submetida a um cisalhamento verti- 
cal V = 60 kN, determine a tensão de cisalhamento máxima 
na viga. Calcule também o salto da tensão de cisalhamen- 
to na junção aba-alma AB. Trace um rascunho da variação 
da intensidade da tensão de cisalhamento em toda a seção 
transversal. 


7.15. Sea viga T for submetida a um cisalhamento vertical 
V = 60kN, determine a força de cisalhamento vertical à qual 
a aba resiste. 


Problema 7.14/15 
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“7.16. A viga T está sujeita ao carregamento mostrado na 
figura. Determine a tensão de cisalhamento transversal má- 
xima na seção crítica da viga. 


20 kN 


100 mm 
+ 


SR 
100 mm 
EE 


20 mm 


20 mm 


Problema 7.16 


717. Determine as maiores forças P que o elemento pode su- 
portar se a tensão de cisalhamento admissível for 7,,, = 70 MPa. 
Os apoios em 4 e B exercem somente reações verticais so- 
bre a viga. 


7.18. Sea força P = 4 kN, determine a tensão de cisalha- 
mento máxima na seção crítica da viga. Os apoios em 4 e B 
exercem somente reações verticais sobre a viga. 


P P 
3kN/m 


Problemas 7.17/18 


7.19. Faça uma representação gráfica da distribuição da 
tensão de cisalhamento na seção transversal de uma haste 
com raio c. Quantas vezes a tensão de cisalhamento máxima 
é maior que a tensão de cisalhamento média que age na se- 
ção transversal? 


Problema 7.19 


“7.20. Desenvolva uma expressão para a componente ver- 
tical média da tensão de cisalhamento que age no plano ho- 
rizontal que passa pelo eixo, localizado a uma distância y do 
eixo neutro. 


Problema 7.20 


7.21. Dormentes de ferrovia devem ser projetados para re- 
sistir a grandes carregamentos de cisalhamento. Se o dormen- 
te for submetido a cargas de 150 kN exercidas pelos trilhos 
e o leito de cascalho exercer uma reação distribuída como 
mostra a figura, determine a intensidade w para equilíbrio 
e determine a tensão de cisalhamento máxima no dormente. 


150 kN 150 kN 


na, 


200 mm 
Problema 7.21 


7.22. A viga está sujeita a uma carga uniforme w. Determi- 
ne a localização a dos apoios de modo que a tensão de cisa- 
lhamento na viga seja a menor possível. Qual é essa tensão? 


Problema 7.22 


123. As extremidades da viga de madeira devem ser en- 
talhadas como mostra à figura. se a viga tiver de suportar o 
carrégamento mostrado, determine a menor profundidade d 
da viga no entalhe se a tensão de cisalhamento admissível for 
Tam T 450 MPa. A largura da viga é de 8 metros. 


20 kN 


= 


Problema 7.23 


“724. A viga é composta por três tábuas coladas nas linhas 
dé junção A e B. Se for submetida ao carregamento mostra- 
do na figura, determine a tensão de cisalhamento desenvol- 
vida nas juntas coladas na seção a-a. Os apoios em Ce D 
exercem somente reações verticais sobre a viga. 


725. A viga é composta por três tábuas coladas nas linhas 
de junção A e B. Se for submetida ao carregamento mostra- 
| dona figura, determine a tensão de cisalhamento máxima 
desenvolvida nas juntas coladas. Os apoios em Ce D exer- 
“tem somente reações verticais sobre a viga. 


726. Aviga é composta por três tábuas coladas nas linhas 
de junção A e B. Se for submetida ao carregamento mos- 
trado na figura, determine a força de cisalhamento vertical 
máxima à qual resiste a aba superior da viga. Os apoios em € 
' € D exercem somente reações verticais sobre a viga. 


25 kN 


| 


25kN - 25kN 


Se | 


12m je 


Problemas 7.24/25/26 
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7.27. Determine a tensão de cisalhamento nos pontos B e 
C localizados na alma da viga de fibra de vidro. 


3 kEN/m 


a free a 
ds Ru mm 
mm 
ta E 


100 mm 


Problema 7.27 


“7.28. Determine a tensão de cisalhamento máxima que 
age na seção crítica da viga de fibra de vidro. 


18 mm 


12mm-|—B 
? 100 m 


m 18mm 


Problema 7.28 


7.29. A viga é composta por três peças de plástico coladas 
naslinhas de junção A e B. Se for submetida ao carregamen- 
to mostrado na figura, determine a tensão de cisalhamento 
desenvolvida nas juntas coladas na seção crítica. Os apoios 
em Ce D exercem somente reações verticais sobre a viga. 


3kN/m 


og 


50 mm 


a Lie 
se 
— +50 mm 
+. B 
+— 


Problema 7.29 
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7.30. A viga é composta por três peças de plástico coladas 
nas linhas de junção A e B. Se for submetida ao carregamen- 
to mostrado na figura, determine a força de cisalhamento 
vertical à qual resiste a aba superior da viga na seção crítica. 
Os apoios em Ce D exercem somente reações verticais so- 
bre a viga. 


Problema 7.30 


731. Determine a variação da tensão de cisalhamento na 
seção transversal de um rebite oco. Qual é a tensão de cisa- 
lhamento máxima no rebite? Mostre também que, se r, > r,, 
então 7. = 2(V/A). 


áx 


Problema 7.31 


“7,32. A viga tem seção transversal quadrada e está sujeita 
à força de cisalhamento V. Faça um rascunho da distribuição 
da tensão de cisalhamento na seção transversal e especifique 
a tensão de cisalhamento máxima. Além disso, determine o 
local em relação ao eixo neutro onde começará a aparecer 
uma trinca ao longo do elemento devido ao cisalhamento. 


Problema 7.32 


7.33. Escreva um código computacional que possa ser usado 
para determinar a tensão de cisalhamento máxima na viga que 
tem a seção transversal mostrada na figura e é submetida a uma 
carga constante distribuída específica w e à força concentrada 
P. Mostre uma aplicação do código usando os valores L = 4 m, 
a=2m,P=1,5kN,d =0,d, = 2m,w = 400N/m,t, = 15mm, 
t, = 20 mm, b = 50 mm e h = 150 mm. 


Hd y ni | | 


Problema 7.33 


7.34. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
a uma carga P cuja intensidade é suficiente para desenvolver 
um momento totalmente plástico M, = PL no apoio fixo. Se 
o material for elástico plástico, então, a uma distância x < L, 
o momento M = Px cria uma região de escoamento plás- 
tico com um núcleo elástico associado de altura 2y'. Essa 
situação foi descrita pela Equação 6.30, e o momento M é 
distribuído na seção transversal como mostra a Figura 6.54e. 
Prove que a tensão de cisalhamento máxima desenvolvida 
na viga é dada por 7, = 3/4 P/A'),onde A' = 2y'b, a área 
da seção transversal do núcleo elástico. 


Região elástica 


Problema 7.34 


7.35. A vigana Figura 6.54f é submetida a um momento to: 
talmente plástico Mp. Prove que as tensões de cisalhamento 
longitudinal e transversal na viga são nulas. Dica: Considere 
um elemento da viga como mostra a Figura 7.4d. 


7.4 Fluxo de cisalhamento em 
estruturas compostas por 
vários elementos 


Na prática da engenharia, às vezes são construídas 
estruturas compostas por várias partes para sê oble” 
maior resistência à cargas. Alguns exemplos São mos 
trados na Figura 7.13. Se as cargas provocarem flexão 
nas partes componentes, pode ser necessário utiliza 
elementos de fixação como pregos, parafusos, 


rial de soldagem ou cola para evitar O deslizamen a 


male 


cido 2 DE aço. CD 


É 


Figura 7.13 


' relativo dessas partes (Figura 7.2). Para projetar esses 
elementos de fixação, é preciso conhecer a força de 
“cisalhamento à qual eles devem resistir ao longo do 
comprimento da estrutura. Esse carregamento, quan- 
do medido como força por unidade de comprimento, é 
denominado fluxo de cisalhamento q. 

O valor do fluxo de cisalhamento ao longo de qual- 
quer seção longitudinal de uma viga pode ser obtido 
| por um desenvolvimento semelhante ao usado para 
determinar a tensão de cisalhamento em uma viga. 
Para demonstrar isso, consideraremos a determinação 


(a) 


SR 
: 

À utilização da palavra “fluxo” nessa terminologia será significa- 
tiva na discussão na Seção 7.5. 
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do fluxo de cisalhamento ao longo da junção que liga 
a parte composta na Figura 7.14a à aba da viga. Como 
mostra a Figura 7.14b, três forças horizontais devem 
agir sobre essa parte. Duas dessas forças, Fe F + dF, 
são desenvolvidas por tensões normais causadas pelos 
momentos M e M + dM, respectivamente. A terceira 
força, a qual, para equilíbrio, é iguala dF,age na junção 
e deve ser suportada pelo elemento de fixação. Como 
sabemos, dF é o resultado de dM, então, como no caso 
da fórmula do cisalhamento (Equação 7.1), temos 
dM 


dF =—— 
I 


ydA' 

A 

A integral representa O, isto é, o momento da área 
A", de cor clara na Figura 7.14b, em torno do eixo neutro 
para a seção transversal. Visto que o segmento tem com- 
primento dx, o fluxo de cisalhamento, ou força por uni- 
dade de comprimento ao longo da viga, é q = dFldx. Por 
consequência, dividindo ambos os lados por dx e obser- 
vando que V = dM/dx (Equação 6.2), podemos escrever 


(7.6) 


Nessa expressão, 


q = fluxo de cisalhamento, medido como uma força 
por unidade de comprimento ao longo da viga 

V = força de cisalhamento ou força cortante inter- 
na resultante, determinada pelo método das 
seções e equações de equilíbrio 

I = momento de inércia de toda a área da seção 
transversal calculado em torno do eixo neutro 

Q = Ly dA' = 3'A', onde 4' é a área da seção 
transversal do segmento acoplado à viga na 
junção onde o fluxo de cisalhamento deve ser 
calculado e y' é a distância do eixo neutro ao 
centroide de 4' 


Figura 7.14 
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A aplicação dessa equação segue o mesmo “pro- 
cedimento de análise” delineado na Seção 7.3 para 
a fórmula do cisalhamento. A propósito, é muito im- 
portante identificar corretamente o valor adequado 
de Q na determinação do fluxo de cisalhamento em 
uma junção particular da seção transversal. Alguns 
exemplos devem servir para ilustrar como isso é fei- 
to. Considere as seções transversais da viga mostrada 
na Figura 7.15. As partes constituintes sombreadas 
estão presas às vigas por elementos de fixação. Nos 
planos da conexão, o fluxo de cisalhamento neces- 


(a) 


(c) 


sário q é determinado usando-se um valor de Q cal. 
culado a partir de A' e y' indicados em cada figura. 
Observe que esse valor de q encontrará a resistência 
de um único elemento de fixação nas figuras 7.154 e 
7.15b, de dois elementos de fixação na Figura 7.15c 
e de três elementos de fixação na figura 7.15d. Em 
outras palavras, o elemento de fixação nas Figuras 
7.15a e 7.15b suporta o valor calculado de q e, nas 
figuras 7.15c e 7.15d, cada elemento de fixação su- 
porta q/2 e q/3, respectivamente. 


(b) 


(d) 


EXEMPLO 7.4 


A viga é composta por quatro tábuas coladas, como 
mostra a Figura 7.16a. Se for submetida a um cisalhamento 
V = 850 kN, determine o fluxo de cisalhamento em Be € 
ao qual a cola deve resistir. 


SOLUÇÃO 


Propriedades da seção. O eixo neutro (centroide) será 
localizado em relação à parte inferior da viga (Figura 7.16a). 
Trabalhando com metros, temos 


— 34 2U0415m](0,3m)(0,01m) + [0,205 m](0,125m)(0,01m) + [0,305 m](0,250 m)(0,01m) 


ZA 
= 0,1968m 


2(0,3 m)(0,01 m) + 0,125 m(0,01 m) + 0,250 m(0,01 m) 


“ef 


V = 850kN 


10mm— | 125mm -—10mm 
(a) 


(b) 
Figura 7.16 


O momento de inércia calculado em torno do eixo de inércia 
é, portanto, 


1 
f=4— 3. 
dis (0,01 m)(0,3 m) 


+ (0,01 m)(0,3 m)(0,1968 m — 0150m)| 


! 3 
+ |-— 
sous m)(0,01m) 


+ (0,125 m)(0,01 m)(0,205 m — 0,1968 m] 


RES 3 
5 (0,250 m)(0,01 m) 


+ (0,250 m)(0,01m)(0,305m — 0,1968 my | 
= 87,52(109) m? 


Visto que a cola em Be B' mantém a tábua da parte superior 
' presa à viga (Figura 7.16b), temos 
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Os = 754 = [0,305m — 0,1968 m](0,250m)(0,01 m) 
= 0,271(10) m? 


Da mesma forma, a cola em Ce €' mantém a tábua interna 
presa à viga (Figura 7.16b), portanto 


Qc = YcAc = [0,205 m — 0,1968 m](0,125m)(0,01m) 
= 0,01026(10?) m? 


Fluxo de cisalhamento. ParaBe B',temos 


VO,  850kN(0,271(10?) m?) 
j = 2,63 MN 
RR A 87,52(10-9) mf io 
EparaCeC', 
V 850 kN(0,01026(10) m? 
ed CO )ndo MN/m 


1 87,52(109) m? 


Visto que são usadas duas linhas de junção para prender 
cada tábua, a cola por metro de comprimento de viga em 
cada linha de junção deve ser forte o suficiente para resitir à 
metade de cada valor calculado de qg'. Assim, 


q; = 1,31 MN/me g, = 0,0498 MN/m Resposta 


EXEMPLO 7.5 | 75 


A viga-caixão deve ser construída com quatro tábuas 
pregadas, como mostra a Figura 7.17a. Se cada prego pu- 
der suportar uma força de cisalhamento (força cortante) de 
30 N, determine o espaçamento máximo s dos pregos em B e 
em C de modo que a viga suporte a força vertical de 80 N. 


SOLUÇÃO 


Cisalhamento interno. Se a viga for secionada em um pon- 
to arbitrário ao longo de seu comprimento, o cisalhamento in- 
terno exigido para equilíbrio é sempre V = 80 N, portanto o 
diagrama de força cortante é o mostrado na Figura 7.17b. 


Propriedades da seção. (O momento de inércia da área 
da seção transversal em torno do eixo neutro pode ser de- 
terminado considerando-se um quadrado de 7,5 cm X 7,5 cm 
menos um quadrado de 4,5 cm X 4,5 cm. 


ES 
2 


1=>(75 mm(7,5 mm) — > (4,5 mmY4,5 mm) 


[a 


= 2295 mm? 


O fluxo de cisalhamento em B é determinado usando-se OQ, 
definido pela área sombreada mais escura mostrada na Figu- 
ra 7.17c. É essa porção “simétrica” da viga que deve manter- 
-se “presa” ao resto da viga por pregos no lado esquerdo e 
pelas fibras da tábua no lado direito. Assim, 
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80 N 


V(N) 


(d) 
Figura 7.17 


Op =)'A' = [3 cm](7,5 cm)(1,5 cm) = 33,75 cm? 


Da mesma forma, o fluxo de cisalhamento em C pode ser de- 
terminado com a utilização da área sombreada “simétrica” 
mostrada na Figura 7.17d. Temos 


Oc=3'A4' = [3 cmJ(4,5 cm)(1,5 cm) = 20,25 cm? 


Fluxo de cisalhamento. 


e VOp 80 N(33,75 em?) 
o St 229,5 em? 


= 11,76 N/cm 


VOc - 80 N(20,25 cm?) 
I 229,5 em" 


de = = 7,059 N/cm 


Esses valores representam a força de cisalhamento por 
unidade de comprimento da viga à qual os pregos em Bc 
as fibras em B' na Figura 7.17c e os pregos em Ce as fibras 
em C' na Figura 7.17d devem resistir, respectivamente. Visto 
que, em cada caso, o fluxo de cisalhamento encontra a resis- 
tência de duas superfícies e cada prego pode resistir a 30N,o 
espaçamento para B é 


30 N 
= = 5,10 U = 
“s — (1,76/2) N/em Em Reino a 
Resposta 
E para €, 
SON = 850 cm Usesç = 85 m 


SA a POr 
C(7,059/2) N/cm 
Resposta 


Pregos com resistência ao cisalhamento total de 40 N 
são usados em uma viga que pode ser construída de dois 
modos: Caso I ou Caso II (Figura 7.18). Se os pregos forem 
espaçados de 9 cm, determine o maior cisalhamento verti- 


Figura 7.18 


que pode ser suportado em cada caso de modo que os 


ementos de fixação não falhem. 


Visto que a geometria é a mesma em ambos os casos, o mo- 
mento de inércia em torno do eixo neutro é 


|o mm5 mm) — a EA mmY4 mm | = 20,58 mm! 
2 12 


Caso |. Nesse projeto, uma única fileira de pregos prende 
a parte superior ou a parte inferior da aba à alma. Para uma 
essas abas, 


Q=7'A' = [2,25 cm[3 em(0,5 cm)] = 3,375 cm” 


de modo que 


vo 
Ee 
40N — V(3,375 cm”) 
9 cm 20,58 cm* 
V=271N Resposta 
Caso Il. Nesse caso, uma única fileira de pregos prende 


um dos lados das tábuas à alma. Assim, 


Q=3'A4' = [2,25 cml[1 cm(0,5 cm)] = 1,125 cm” 


- YR 
TT 
40N — V(1125 em) 
9em 20,58 cm! 
V=81,)3N Resposta 


PROBLEMAS 


736. A viga é construída com duas tábuas presas uma à 
outra na parte superior e na parte inferior por duas fileiras 
de pregos espaçados de 150 mm. Se cada prego puder supor- 
tar uma força de cisalhamento de 2,5 kN, determine a força 
de cisalhamento máxima V que pode ser aplicada à viga. 


Problema 7.36 
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737. A viga é construída com duas tábuas presas uma à ou- 
tra na parte superior e na parte inferior por duas fileiras de 
pregos espaçados de 150 mm. Se uma força de cisalhamento 
interna V = 3 kN for aplicada às tábuas, determine a força de 
cisalhamento à qual cada prego resistirá. 


Problema 7.37 


738. A viga é construída com cinco tábuas parafusadas 
como mostra a figura. Determine a força de cisalhamento má- 
xima desenvolvida em cada parafuso se o espaço entre eles for 
s = 250 mm e o cisalhamento aplicado for V = 35 kN. 


Eq a mm 
aq 25 mm 
25 mm 


Problema 7.38 


739. A viga é construída comcincotábuas parafusadas como 
mostra a figura. Determine o espaçamento máximo s para os 
parafusos se cada um deles puder resistir a um cisalhamento 
de 20 kN e o cisalhamento aplicado for V = 45kN. 


nt Mt 25 mm 
aq 25 mm 
25 mm 


Problema 7.39 
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“7.40. A viga está sujeita a um cisalhamento V = 800N. De- 
termine a tensão de cisalhamento média desenvolvida nos 
pregos ao longo dos lados A e B se eles estiverem espaçados 
de s = 100 mm. Cada prego tem diâmetro de 2 mm. 


30 mm 
Problema 7,40 


7.41. A viga é fabricada com dois T estruturais equivalen- 
tes e duas chapas. Cada chapa tem altura de 150 mm e espes- 
sura de 12 mm. Se um cisalhamento V = 250 kN for aplicado 
à seção transversal, determine o espaçamento máximo dos 
parafusos. Cada parafuso pode resistir a uma força de cisa- 
lhamento de 75 kN. 


Problema 7.41 


7.42. A viga é fabricada com dois Testruturais equivalentes 
e duas chapas. Cada chapa tem altura de 150 mm e espessura 
de 12 mm. Se os parafusos estiverem espaçados de s = 200 
mm, determine a força de cisalhamento máxima V que pode 
ser aplicada à seção transversal. Cada parafuso pode resistir 
a uma força de cisalhamento de 75 kN. 


Problema 7.42 


7.43. A viga-mestra de alma dupla é composta por duas 
chapas de compensado presas a elementos de madeira na 
parte superior e na parte inferior. Se cada elemento de fi- 
xação puder suportar 3 kN em cisalhamento simples, deter- 
mine o espaçamento s exigido entre os elementos de fixação 
para suportar o carregamento P = 15 kN. Considere que A é 
presa por pino e B é um rolete. 


Jp — po 
50mm | 50mm 
150 mm 


Problema 7.43 


“7,44. A viga-mestra de alma dupla é composta por duas fo- 
lhas de compensado presas a elementos de madeira na parte 
superior e na parte inferior. A tensão de flexão admissível 
para a madeira é 0, = 56 MPa, e a tensão de cisalhamen- 
to admissível é Tm — 21 MPa. Se os elementos de fixação 
forem espaçados de s = 150 mm e cada um puder suportar 
3 kN em cisalhamento simples, determine a carga máxima P 
que pode ser aplicada à viga. 


Problema 7,44 


7.45. A viga é composta por três tiras de poliestireno coladas 
como mostra a figura. Se a cola tiver uma resistência ao cisa- 
lhamento de 80 kPa, determine a carga máxima P que pode ser 
aplicada sem que a cola perca sua capacidade de aderência. 


30 mm 


Ps aee 


Problema 7.45 


— Avigaé feita com quatro tábuas pregadas como mostra a 
E Se cada um dos pregos puder suportar uma força de cisa- 
mento de SOON, determine os espaçamentos s' e s exigidos en- 
eles se a vigafor submetida a um cisalhamento V = 3,5 kN. 


D 
) 25 mm 


Problema 7.46 


7.47. A viga é fabricada com dois perfis em U equivalentes 
e duas chapas. Cada chapa tem altura de 150 mm e espessura 
de 12 mm. Se um cisalhamento V = 250 kN for aplicado à 
seção transversal, determine o espaçamento máximo entre 
os parafusos. Cada parafuso pode resistir a uma força de ci- 
salhamento de 75 kN, 


Problema 7.47 


7.48. Uma viga de madeira é composta por n tábuas, cada 
uma com seção transversal retangular. Escreva um código 
computacional que possa ser usado para determinar a tensão 
de cisalhamento máxima na viga quando ela for submetida 
a qualquer cisalhamento V. Mostre uma aplicação do código 
Usando uma seção transversal em “T” e uma seção transver- 
salem caixão. 


Problema 7.48 
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7.49. Avigade madeira T está sujeita a uma carga compos- 
ta por n forças concentradas, P,. Se a tensão de cisalhamento 
admissível uai para cada um dos pregos for conhecida, es- 
creva um código computacional que especifique o espaça- 
mento dos pregos entre cada carga. Mostre uma aplicação do 
código usando os valores L = 45 m,a, = 12 m,P, = 3 kN, 
a, =24m,P, = 75 kN,b = 375 mm, Ah, = 250 mm, 
b, = 200 mm, A, = 25 mm,e V =1kN. 


Prego 


Problema 7,49 


7.50. A escora é construída com três peças de plástico 
coladas como mostra a figura. Se a tensão de cisalhamento 
admissível para o plástico for 7, — 5,6 MPa e cada junta 
colada puder resistir a 50 KN/m, determine o maior carrega- 
mento distribuído w que pode ser aplicado à escora. 


Problema 7.50 


7.51. A escora é construída com três peças de plástico coladas 
como mostra a figura. Se a carga distribuída for w = 3 kN/m, 
determine o fluxo de cisalhamento ao qual cada junta colada 
deve resitir. 
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Problema 7.51 


“7.52. A viga está sujeita ao carregamento mostrado na fi- 
gura, onde P = 7 kN. Determine a tensão de cisalhamento 
média desenvolvida nos pregos no interior da região AB da 
viga. Os pregos estão localizados em cada lado da viga e es- 
paçados de 100 mm. Cada prego tem diâmetro de 5 mm. 


3kN P 


30 mni | rá Lam 


30 mm 


Problema 7.53 


7.54. O elemento consiste em dois canais [U] de plásti- 
co com 12 mm de espessura colados em A e B. Se a cola 
puder suportar uma tensão de cisalhamento admissível de 
Tam & 42 MPa, determine a intensidade máxima w, do car- 
regamento distribuído triangular que pode ser aplicado ao 
elemento tomando como base a resistência da cola. 


100 mm 


Lico 
30 e |—250 do mini 


30 mm 


Problema 7.52 


7.53. A viga é composta por quatro tábuas pregadas. Se os 
pregos estiverem de ambos os lados da viga e cada um puder 
resistir a um cisalhamento de 3 kN, determine a carga máxi- 
ma P que pode ser aplicada à extremidade da viga. 


Problema 7.54 


7.55. O elemento consiste em dois canais [U] de plástico 
com 12 mm de espessura colados em 4 e B. Se a carga distri- 
buída tiver intensidade máxima w, = 50 kN/m, determine à 
tensão de cisalhamento máxima à qual a cola resiste. 


Problema 7.55 


7.5 Fluxo de cisalhamento em 
elementos de paredes finas 


Na seção anterior, desenvolvemos a equação do 
fluxo de cisalhamento, q = VO/I, e mostramos como 
ela pode ser usada para determinar o fluxo de cisalha- 
* “mento que age ao longo de qualquer plano longitudi- 
mal de um elemento. Nesta seção, mostraremos como 
aplicar essa equação para determinar a distribuição do 
fluxo de cisalhamento pela área da seção transversal 
de um elemento. Aqui, consideraremos que o elemen- 
to tem paredes finas, isto é, a espessura da parede é 
pequena em comparação com a altura ou largura do 
“elemento. Como mostraremos na próxima seção, essa 
análise tem importantes aplicações no projeto estrutu- 
tale mecânico. 
Antes de determinar a distribuição do fluxo de ci- 
salhamento em uma seção transversal, em primeiro 
'* lugar mostraremos como o fluxo de cisalhamento está 
relacionado com a tensão de cisalhamento. Para tal, 
considere o segmento dx de uma viga com abas largas 
na Figura 7.19a. Um diagrama de corpo livre de uma 
porção da aba é mostrado na Figura 7.19b. A força dF 
é desenvolvida ao longo da seção longitudinal sombrea- 
da de modo a equilibrar as forças normais Fe F + dF 
criadas pelos momentos M e M + dM, respectivamen- 
te. Visto que o segmento tem comprimento dx, então 
9 fluxo de cisalhamento ou força por comprimento ao 
longo da seção é q = dFldx. Como a parede da aba é 
fina, a variação da tensão de cisalhamento 7 não va- 
Fla muito ao longo da espessura t da seção; portanto, 
*Onsideraremos que ela é constante. Por consequência, 
dF=7 dA = T(t dx) = q dx, ou 
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(17) 


Esse mesmo resultado também pode ser determi- 
nado comparando a equação do fluxo de cisalhamento, 
q = VOII, com a fórmula do cisalhamento, 7 = VO/It. 

Como a tensão de cisalhamento, o fluxo de cisalha- 
mento age em ambos os planos, longitudinal e trans- 
versal. Por exemplo, se o elemento de canto no ponto 
B na Figura7.19b for removido (Figura 7.19c), o fluxo 
de cisalhamento age como mostrado na face lateral do 
elemento. Embora a componente vertical transversal 
do fluxo de cisalhamento exista, nós a desprezaremos 
porque, como mostra a Figura 7.19d, essa componente, 
assim como ocorre na tensão de cisalhamento, é apro- 
ximadamente zero em toda a espessura do elemento. 
Isso porque consideramos que as paredes são finas e 
as superfícies superior e inferior do elemento estão li- 
vres de tensão. Resumindo, somente será considerada 
a componente do fluxo de cisalhamento que age para- 
lelamente às paredes do elemento. 

Por uma análise semelhante, isolar o segmento do 
lado esquerdo na aba superior (Figura 7.19e) definirá 
a direção correta do fluxo de cisalhamento no elemen- 
to de canto C do segmento (Figura 7.19f). Mostre, por 
esse método, que o fluxo de cisalhamento nos pontos 
correspondentes B' e €C' na aba inferior é dirigido 
como mostra a Figura 7.19. 

Esse exemplo ilustra como a direção do fluxo de 
cisalhamento pode ser definida em qualquer ponto da 
seção transversal de uma viga. Agora, usando a fórmu- 
la do fluxo de cisalhamento, q = VO/I, mostraremos 
como determinar a distribuição do fluxo de cisalha- 
mento por toda a seção transversal. É de esperar que 
essa fórmula dê resultados razoáveis para o fluxo de 
cisalhamento já que, como afirmamos na Seção 7.3, a 
precisão dessa equação melhora para elementos que 
têm seções transversais retangulares finas. Contudo, 
para qualquer aplicação, a força de cisalhamento V 
deve agir ao longo de um eixo de simetria ou eixo prin- 
cipal de inércia do centroide da seção transversal. 

Começaremos determinando a distribuição do flu- 
xo de cisalhamento ao longo da aba superior direita da 
viga T na Figura 7.20a. Para tal, considere o fluxo de ci- 
salhamento q que age no elemento cinza-escuro loca- 
lizado a uma distância arbitrária x da linha central da 
seção transversal (Figura 7.20b). Esse fluxo é determi- 
nado pela Equação 7.6 com O = y'A' = [d/2](b/2 — xt. 
Assim, 


q=Ti 


| 


q = "82. VIAPIÇÇÕID ak 


(o 
I I 21 


N 
7.8) 
: x) ( 
Por inspeção, essa distribuição é linear e varia de 
g=0emx=b/2a (Gm Vtdblilemx =o0.(Ali- 
mitação de x = O é possível aqui, visto que considera- 
mos que o elemento tem “paredes finas” e, portanto, a 
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q é considerado constante 
ao longo da espessura (a) 
da aba 


q' é considerado nulo 
ao longo da espessura 
da aba desde que as 
extremidades da aba 
estejam livres de tensão 


Figura 7.19 


espessura da alma é desprezada.) Devido à simetria, 
uma análise semelhante produz a mesma distribui- 
ção de fluxo de cisalhamento para as outras abas, de 
modo que os resultados são como os mostrados na 
Figura 7.20d. 

A força total desenvolvida nas porções esquerda 
e direita de uma aba pode ser determinada por inte- 
gração. Visto que a força no elemento cinza-escuro na 
Figura 7.20b é dF = q dx, então 


b/2 2 
Vid/b Vtdb 
Faso fadr= [ 2 (5 v)ax- 161 


Também podemos determinar esse resultado pelo 
cálculo da área sob o triângulo na Figura 7.20d, visto 


4 


que q é uma distribuição de força/comprimento. Pot 


consequência, 


1 by Vidb? 
Fba= 2 (amis E) E 161 
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(Qmáx)aba 


Distribuição de fluxo de cisalhamento 


(d) 


Todas as quatro forças que agem nessas abas são 
mostradas na Figura 7.20, e, pela direção delas, pode- 
“os ver que o equilíbrio da força horizontal na seção 
ransversal é mantido. 

Uma análise semelhante pode ser realizada para a 
alma (Figura 7.20c). Nesse caso, temos O = 3y'A' = 
Adol(bo + [py + (1/2)(d/2 — ya? — y) = bt df + 
 (W2(d/4 — y?), de modo que 


-VO Via 1 ds = 
dE Elo ala A (7.9) 


Para a alma, o fluxo de cisalhamento varia de 


“Maneira parabólica, de q = AQ ada, + Vt dbl2l em 

Y=dZatéum máximo q = (Guam — (VtdlD(bl2 + di8) 
em y = O (Figura 7.20d). 

Para determinar a força na alma, F ma temos de in- 


tegrar a Equação 7.9, isto é, 


MImáx)aba 


(g máx) alma 


MImáx)aba 


Figura 7.20 


ae ( 1 ) 
= 2b + >d 
41 3 

É possível simplificar essa expressão observando 
que o momento de inércia para a área da seção trans- 


versal é 
) 1 
=2| -—bê + :) + td 
[= 15 bt bl 124 


Desprezando o primeiro termo, visto que a espes- 
sura de cada aba é pequena, obtemos 


td? a) 
+=d 
I= (os 7 


Substituindo na equação acima, vemos que F | =V, 
o que era esperado (Figura 7.20€). 

Pela análise precedente, três pontos importantes de- 
vem ser observados. O primeiro é que o valor de q muda 
na seção transversal, visto que Q será diferente para cada 
segmento de área A' para o qual for determinado. Em 
particular, q variará linearmente ao longo dos segmentos 
(abas) perpendiculares à direção de V e parabolicamente 
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ao longo de segmentos (alma) inclinados ou paralelos em 
relação a V. O segundo é que q sempre age paralelamente 
às paredes do elemento, visto que a seção na qual q é cal- 
culado é tomada perpendicularmente às paredes. E o ter- 
ceiro é que o sentido da direção de q é tal que o cisalha- 
mento parece “fluir” pela seção transversal, para dentro 
na aba superior da viga, “combinando-se” e, então, “fluin- 
do” para baixo pela alma, uma vez que deve contribuir 
para a força de cisalhamento V, e, então, separando-se 
e “fluindo” para fora na aba inferior. Se conseguirmos 
“visualizar” esse “fluxo”, teremos um meio fácil para de- 
finir não somente a direção de q, mas também a direção 
correspondente de 7. Outros exemplos da direção que q 
toma ao longo de segmentos de elementos de paredes 
finas são mostrados na Figura 7.21. Em todos os casos, a 
simetria prevalece em torno de um eixo colinear com V; 
o resultado é que q “flui” em uma direção tal que dará as 
componentes necessárias da força vertical equivalentes 
a V e ainda satisfará os requisitos do equilíbrio da força 
horizontal para a seção transversal. 


vV t 


SPA 
| 
' k 
| | 
| 
| 


(+ = +) 


Fluxo de cisalhamento q 


Figura 7.21 


PONTOS IMPORTANTES 


t composto por segmentos com paredes finas, só o fluxo de cisalhamento p 


tant 


ente ao longo de segmentos perpendiculares à direção do cisa 


ia parabolicamente ao longo de segmentos inclinados ou paralelos em rela 


o isalhamento “flui” ao longo dos segmentos de modo que contribui para 0 
i de força horizontal e vertical. 


EXEMPLO 7.7 


A viga-caixão de paredes finas na Figura 7.22a está su- 
jeita a um cisalhamento de 10 kN. Determine a variação do 
fluxo de cisalhamento em toda a seção transversal. 


SOLUÇÃO 


Por simetria, o eixo neutro passa pelo centro da seção trans- 
versal. O momento de inércia é 


ne 6 mmY8 mm)? — (4 mmY6 mm) = 184 mm” 


Só o fluxo de cisalhamento nos pontos B, Ce D deve ser 
determinado. Para o ponto B, a área 4' = O (Figura 7.22b), 
visto que podemos considerar que ela está localizada intei- 
ramente no ponto B. Como alternativa, A' também pode re- 
presentar toda a área da seção transversal,caso em que Q, = 
"A" = 0, uma vez que y' = 0. Como O, = 0, então 


9,=0 


Para o ponto C, a área A' é a sombreada escura na Figura 


7.22c. Aqui, usamos as dimensões médias, visto que o ponto 


C está na linha central de cada segmento. Temos 


Oc=3'A' = (35 cm)5 cm)(1 cm) = 17,5 em? 


Assim, 


VOc 10 N(17,5 cm?/2) 
1 184 em? 


Io = 


= 0,951 kN/em = 95,1 N/mm 


O fluxo de cisalhamento em D é calculado pelos três re- 
tângulos sombreados, mostrados na Figura 7.22d. Temos 


Op=2>y'A' = A2 cmJ(1 cm)(4 cm) 
— [3,5 emJ(4 em)(1 cm) = 30cmº 
Portanto, 


VOp 10 N(30 cm?/2) 


; RR Edit kN/cm = 163 N/mm 
cm 


dp - 


Com esses resultados e a simetria da seção transversal 
a distribuição do fluxo de cisalhamento é representad 
Figura 7.22e. Como esperado, a distribuição é linear ao longo 
dos segmentos horizontais (perpendiculares a V) é paraból 
ca ao longo dos segmentos verticais (paralelos a V). 


ato 


0,476 N/mm 
(e) 


Figura 7.22 
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'*7.6 Centro de cisalhamento 
para seções transversais 
abertas 


Na seção anterior, consideramos que o cisalhamen- 
to interno V era aplicado ao longo de um eixo princi- 
pal de inércia do centroide que também representa um 
eixo de simetria para a seção transversal. Nesta seção, 
consideraremos o efeito da aplicação do cisalhamento 
ao longo de um eixo principal do centroide que não é 
um eixo de simetria para uma seção transversal aber- 
ta. Como antes, só analisaremos elementos com pare- 
des finas, portanto, usaremos as dimensões até a linha 
central das paredes dos elementos. Um exemplo típico 
desse caso é a seção do perfil em U (canal) mostrada 
na Figura 7.23a, que tem uma extremidade engastada 
e a outra em balanço e é submetida a uma força P. Se 
essa força for aplicada ao longo do eixo anteriormen- 
te vertical e assimétrico que passa pelo centroide C da 
área da seção transversal, o perfil não somente se cur- 
vará para baixo, mas também será torcido em sentido 
horário, como mostra a figura. 

Para entender por que o elemento sofre torção, é 
preciso estudar a distribuição do fluxo de cisalhamen- 
to ao longo das abas e da alma do perfil em questão 
(Figura 7.23b). Quando essa distribuição é integrada 
ao longo das áreas da aba e da alma, dará forças re- 
sultantes F,,. em cada aba e uma força V = P na alma 


(Gmáx)aba 


(g máx)alma 


(Qmáx)aba 


Distribuição do fluxo de cisalhamento 


(b) 


Figura 7.23 
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(Figura 7.23c). Se os momentos dessas forças forem so- 
mados ao redor do ponto 4, podemos ver que o conju- 
gado ou torque criado pelas forças na aba é responsá- 
vel pela torção do elemento. A torção verdadeira é no 
sentido horário quando vista da frente da viga, como 
mostra a Figura 7.23a, já que as forças de reação de 
“equilíbrio” interno F.. provocam a torção. Portanto, 
para impedir essa torção, é necessário aplicar P a um 
ponto O localizado à distância e da alma do perfil (Fi- 
gura 7.23d). Exige-se LM, = F.d = Peou 


aba 


Pelo método discutido na Seção 7.5, F,,, pode ser 
avaliada em termos de P (= V) e das dimensões das 
abas e da alma. Isso feito, então, P será cancelada após 
a substituição na equação acima, o que possibilitará 
expressar e simplesmente em função da geometria da 
seção transversal e não em função de P ou de sua loca- 
lização ao longo do comprimento da viga (ver Exemplo 
7.9). O ponto O assim localizado é denominado centro 
de cisalhamento ou centro de flexão. Quando P é aplica- 
da no centro de cisalhamento, a viga sofrerá flexão sem 
torção, como mostra a Figura 7.23e. Os manuais de pro- 
jeto costumam apresentar listas com a localização desse 
ponto para váriostipos de vigas com seções transversais 
de paredes finas comumente utilizadas na prática. 

Ao fazermos essa análise, devemos observar que o 
centro de cisalhamento sempre estará localizado sobre 
um eixo de simetria da área da seção transversal de um 
elemento. Por exemplo, se girarmos de 90º o perfil na 
Figura 7.23a e P for aplicada em A (Figura 7.24a), não 
ocorrerá nenhuma torção, visto que o fluxo de cisalha- 


mento na alma e nas abas para esse caso é simétrico e, 
portanto, as forças resultantes nesses elementos cria- 
rão momentos nulos em torno de A (Figura 7.24b). É 
óbvio que, se um elemento tiver uma seção com dois 
eixos de simetria, como no caso de uma viga de abas 
largas, o centro de cisalhamento coincidirá com a in- 
terseção desses eixos (o centroide). 


A localização do centro de cisalhamento para um elemento de paredes finas no qual o cisalhamento interno está | 
na mesma direção de um eixo principal do centroide para a seção transversal pode ser determinado pelo procedimen- 
to descrito a seguir. 


Resultantes do fluxo de cisalhamento 


* Determine à direção do fluxo de cisalhamento em vários “segmentos da seção transversal, faça um rascunho das 
forças resultantes em cada segmento da seção transversal. (Por exemplo, veja a Figura 7.23c.) Visto que. o centro de 
cisalhamento é determinado pelo cálculo dos momentos dessas forças resultantes em torno de um. ponto (A), esco: 
lha esse ponto em uma localização que elimine os momentos do maior número possível de forças resultantes. 


paralelos ou inclinados em relação a V. 


entro de cisalhamento. 


“que localiza a linha de ação de V em relação a 4. 


interseção das duas linhas a 90º. 


EXEMPLO 7.8 | 7.8. 


Determine a localização do centro de cisalhamento 
para o perfil em U de paredes finas cujas dimensões são 


mostradas na Figura 7.25a. 


SOLUÇÃO 


Resultantes do fluxo de cisalhamento. Um cisalhamen- 
to vertical para baixo V aplicado à seção provoca o fluxo de 
| cisalhamento pelas abas e alma mostrado na Figura 7.25b, o 
* que provoca as forças resultantes Fm € V nas abas e alma, 
como mostra a Figura 7.25c. Os momentos serão calculados 
| | emtorno do ponto A porque, assim, teremos de determinar 
| apenasaforça F, na aba inferior. 


A área da seção transversal pode ser dividida em três 
componentes retângulares — uma alma e duas abas. Visto 
que consideramos que cada componente é fino, o momento 
dé inércia da área em torno do eixo neutro é 


= Lage] o(8J] = E(£ 45) 
1=qa!h efo(i) |- 4 Eb 


Pela Figura 7.25d, q na posição arbitrária x é 


V(b — x) 


VO — V(h/2b = x] 
Ea — h((h/6) + b) 


TO (uP/2I(h/6) + 6) 


q= 
Por consequência, a força F.,, é 


o b E V b E vb? 
e ú 1x = jrth/6) 4 6) | (==) dx= yo) 5) 


Esse mesmo resultado também pode ser encontrado deter- 
iihando-se, em primeiro lugar, (usava (Figura 7.25b) e, en- 
tão, determinando-se a área triangular 1/2 DI náo = F 


aba” 
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« valores das forças resultantes que criam um momento em torno de À devem ser calculados. Para qualquer seg- 
mento, esse cálculo corresponde à determinação do fluxo de cisalhamento q em um ponto arbitrário no segmento 
e à integração de q ao longo do comprimento do segmento. Observe que V criará uma variação / near do fluxo de 
cisalhamento em segmentos perpendiculares à V e uma variação parabólica do fluxo de cisalhamento em segmentos 


'« Some os momentos das resultantes do fluxo de cisalhamento em torno do ponto À e iguale esse momento ao mo- 
'mento de V em torno de A. A resolução dessa eg uação permite-nos determinar a distância do braço do momento e, 


e Se existir um eixo de simetria para a seção transversal, o centro de cisalhamento encontra-se no ponto onde esse eixo 
"* intercepta à linha de ação de V. Contudo, se não exixtir nenhum eixo de simetria, gire a seção transversal de 90º é 
repita o processo para obter outra linha de ação para V. Então, o centro de cisalhamento encontra-se no ponto de 


Centro de cisalhamento. Somando-se os momentos em 
torno do ponto A (Figura 7.25c), exige-se que 


Vb2h 
= Hl = 5y(h/6) 45] 


Assim, 


b2 
RR ee ui oa R 
e [(4/3) + 25] esposta 


Como afirmamos antes, e depende somente da geometria 
da seção transversal. 


Es 
RE 
Es 
Era) 
(el 
asniea 
Jê (Gmáx)alma (+ 


(Qmáx)aba 


Distribuição do fluxo de cisalhamento 


(a) (b) 


+ 


Fapa Rei 


(c) 
Figura 7.25 
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Determine a localização do centro de cisalhamento para 
a cantoneira de abas iguais (Figura 7.26a). Calcule também 
a força de cisalhamento interna resultante em cada aba. 


SOLUÇÃO 


Quando uma força de cisalhamento vertical para baixo V é 
aplicada à seção, as direções do fluxo de cisalhamento e das 
resultantes do fluxo de cisalhamento são as mostradas nas 
figuras 7.26b e 7.26c, respectivamente. Observe que a força 
F em cada aba deve ser igual, visto que, para equilíbrio, a 
soma de suas componentes horizontais deve ser igual a zero. 
Além disso, as linhas de ação de ambas as forças interceptam 


(a) (b) 


« 


(c) (d) 


(e) 
Figura 7.26 


so Pa e ' b ento 
“à viga-caixão simétrica. Determine o fluxo de cisalhame! 


o ponto O; portanto, esse ponto deve ser o centro de cisalha- 
mento visto que a soma dos momentos dessas forças e Y em 
torno de O é zero (Figura 7.26c). 


O valor de F pode ser encontrado determinando, em pri- 
meiro lugar, o fluxo de cisalhamento na localização arbitrá- 
ria s ao longo da aba superior (Figura 7.26d). Aqui, 


1 s 


Selto a es - Selo Du 


O momento de inércia da cantoneira, calculado em torno 
do eixo neutro, deve ser determinado pelos “princípios fun- 
damentais”, visto que as abas estão inclinadas em relação 
ao eixo neutro. Para o elemento de área dA = t ds (Figura 
7.26e), temos 


Q VA 


A variação de q é parabólica e atinge um valor má- 
ximo quando s = b, como mostra a Figura 7.26b. A for- 
ça Fé,portanto, 


Respostt I 


OBSERVAÇÃO: Esse resultado pode ser facilmente verifi- 
cado, pois a soma das componentes verticais da força Fem 
cada aba deve ser igual a V e, como afirmamos antes, a som 
das componentes horizontais é nula. 


— eme meenir 


PROBLEMAS | E 
“7.56. Uma força de cisalhamento V = 18 kN é aplicada 


em 4 eB. 


57. Aforça de cisalhamento V = 18 KN é aplicada à viga- 


caixão. Determine o fluxo de cisalhamento em C. 


Problemas 7.56/57 


7.58. O perfil em U é submetido a um cisalhamento V = 75 kN. 
Determine o fluxo de cisalhamento desenvolvido no ponto 4. 


759. O perfil em U é submetido a um cisalhamento V = 75 kN. 
Determine o fluxo de cisalhamento máximo no perfil. 


Cd 30 mm 


Problemas 7.58/59 


7.60. A viga suporta um cisalhamento vertical V = 35 kN. 
Determine a força resultante desenvolvida no segmento AB 
da viga. 


Problema 7.60 


7.61. A escora de alumínio tem 10 mm de espessura e a 
Seção transversal mostrada na figura. Se for submetida a um 
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cisalhamento V = 150 N, determine o fluxo de cisalhamento 
nos pontos 4 e B. 


7.62. A escora de alumínio tem 10 mm de espessura e a 
seção transversal mostrada na figura. Se for submetida a um 
cisalhamento V = 150 N, determine o fluxo de cisalhamento 
máximo na escora. 


a 


40 mm 


10 mm 


40 mm 


30 mm 30 mm 
10Omm 10mm 
Problemas 7.61/62 


7.63. A cantoneira está sujeita a um cisalhamento V = 10 kN. 
Faça um rascunho da distribuição do fluxo de cisalhamento 
ao longo da aba AB. Indique valores numéricos em todos 
os picos. 


Problema 7.63 


“7.64. A viga está sujeita a uma força de cisalhamento V = 25kN. 
Determine o fluxo de cisalhamento nos pontos A e B. 


7.65. A viga é composta por quatro chapas e está sujeita a 
uma força de cisalhamento V = 25 kN. Determine o fluxo de 
cisalhamento máximo na seção transversal. 


Problemas 7.64/65 
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7.66. A força de cisalhamento V = 18 kN é aplicada à viga- 
-mestra-caixão. Determine a posição d das chapas de reforço 
BE e FG de modo que o fluxo de cisalhamento em A seja 
duas vezes maior do que o fluxo de cisalhamento em B. Use 
as dimensões da linha central para o cálculo. Todas as chapas 
têm 10 mm de espessura. 


Problema 7.66 


7.67. O tubo está sujeito a uma força de cisalhamento 
V = 40 kN. Determine o fluxo de cisalhamento no tubo nos 
pontos 4 e B. 


Problema 7.67 


“7.68. Determine a localização e do centro de cisalhamen- 
to (ponto O) para o elemento de paredes finas com a seção 
transversal mostrada na figura, onde b, > b,. Os segmentos 
do elemento têm a mesma espessura t. 


pg peace] 
Problema 7.68 


7.69. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura í. 


Problema 7.69 


7.70. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura í. 


Problema 7.70 


7.71. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura í. 


Problema 7.71 


7.72. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura t. 


b 
ii 
hi Co dll 
E l 
2a 


Problema 7.72 


Determine a localização e do centro de cisalhamento 
para o elemento de paredes finas que tem a seção 
| mostrada na figura. Os segmentos do elemento 


1.73. 
(ponto 0) 
ransversa 
ema mesma espessura t, 


Problema 7.73 


7,74. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. Os segmentos do elemento 
têm a mesma espessura t. 


Problema 7.74 


1.15. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem uma 
fenda ao longo de sua lateral. 


[5100 mm-| 


Problema 7.75 


E 
7.76. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(Ponto O) para o elemento de paredes finas que tem uma 


fenda ao longo de sua lateral. Cada elemento tem espessura 
fOnstante 1, 
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Problema 7.76 


7.77. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. 


Problema 7.77 


7.78. Se a cantoneira tiver espessura de 3 mm, altura 
h = 100 mm e for submetida a um cisalhamento V = 50 N, 
determine o fluxo de cisalhamento no ponto 4 e o fluxo de 
cisalhamento máximo na cantoneira. 


7.79. A cantoneira está sujeita a um cisalhamento V = 10 
kN. Faça um rascunho da distribuição do fluxo de cisalha- 
mento ao longo da aba AB. Indique os valores numéricos 
em todos os picos. A espessura é 6 mm, e as abas (AB) têm 
125 mm. 


Problemas 7.78/79 


“7.80. Determine a posição e para a aplicação da força P 
de modo que a viga sofra deflexão para baixo sem torção. 
Considere h = 200 mm. 


7.81. A força P é aplicada à alma da viga como mostra a 
figura. Se e = 250 mm, determine a altura h da aba direita 
de modo que a viga sofra deflexão para baixo sem torção. Os 
segmentos do elemento têm a mesma espessura 1, 
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Problema 7.82 


7.83. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o tubo que tem uma fenda ao longo de seu 
comprimento. 


Problemas 7.80/81 


7.82. Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
transversal mostrada na figura. 


Problema 7.83 


“À tensão de cisalhamento transversal 

em vigas é determinada indiretamente 
pela fórmula da flexão e pela relação 
entre momento e cisalhamento (V: = 
dMidx). O resultado é a fórmula do 
cisalhamento 


. Em particular, o valor para Q éomo- | 
'* mento da área A' em torno do eixo 

' neutro. Essa área é a porção da área 

* da seção transversal “que é mantida” 
em uma viga acima da espessura ( 
"onde + deve ser determinada. 
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m selo. emo no eixo neutro. 


lementos de fixação, colas ou soldas 
são usados para: ligar as partes dase- 
ção de uma: estrutura: composta por 


* vários elementos. A resistência desses: 


elementos de fixação é determinada 
pelo fluxo de cisalhamento, q, ou for- 
or unidade de comprimento, que 

ve ser sustentado pela viga. 


vo 
ds: 


Se uma viga tiver seção transversal de 

* paredes finas, então o fluxo de cisalha- 
mento que passa pela seção transver- 
sal poderá ser determinado por | 


Vo 
del 
O fluxo de cisalhamento varia linear- 
“Mente ao longo de segmentos hori- 
ontais e parabolicamente ao longo de 
segmentos inclinados ou verticais. 


Contanto « que a distribuição da tensão 
de cisalhamento em cada elemento de 
Uma seção de paredes finas seja co- 
Ahecida, a localização O do centro de 

alhamento para a seção transversal 
poderá ser determinada pelo equilí- 
brio de momentos. Quando uma carga 
aplicada ao elemento passar por esse 


ponto, o elemento sofrerá flexão, mas. 


(Jináx)aba 
2 (g máeaba 


(Gmáx)alma 


> Ginio aba 
(amáx)aba 


Distribuição do fluxo de cisalhamento 
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PROBLEMAS DE REVISÃO 


“7.84. A viga é composta por quatro tábuas pregadas como 
mostra a figura. Determine a força de cisalhamento à qual 
cada prego ao longo dos lados C e da parte superior D deve 
resistir se estiverem uniformemente espaçados de s = 75 mm. 
A viga está sujeita a um cisalhamento V = 22,5 kN. 


Problema 7.84 


7.85. A viga é composta por quatro tábuas coladas ao longo 
das linhas de junção. Se a cola puder resistir a 15 kN/m, qual é 
o cisalhamento vertical máximo V que a viga pode suportar? 


7.86. Resolva o Problema 7.85 se a viga sofrer uma rotação 
de 90º em relação à posição mostrada na figura. 


11400 mm — 
12mm 12 mm 


Problemas 7.85/86 


7.87. O elemento está sujeito a uma força de cisalhamento 
V =2 kN. Determine o fluxo de cisalhamento nos pontos 4, B 
e C. A espessura de cada segmento de paredes finas é 15 mm. 


Problema 7.87 


“7.88. O elemento está sujeito a uma força de cisalhamen. 
to V = 2 kN, Determine o fluxo de cisalhamento máximo 
no elemento. Todos os segmentos da seção transversal têm 
15 mm de espessura. 


Problema 7.88 


4 


7.89. A viga é composta por três chapas finas soldadas, 
como mostra a figura. Se for submetida a um cisalhamento 
V = 48 kN, determine o fluxo de cisalhamento nos pontos 
A e B. Calcule também a tensão de cisalhamento máxima 
na viga. 


Problema 7.89 


7.90. Uma chapa de aço com espessura 6 mm é dobrada 
para formar a seção de paredes finas mostrada na figura. Se 
for submetida a uma força de cisalhamento V = 1,25 kN, de- 
termine a tensão de cisalhamento nos pontos A e €. Indique 
os resultados nos elementos de volume localizados nesses 
pontos. 


50mm * 5Sômm 


Problema 7.90 


91, Uma chapa de aço de espessura 6 mm é dobrada para 
rmar a seção de paredes finas mostrada na figura, Se for 
ibmetida a uma força de cisalhamento V = 1,25 kN, deter- 
e a tensão de cisalhamento no ponto B. 


V 


espe o 4 B 
5S0mm ' 5Sômm 
Problema 7.91 


“7.92, Determine a localização e do centro de cisalhamento 
(ponto O) para o elemento de paredes finas que tem a seção 
“transversal mostrada na figura. 


RR 


Problema 7.92 
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7.93. Faça um rascunho da intensidade da distribuição da 
tensão de cisalhamento que age na área da seção transversal 
da viga e determine a força de cisalhamento resultante que 
age no segmento AB. O cisalhamento que age na seção é 
V = 175 kN. Mostre que 1, = 340,82(10%) mm. 


Problema 7.93 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Cargas combinadas 


Este capítulo serve como revisão da análise de tensão que foi desenvolvida nos capítulos anteriores referen- 
tes a carga axial, torção, flexão e cisalhamento. Discutiremos a solução de problemas nos quais várias dessas 
cargas ocorrem simultaneamente sobre a seção transversal de um elemento. Entretanto, antes disso, o capí- 
tulo começa com uma análise da tensão desenvolvida em vasos de pressão de paredes finas. 


8.1 Vasos de pressão de 


paredes finas 


Vasos cilíndricos ou esféricos são muito usados na 
indústria como caldeiras, tanques ou reservatórios. 
Quando estão sob pressão, o material de que são feitos 
é submetido a cargas em todas as direções. Mesmo que 
seja esse o caso, o vaso de pressão pode ser analisado 
de uma maneira mais simples, contanto que tenha pa- 
redes finas. Em geral, “paredes finas” refere-se a um 
vaso para o qual a relação raio interno-espessura da 
parede tem valor igual ou superior a 10 (r/t = 10). Es- 
pecificamente, quando 7/t = 10, os resultados de uma 
análise de parede fina preverão uma tensão aproxima- 
damente 4% menor que a tensão máxima real no vaso. 
Para relações maiores, esse erro será até menor. 

Quando a parede do vaso é “fina,” a variação da dis- 
tribuição de tensão pela sua espessura não será signifi- 
cativa, portanto consideraremos que ela é uniforme ou 
constante. Adotada essa premissa, analisaremos, agora, o 
estado de tensão em vasos de pressão de paredes finas ci- 
líndricos e esféricos. Em ambos os casos, entende-se que 
a pressão no vaso é a pressão manomeétrica, visto que ela 
mede a pressão acima da pressão atmosférica que consi- 
deramos existir dentro e fora da parede do vaso. 


Vaso cilíndricos. Considere o vaso cilíndrico 
com parede de espessura te raio interno r como mostra 
a Figura 8.1a. A pressão manométrica p é desenvolvida 
no interior do vaso por um gás ou fluido nele contido, 
cujo peso consideramos insignificante. Devido à uni- 
formidade dessa carga, um elemento do vaso que este- 
ja afastado o suficiente das extremidades e orientado 
como mostra a figura é submetido a tensões normais 
o, na direção circunferencial ou do aroe o, no sentido 
longitudinal ou axial. Ambas essas componentes da 
tensão exercem tração sobre o material. Queremos de- 
terminar o valor de cada uma dessas componentes em 


termos da geometria do vaso e de sua pressão interna. 
Para isto, temos de usar o método das seções e aplicar 
as equações de equilíbrio de força. 

Para a tensão circunferencial (ou de aro), considere 
que o vaso é secionado pelos planos a, b e c. Um dia- 
grama de corpo livre do segmento posterior juntamen- 
te com o gás ou fluido contido no vaso é mostrado na 
Figura 8.1b. Aqui são mostradas apenas as cargas na 
direção x. Elas são desenvolvidas pela tensão circunfe- 
rencial uniforme o, que age em toda a parede do vaso 
e pela pressão que age na face vertical do gás ou fluido 
secionado. Para equilíbrio na direção x, exige-se 


Figura 8.1 


2o,(tdy)] — p(2rdy) =0 


Fe 


(8.1) 


q1 


Paraobtera tensão longitudinal S,, consideraremos 
porção esquerda da seção b do cilindro (Figura 8.1a). 
omo mostra a Figura 8.1c,o, age uniformemente em 

foda a parede, e p age na seção do gás ou fluido. Visto 

que o raio médio é aproximadamente igual ao raio in- 
terno do vaso, O equilíbrio na direção y requer 


sF=0; o2art) - p(nr) = 0 


: 
Eua 


(82) 


S2 


Nessas equações, 
0,9, = tensão normal nas direções circunferencial 
e longitudinal, respectivamente. Conside- 
ramos que cada uma delas é constante em 
toda a parede do cilindro e que cada uma 
submete o material à tração 
p = pressão manométrica interna desenvolvi- 
da pelo gás ou fluido 
r = raio interno do cilindro 
t = espessura da parede (1/t = 10) 


Comparando as equações 8.1 e 8.2, devemos obser- 
var que a tensão circunferencial ou de aro é duas vezes 
“maior do que a tensão longitudinal ou axial. Por con- 
sequência, quando vasos de pressão cilíndricos são fa- 
bricados com chapas laminadas, as juntas longitudinais 
devem ser projetadas para suportar duas vezes mais 
tensão do que as juntas circunferenciais. 


Vasos esféricos. Podemos analisar um vaso de 
pressão esférico de maneira semelhante. Por exemplo, 
considere que o vaso tem espessura de parede t e raio 
“interno r e que está sujeito a uma pressão manomé- 
trica interna p (Figura 8.2a). Se o vaso for secionado 
“Pela metade usando a seção a, o diagrama de corpo 
livre resultante é o mostrado na Figura 8.2b. Como 
ho vaso cilíndrico, o equilíbrio na direção y requer 


Zz 


Figura 8.2 
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ZF, = 0; o Zart) — p(mr?) = 0 
pr 
E 8.3 
9) 2 (8.3) 


Por comparação, esse é o mesmo resultado obtido para 
a tensão longitudinal no vaso de pressão cilíndrico. Além 
do mais, pela análise, essa tensão será a mesma indepen- 
dentemente da orientação do diagrama de corpo livre 
hemisférico. Por consequência, um elemento do material 
está sujeito ao estado de tensão mostrado na Figura 8.2a. 

Essa análise indica que um elemento de material 
tomado de um vaso de pressão cilíndrico ou esférico 
está sujeito à tensão biaxial, isto é, tensão normal exis- 
tente em duas direções apenas. Na verdade, o material 
do vaso também está sujeito a uma tensão radial, o, 
que age ao longo de uma linha radial. Essa tensão tem 
um valor máximo igual à pressão p na parede interna e 
diminui até zero à medida que atravessa a parede e al- 
cança a superfície externa do vaso, visto que a pressão 
manométrica nesse lugar é nula. Entretanto, para vasos 
de paredes finas, ignoraremos a componente da tensão 
radial, uma vez que a premissa limitadora que adota- 
mos, r/t = 10, resulta em o, e o, como sendo, respecti- 
vamente, 5 e 10 vezes mais altas do que a tensão radial 
máxima, (0), = Pp. Por último, entenda que as fórmu- 
las que acabamos de deduzir só devem ser usadas para 
vasos sujeitos a uma pressão manométrica interna. Se 
o vaso estiver sujeito a uma pressão externa, a tensão 
de compressão desenvolvida no interior da parede fina 
pode tornar o vaso instável e sujeito a falhas. 


EXEMPLO 8.1 


Um vaso de pressão cilíndrico tem diâmetro interno de 
1,2 m e espessura de 12 mm. Determine a pressão interna 
máxima que ele pode suportar de modo que nem a compo- 
nente de tensão circunferencial nem a de tensão longitudi- 
nal ultrapasse 140 MPa. Sob as mesmas condições, qual é a 
pressão interna máxima que um vaso esférico de tamanho 
semelhante pode sustentar? 


SOLUÇÃO 


Vaso de pressão cilíndrico. A tensão máxima ocorre na 
direção circunferencial. Pela Equação 8.1, temos 


pr 2 — p(600mm) 
-E., 140 N SB, 
Ea pa 12 mm 
p =2,8N/mm? Resposta 


Observe que, quando essa pressão é alcançada, a Equa- 
ção 8.2 mostra que a tensão na direção longitudinal será 
o, = 1/2 (140 MPa) = 70 MPa. Além do mais, a tensão máxi- 
ma na direção radial ocorre no material da parede interna do 
vaso cé (0;) «=p = 28 MPa. Esse valor é 50 vezes menor 
que a tensão circunferencial (140 MPa) e, como afirmamos 
antes, seus efeitos serão desprezados. 
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Vaso esférico. Aqui,a tensão máxima ocorre em qualquer 
das duas direções perpendiculares em um elemento do vaso 
(Figura 8.2a). Pela Equação 8.3, temos 


09 = E, 140N/mm? = P(600 mm) 
2t 2(12 mm) 
p =5,6N/mm? Resposta 
OBSERVAÇÃO: Embora seja mais difícil de fabricar, o vaso 


de pressão esférico suportará duas vezes mais pressão do 
que um vaso cilíndrico. 


PROBLEMAS 


8.1. Um tanque esférico de gás tem raio interno » = 1,5m. 
Se for submetido a uma pressão interna p = 300 kPa, deter- 
mine a espessura exigida para que a tensão normal máxima 
não ultrapasse 12 MPa. 


8.2. Um tanque esférico pressurizado deverá ser fabricado 
com aço de 12 mm de espessura. Se for submetido a uma 
pressão interna p = 1,4 MPa, determine seu raio externo 
para que a tensão normal máxima não ultrapasse 105 MPa. 


8.3. A figura mostra duas alternativas para apoiar o cilin- 
dro de parede fina. Determine o estado de tensão na parede 
do cilindro para ambas as alternativas, se o pistão P provocar 
uma pressão interna de 0,5 MPa. A parede tem espessura de 
6 mm, e o diâmetro interno do cilindro é 200 mm. 


(a) (b) 
Problema 8.3 


*8.4. O tanque do compressor de ar está sujeito a uma pressão 
interna de 0,63 MPa. Se o diâmetro interno do tanque for 550mm 
e a espessura da parede for 6 mm, determine as componentes da 
tensão que agem no ponto 4, Desenhe um elemento de volume 
do material nesse ponto e mostre os resultados no elemento. 


Problema 8.4 


8.5. O tubo de extremidade aberta tem parede de espes- 
sura 2 mm e diâmetro interno 40 mm. Calcule a pressão que 
o gelo exerceu na parede interna do tubo para provocar q 
ruptura mostrada na figura. A tensão máxima que o materia] 
pode suportar na temperatura de congelamento é o. = 360 
MPa. Mostre como a tensão age sobre um pequeno elemen. 
to de material imediatamente antes de o tubo falhar. 


Problema 8.5 


8.6. O tubo de extremidade aberta feito de cloreto de poli- 
vinil tem diâmetro interno de 100 mm e espessura de 5 mm. 
Se transportar água corrente à pressão de 0,42 MPa, deter- 
mine o estado de tensão nas paredes do tubo. 


Problema 8.6 


87. Se o fluxo de água no interior do tubo do Problema 
8.6 for interrompido devido ao fechamento de uma válvula, 
determine o estado de tensão nas paredes do tubo. Despreze 
o peso da água. Considere que os apoios exercem somente 
forças verticais sobre o tubo. 


Problema 8.7 


*8.8. A cinta de aço A-36 tem 50 mm de largura e está presa 
ao redor do cilindro rígido liso. Se os parafusos forem aper- 
tados de modo que a tração neles seja 2 kN, determine a ten- 
são normal na cinta, a pressão exercida sobre o cilindro e a 
distância até onde metade da cinta estica. 


Problema 8.8 


8.9. Inicialmente, a cinta de aço inoxidável 304 está per: 
feitamente ajustada em torno do cilindro rígido lis6. 56 
ela for submetida a uma queda de temperatura não hnçã 
AT = 12 sen? 6ºC, onde 6 é dado em radianos, determine à 
tensão circunferencial na cinta. 


0,4 mm 


—— — 1125 mm 


Problema 8.9 


8 0. O barril está cheio de água, até em cima. Determine 
a distância s entre o aro superior e o aro inferior de modo 
que a força de tração em cada aro seja a mesma. Determine 
também a força em cada aro. O barril tem diâmetro interno 
de 1,2 m. Despreze a espessura da parede. Considere que 
somente os aros resistem à pressão da água. Observação: A 
água desenvolve pressão no barril de acordo com a lei de 
Pascal, p = (900z) Pa, onde z é a profundidade da água em 
relação à superfície, medida em metros. 


Problema 8.10 


811. Um tubo de madeira com diâmetro interno de 0,9 m é 
atado com aros de aço cuja área de seção transversal é 125 mm?, 
Sea tensão admissível para os aros for o ,,, = 84 MPa, deter- 
mine o espaçamento máximo s dos aros ao longo da seção do 
tubô de modo que este possa resistir a uma pressão mano- 
métrica interna de 28 kPa. Considere que cada aro suporta a 
pressão do carregamento que age ao longo do comprimento 
s do tubo. 


Problema 8.11 
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“8.12. Uma caldeira é feita de chapas de aço de 8 mm de 
espessura ligadas nas extremidades por uma junta de topo 
que consiste em duas chapas de cobertura de 8 mm e rebites 
com diâmetro de 10 mm e espaçados de 50 mm, como mostra 
a figura. Se a pressão do vapor no interior da caldeira for 
1,35 MPa, determine: (a) a tensão circunferencial na chapa 
da caldeira separada da costura, (b) a tensão circunferencial 
na chapa de cobertura externa ao longo da linha de rebites 
a-a e (c) a tensão de cisalhamento nos rebites. 


Problema 8.12 


8.13. O anel cujas dimensões são mostradas na figura é co- 
locado sobre uma membrana flexível bombeada com uma 
pressão p. Determine a mudança no raio interno do anel 
após a aplicação dessa pressão. O módulo de elasticidade 
para o anel é E. 


Problema 8.13 


8.14. Um vaso de pressão com extremidades fechadas é fa- 
bricado com filamentos de vidro trançados sobre um mandril 
de modo que, no final, a espessura da parede t do vaso é com- 
posta inteiramente de filamento e adesivo epóxi, como mostra 
a figura. Considere um segmento do vaso de largura w trança- 
do a um ângulo 6. Se o vaso for submetido a uma pressão in- 
terna p, mostre que a força no segmento é FO = ovt,onde o, 
é a tensão nos filamentos. Além disso, mostre que as tensões 
nas direções circunferencial e longitudinal são o, = o, sen? 0 e 
&,= O, cos? |, respectivamente. A que ângulo 9 (ângulo de tran- 
çamento ótimo) os filamentos teriam de ser trançados para ob- 
terem-se tensões circunferencial e longitudinal equivalentes? 


Problema 8.14 


304 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


8.2 Estado de tensão causado 
por cargas combinadas 


Nos capítulos anteriores, desenvolvemos méto- 
dos para determinar as distribuições de tensão em 
um elemento submetido a uma força axial interna, a 
uma força de cisalhamento, a um momento fletor ou 
a um momento de torção. Entretanto, na maioria das 
vezes, a seção transversal de um elemento está sujeita 
a vários desses tipos de cargas simultaneamente, e o re- 
sultado é que o método da superposição, se aplicável, 
pode ser usado para determinar a distribuição da ten- 
são resultante provocada pelas cargas. Para aplicar a 
superposição, em primeiro lugar, é preciso determinar 
a distribuição de tensão devido a cada carga e, então, 
essas distribuições são superpostas para determinar a 
distribuição de tensão resultante. Como afirmamos na 


Seção 4.3, o princípio da superposição pode ser usado 
para essa finalidade contanto que exista uma relação 
linear entre a tensão e as cargas. Além disso, a geome- 
tria do elemento não deve sofrer mudança significativa 
quando as cargas são aplicadas. Isso é necessário para 
assegurar que a tensão produzida por uma carga não 
esteja relacionada com a tensão produzida por qual- 
quer outra carga. A discussão ficará restrita ao cumpri- 
mento desses dois critérios. 

Os problemas nesta seção, que envolvem cargas com- 
binadas, servem como uma revisão básica da aplicação 
de muitas das equações de tensão importantes mencio- 
nadas anteriormente. É necessário compreender muito 
bem como essas equações são aplicadas, como indicado 
nos capítulos anteriores, se quisermos resolver com gu- 
cesso os problemas apresentados no final desta seção. Os 
exemplos a seguir devem ser cuidadosamente estudados 
antes de passarmos para a resolução dos problemas. 


O seguinte procedimento nos dá um modo geral para definir as componentes da tensão normal e da tensão de 


' cisalhamento em um ponto de um elemento quando ele é submetido a vários tipos diferentes de cargas simultanea- 

' mente. Consideramos que o material é homogêneo e se comporta de um modo linear elástico. Além disso, o princípio 
' de Saint-Venant exige que o ponto onde a tensão deve ser determinada esteja bem distante de quaisquer descontinui- 
: dades na sEsao transversal ou de pontos de carga aplicada. 


Carga interna. 


Jo Secione o elemento perpendicularmente a seu eixo no ponto onde a tensão deve ser determinada e obtenha a as com- 
“ponentes internas da força normal e da força de cisalhamento resultantes, bem como as componentes dos momentos 
fletor e de torção. 

e As componentes da força devem agir passando pelo centroide da seção transversal, é as componentes do momento 
devem ser calculadas em torno dos eixos do centroide, os quais representam os eixos Mun de inércia para a 
seção transversal. 


Tensão normal média 


* Calcule a componente da tensão associada a cada carga interna. Paracada caso, represente o efeito como umadistri- 
buição de tensão que age sobre toda a área da seção transversal ou mostre a tensão sobre um elemento do material | 
localizado em um ponto específico na seção transversal. 


Força normal 
e À força normal interna é desenvolvida por uma distribuição de tensão normal uniforme determinada por o = PIA. 


Força de cisalhamento 
e A força de cisalhamento interna em um elemento submetido a flexão é desenvolvida por uma distribuição da tensão | 
de Cisalhamento determinada pela fórmula do cisalhamento, 7 = VO/ft. Todavia, deve-se tomar um cuidado especial 

ao aplicar essa equação, como observamos na Seção 7.3. 


Momento fletor 


* Para elementos retos, o momento fletor interno é desenvolvido por uma distribuição de tensão normal que varia 
linearmente de zero no eixo neutro a máxima no contorno externo do elemento. A distribuição de tensão é de 
terminada pela fórmula da flexão, o = —My/I. Se o elemento for curvo, a distribuição de tensão é não linear e é 
determinada poro = M pi Ae(R — yl : 


Momento de torção. 


e Para eixos e tubos circulares, o momento de torção | interno é é desenvolvido | por uma distribuição da tensão de eisé 
Ihamento que varia linearmente da linha central do eixo até um máximo no contorno externo do eixo. A distribuição 
da tensão de cisalhamento é determinada pela fórmula da torção, 7 = Tp/]. Se o elemento for um tubo fechado d 
parede fina use o = TRA, t. : 
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ado de tensão biaxial no 
mponente da tensão longi- 


o de modo que a componente da tensão de aro ou circunferencial é o, = prlt 
o biaxial é representado 


= pri, Se o vaso de pressão for esférico de so fina, então o estado: 


Lima vez calculadas as componentes da tensão normal e da tensão de cisalhamento para cada carga, use o princípio 
da Superposição e determine as componentes da tensão normal e da tensão de cisalhamento resultantes. 

* Represente Os resultados em um elemento de material localizado no ponto ou mostre os resultados como uma dis- 
ribuição de tensão que age sobre a área da seção. transversal do elemento. 


EXEMPLO 8.2 ss Po A500N 3,75 N/mm? 
A — (100 mm40 mm) 


Uma força de 15.000 N é aplicada à borda do elemento 
—tmostrado na Figura 8.3a. Despreze o peso do elemento e deter- 
' minç o estado de tensão nos pontos B e €. 


= 3,15 MPa 


Momento fletor. A distribuição da tensão normal devi- 
da ao momento fletor é mostrada na Figura 8.3d. A tensão 


15.000 N Enfima do 
PARE sp O as aa 
15.000 N to [5/(40 mm)(100 mm)?] 
=11,25 N/mm? = 11,25 MPa 


Superposição. Se as distribuições da tensão normais aci- 
Cc ma forem somadas algebricamente, a distribuição da tensão 
resultante é a mostrada na Figura 8.3e. Embora aqui isso 


750.000 N:mm 
15.000 N 


(b) 


Figura 8.3 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. O elemento é secionado passando por B 
€ €, Para equilíbrio na seção, é preciso haver uma força axial 
de 15.000 N agindo no centroide e um momento fletor de 
750.000 N-mm em torno do eixo do centroide ou principal 
(Figura 8.3b). 


Componentes da tensão. 


Força normal. A distribuição da tensão normal uniforme 
devida à força normal é mostrada na Figura 8.3c. Aqui, 


não seja necessário, a localização da linha de tensão nula 
pode ser determinada por cálculo proporcional de triângu- 
los; isto é, 


7,5 MPa » 15 MPa 
x (100 mm — x) 
x =333 mm 
Elementos de material em B e C estão submetidos somente 


a tensão normal ou tensão uniaxial, como mostram as figuras 
8.3f e 8.3g. Por consequência, 


0, = 7,5 MPa (tração) Resposta 


Resposta 


o, = 15 MPa (compressão) 


+ = 
É B Te 
375 MPa Sta 11,25 MPa “2 11,25 MPa 
(100 mm — x) 
Força normal Momento fletor Carga combinada 7,5 MPa 15 MPa 
(c) (d) (e) (£) (8) 


Figura 8.3 (cont.) 
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t=12mm 


Wagua + Wago 


77,9 kPa 


500 kPa 


(b) (c) 


Figura 8.4 


EXEMPLO 8.3 


O tanque na Figura 8.4a tem raio interno de 600 mm e 
espessura de 12 mm. Está cheio até em cima com água cujo 
peso específico é Y;ua = 10 kN/mº. Se o tanque for feito de 
aço com peso específico y,., = 78 KN/mº, determine o estado 
de tensão no ponto 4. A parte superior do tanque é aberta. 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. O diagrama de corpo livre da seção do 
tanque e da água acima do ponto A é mostrado na Figura 8.4b. 
Observe que o peso da água é suportado pela superfície da 
água imediatamente abaixo da seção e não pelas paredes do 
tanque. Na direção vertical, as paredes simplesmente apoiam 
o peso do tanque. Esse peso é 


2 2 
E ” E 612 600 
Wii Do hm (16 kN/m [So = 1000" 
(Lm) = 3,56 kN 


A tensão na direção circunferencial é desenvolvida pela 
pressão da água no nível 4. Para obter essa pressão, devemos 
usar a lei de Pascal, segundo a qual a pressão em um ponto 
localizado a uma profundidade z na água é p = Yagu?* Por 
consequência, a pressão no tanque no nível A é 


P = Yu = (10 KNImê)(L m) = 10 KN/m? = 10 kPa 


Componentes da tensão. 


Tensão circunferencial. Aplicando a Equação 8.1, usando 
o raio interno r = 600 mm, temos 


e 10 kN/m? (40 m 
o, = = = a Goo) 590 kPa 


Resposta 


Tensão longitudinal. Visto que o peso do tanque é supor- 
tado uniformemente pelas paredes, temos 


(9) = Waço — 3,56 e = 719 kPa 
A a 612 m) —, 600 my? ] 
aço 1.000 1.000 Resposta 


OBSERVAÇÃO: A Equação 8.2, 0, = pr/2t, não se aplica 
aqui, visto que o tanque é aberto na parte superior e, por- 
tanto, como já dissemos, a água não pode desenvolver uma 
carga nas paredes na direção longitudinal. 


Portanto, o ponto 4 está sujeito à tensão biaxial mostrada 
na Figura 8.4c. 


EXEMPLO 84 | 8.4 


O elemento mostrado na Figura 8.5a tem seção trans- 
versal retangular. Determine o estado de tensão que a carga 
produz no ponto €. 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. As reações dos apoios sobre o elemen- 
to foram determinadas e são mostradas na Figura 8.5b, Se 
considerarmos o segmento AC da esquerda do elemento 
(Figura 8.5c), as cargas internas resultantes na seção consis- 
tem em uma força normal, uma força de cisalhamento e um 
momento fletor. Resolvendo, 

N = 16,45 kN 


V=21,93kN M =32,89kN-m 


Componentes da tensão. 


Força normal. A distribuição uniforme da tensão normal 
que age sobre a seção transversal é produzida pela força nor- 
mal (Figura 8.5d). No ponto C, 


P 16,45 kN 
— = = 1,32 MPa 
A (0,050m)0,250m) 


Oc = 


Força de cisalhamento. Aqui, a área 4' = 0, visto que 


o ponto C está localizado na parte superior do e 
Assim, Q = Y'A' = Q e, para C (Figura 8.5e), à tensão e 
cisalhamento vale 

T.=0 


c 


' Momento fletor. O ponto C está localizado a y = € Ê 


125 mm do eixo neutro, portanto, a tensão normal SM - 
(Figura 8.5f) é 


CARGAS COMBINADAS 307 


50 kN/m 


| 4m 


16,45 kN pia O 


21,93 kN 


cc = 1,32MPa 


Força de cisalhamento 


(e) 


Força normal 


(d) 


Mc (32,89kN-m)(0,125m) 


oc= "=D" = 63,16 MPa 
[55 (0,050 m) (0,250)] 


Superposição. A tensão de cisalhamento é nula. A soma 


| das tensões normais determinadas acima dá uma tensão de 


compressão em C com valor de 


9, = 1,32 MPa + 63,16 MPa = 645 MPa Resposta 


“Este resultado, agindo sobre um elemento em C, é mostrado 
Na Figura 8.5. 


ie = 


E EXEMPLO 8.5 


À haste maciça mostrada na Figura 8.6a tem raio de 
0,75 cm. Se estiver sujeita à carga mostrada, determine o 
estado: de tensão no ponto A. 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. A haste é secionada no ponto 4. Pelo 
diagrama de corpo livre do segmento AB (Figura 8.6b), as 
Srgas internas resultantes podem ser determinadas pelas 


Momento fletor 


(f) 


Figura 8.5 


seis equações de equilíbrio. Verifique esses resultados. A for- 
ça normal (500 N) e a força de cisalhamento (800 N) devem 
agir no centroide da seção transversal, e as componentes do 
momento fletor (8.000 N - cm e 7.000 N - cm) são aplicadas 
em torno dos eixos do centroide (principais). Para “visuali- 
zar” melhor as distribuições da tensão devidas a cada uma 
dessas cargas, consideraremos as resultantes iguais, mas opos- 
tas que agem em AC (Figura 8.6c). 


Componentes da tensão. 


Força normal. A distribuição da tensão normal é mostra- 
da na Figura 8.6d. Para o ponto 4, temos 


2 P.  500N 


A + = 283 N/cm? = 2,83 MPa 
A (0,5 cm”) 


Força de cisalhamento. A distribuição da tensão de ci- 
salhamento é mostrada na Figura 8.6e. Para o ponto 4, O é 
determinada pela área semicircular sombreada. Pela tabela 
apresentada no final deste livro, temos 


Q=7A'= 


M075 em 1 45,35 em?) | = 0,2831 cm? 
37 2; 
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Força normal Força de cisalhamento Momento fletor 


(800 N) (14 cm) = 11.200N-cm g90N 


Momento fletor Momento de torção 


Carga combinada (500 N) (8.000 N-cm) (7.000 N-cm) (11.200 N:cm) 
(800N) 
(e) (d) () (g) (h) 
(e) 
Figura 8.6 
de modo que = Te 11.200 N - cm(0,75 cm) | 
a: [É 7(0,715 cm)*] 
800 N(0,2813 cm? 
ppa On O O 16,901 N/cm? = 169,01 MPa 
ft [470,75 cmf]-(0,75 em) 
Superposição. Quando os resultados acima são superpos- 


604 N/cm? = 6,04 MPa 


Momentos fletores. Para a componente de 8000 N - cm, 
o ponto 4 encontra-se no eixo neutro (Figura 8.6f), portanto, 
a tensão normal é 


Para o momento de 7.000 N-cm, c = 0,75 cm, portanto, a 
tensão normal no ponto A (Figura 8.6g) é 


7.000 N - em(0,75 cm) 
[É 7(0,75 em)*) 


0, = fi 


Mc 
Z 
21.126 N/cm? = 211,26 MPa 


Momento de torção. No ponto 4, p, = c = 0,75 cm (Fi- 
gura 8.6h). Assim, a tensão de cisalhamento é 


tos, vemos que um elemento de material em A está sujeito 
às componentes da tensão normal, bem como da tensão dé 
cisalhamento (Figura 8.61). 


6,04 MPa + 169,01 MPa 


2,83 MPa + 211,26 MPa 


4 175,05 MPa 
É 214,09 MPa 
(1) 
Figura 8.6 (cont.) 


ou 


rosie mriro 


EXEMPLO 8.6 | EXEMPLO 8.6 


O bloco retangular de peso desprezível mostrado na Fr 
gura 8.7a está sujeito a uma força vertical de 40 kN aplicada 
em seu canto. Determine a distribuição da tensão normê 
que age sobre uma seção que passa por ABCD. 


sy 
16 kN-m sq 


(b) 


Figura 8.7 
SOLUÇÃO 


Cargas internas. Se considerarmos o equilíbrio do seg- 
mento na parte inferior do bloco (Figura 8.7b), vemos que a 
Torça de 40 kN deve agir passando pelo centroide da seção 
transversal, e duas componentes do momento fletor também 
devem agir em torno dos eixos do centroide ou principais de 
inércia para a seção. Verifique esses resultados. 


Componentes da tensão. 


Força normal. A distribuição uniforme da tensão normal 
é mostrada na Figura 8.7c. Temos 
P 40 kN 


o = E 


A (08m)(04m) 


= 125kPa 


Momentos fletores. A distribuição da tensão normal 
para o momento de 8 kN:m é mostrada na Figura 8.7d. A 
tensão máxima é 


Mycy 8kN-m(0.2m) 
Tso = E 
ME Te [E(08m)(0,4m)'] 


= 375 kPa 
12 


Da mesma forma, para o momento de 16 kN-m, Figura 
8.7e, a tensão normal máxima é 


Msce 16kN:-m(0,4m) doados 
o .— = ms a 
o [L(04m)(08m) 

12 


Superposição. A tensão normal em cada ponto do canto 
* pode ser determinada por adição algébrica. Considerando 
que a tensão de tração é positiva, temos 


375 kPa 


Forçanormal Momento fletor 


(40 kN) (8 kNm) 
(c) (d) 
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ca = —125kPa + 375kPa + 375kPa = 625kPa 

op = —125kPa — 375kPa + 375kPa = —125kPa 
oc = —125 kPa — 375 kPa — 375kPa = —875 kPa 
op = —125 kPa + 375 kPa — 375kPa = —125 kPa 


II 


Visto que as distribuições da tensão devidas ao momento 
fletor são lineares, a distribuição da tensão resultante tam- 
bém é linear e, portanto, é semelhante à mostrada na Figura 
8.7£. A linha de tensão nula pode ser localizada ao longo de 
cada lado por triângulos proporcionais. Pela figura, exige-se 


(0,4 m — e) e (0,8 m — h) h 
625kPa — 125kPa -  625kPa — 125kPa 
e = 0,0667 m h = 0,133m 


EXEMPLO 8.7 


Um bloco retangular tem peso desprezível e está sujeito 
a umaforça vertical P (Figura 88a). (a) Determine a faixa de 
valores para a excentricidade e, da carga ao longo do eixo y, 
de modo a não provocar nenhuma tensão de tração no bloco. 
(b) Especifique a região na seção transversal onde P pode 
ser aplicada sem causar uma tensão de tração no bloco. 


SOLUÇÃO 

Parte (a). Quando P se desloca para o centroide da seção 
transversal (Figura 8.8b), é necessário adicionar um conjugado 
M, = Pe, para manter uma carga estaticamente equivalente. 
A tensãonormal combinada em qualquer lugar da coordena- 
da y na seção transversal provocada por essas duas cargas é 


Pp (Pey P RED 
I, 


A e dna LUA 
Nesta expressão, o sinal negativo indica tensão de compres- 
são. Para e, positiva (Figura 8.84), a menor tensão de com- 
pressão ocorrerá ao longo da borda AB, onde y = —h/2 
(Figura 8.8b). (Por inspeção, P provoca compressão naquele 
lugar, mas M, causa tração.) Por consequência, 


Carga combinada 


Momento fletor 
(16kN-m) 


(e) (8) 


Figura 8.7 (cont.) 
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(b) 


(d) 


Figura 8.8 


Essa tensão permanecerá negativa, isto é, de compressão, 
contanto que o termo entre parênteses seja positivo, isto é, 


Aeyh 
A 


Visto que 4 = bheT, = 1/12 bh?, então 


6e, 
fis = 
h 
ou 
e,<=h 
a é Resposta 


Em outras palavras, se —1/6h < e,< 1/6 h, a tensão no blo- 
co ao longo da borda AB ou CD será nula ou permanecerá 
como tensão de compressão. 


OBSERVAÇÃO: Às vezes, isso é denominado “regra do ter- 
ço médio”. É muito importante ter sempre essa regra em 
mente ao se carregarem colunas ou arcos que têm seção 
transversal retangular e são feitos de materiais como pedra 
ou concreto, que só podem suportar pouca ou nenhuma ten- 
são de tração. 


Parte (b). Podemos estender a análise que fizemos na parte 
(a) em duas direções, considerando que P age no quadrante 
positivo do plano x—y (Figura 8.8c). A carga estática equiva- 
lente quando P age no centroide é mostrada na Figura 8.8d. 


Em qualquer coordenada x, y na seção transversal, a tensão 
normal combinada devida às cargas normal e de flexão é 


P Pesyy Pex P Ae,y Ae 
Cos 1 + 
A FA I, 


Por inspeção (Figura 8.8d), os momentos criam tensão de 
tração no ponto 4, e a força normal cria uma tensão 
de compressão nesse mesmo lugar. Por consequência, a me: 
nor tensão de compressão ocorrerá no ponto A, para o-qua! 
x=-—b/l2ey = —h/2. Assim, 


P i Aeyh * Aeb 


FA ds UU 


Como antes, a tensão normal continua negativa ou de com: 
pressão no ponto 4, contanto que os termos entre parênte- 
ses permaneçam positivos, isto é, 


Aeyh Ae,;b 


< si AR. 
PEN a 


Substituindo A = bh, 1, = 1/12 bkê, 1, = 1/12 hbº,obtemes 


abadia. 


Figura 8.8 (cont.) 


Por consequência, independentemente do valor de P, se ela 
for aplicada em qualquer ponto dentro dos limites da reta 
GH mostrada na Figura 8.8e, a tensão normal no ponto A 
permanecerá de compressão. De maneira semelhante, a ten- 
são normal nos outros cantos da seção transversal será de 
compressão se P estiver confinada aos limites das retas EG, 


 FEeHE 


OBSERVAÇÃO: O paralelogramo sombreado definido des- 
sa maneira é denominado núcleo (ou kern) da seção. Pela 
“regra do terço médio” da parte (a), as diagonais do parale- 
“* logramo terão comprimentos b/3 e h/3. 


PROBLEMAS 


815. Osuporte de aço é usado para ligar as extremidades 
de dois cabos. Se a tensão normal admissível para o aço for 
E qn — 120kKN, determine a maior força de tração P que pode 
ser aplicada aos cabos. O suporte tem espessura de 12 mm e 
“largura de 18 mm. 


816. O suporte de aço é usado para ligar as extremidades 
de dois cabos. Se a força P = 2,5 kN for aplicada, determine a 
tensão normal máxima no suporte. O suporte tem espessura 
de 12 mm e largura de 18 mm. 


18mm 


50 mm 


Problemas 8.15/16 


817. Ajunta está sujeita a uma força de 1,25 kN, como mos- 
traa figura. Faça um rascunho da distribuição da tensão nor- 
mal que age na seção a-a se a seção transversal retangular do 
elemento tiver largura de 12 mm e espessura de 18 mm. 


818 A junta está sujeita a uma força de 1,25 kN, como mos- 
fra a figura, Determine o estado de tensão nos pontos 4 e B 
& faça um rascunho dos resultados em elementos diferenciais 
localizados nesses pontos. O dispositivo tem área de seção 
transversal retangular de largura 12 mm e espessura 18 mm. 
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Problemas 8.17/18 


819. A serra tem uma lâmina ajustável que está apertada 
com uma tensão de 40 N. Determine o estado de tensão nos 
pontos 4 e B da estrutura. 


Problema 8.19 


“8.20. Determine as tensões normais mínima e máxima na 
seção a do suporte quando a carga é aplicada em x = 0. 


8.21. Determine as tensões normais mínima e máxima na 
seção a do suporte quando a carga é aplicada em x = 50 mm. 


Problemas 8.20/21 


8.22. A força vertical P age na parte inferior da chapa cujo 
peso é desprezível. Determine a distância máxima d até a 
borda da chapa na qual aquela força pode ser aplicada de 
modo a não produzir nenhuma tensão de compressão na se- 
ção a-a da chapa. A chapa tem espessura de 10 mm, e P age 
ao longo da linha central dessa espessura. 
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150 mm 


Problema 8.22 


8.23. A força vertical P = 600 N age na parte inferior da 
chapa, cujo peso é desprezível. A chapa tem espessura de 10 
mm,e P age ao longo da linha central dessa espessura, de 
modo que d = 100mm. Desenhe um gráfico da distribuição 
da tensão normal que age ao longo da seção a-a. 


Problema 8.23 


“8.24. A cabine de teleférico e seus passageiros pesam 7,5 
kN, e o centro de gravidade do conjunto está em G. O braço 
de suspensão AE tem área da seção transversal quadrada de 
38 mm por 38 mm e está preso por pinos acoplados às suas 
extremidades A e E. Determine a maior tensão de tração 
desenvolvida nas regiões AB e DC do braço. 


375 mm 


Problema 8.24 


8.25. O suporte em degrau está sujeito à carga de apoio de 
50 kN. Determine as tensões de compressão máxima e míni- 
ma no material. 


50 kN 


Problema 8.25 


8.26. A barra tem diâmetro de 40 mm. Se for submetida a 
uma força de 800 N, como mostra a figura, determine as com- 
ponentes da tensão que agem no ponto 4 e mostre os resul- 
tados em um elemento de volume localizado nesse ponto. 


8.27. Resolva o Problema 8.26 para o ponto B. 


Problemas 8.26/27 


8.28. Visto que o concreto só pode suportar pouca ou ne- 
nhuma tração, esse problema pode ser evitado se o concreto 
for protendido com cabos ou hastes. Considere a viga simples- 
mente apoiada mostrada na figura, que tem seção transversal 
retangular de 450 mm por 300 mm. Se o peso específico do 
concreto for 24 kN/mº, determine a tração exigida na haste AB, 
que se estende por toda a viga, de modo que nenhuma tensão 
de tração seja desenvolvida na seção central a-a da viga. Des 
preze o tamanho da haste e qualquer deflexão da viga. 


8.29. Resolva o Problema 828 se o diâmetro da haste for 
12 mm. Use o método da área transformada discutido na 
Seção 6.6. Eso = 200 GPa, E, = 25 GPa. 


1. 


150 mm 150 mm 


Problemas 8.28/29 


» O bloco está sujeito às duas cargas axiais mostradas 
a figura. Determine a tensão normal desenvolvida nos pon- 
À e B. Despreze o peso do bloco. 


31. O bloco está sujeito às duas cargas axiais mostradas na 
figura. Faça um rascunho da distribuição da tensão normal que 
age na seção transversal no corte a-a. Despreze o peso do bloco. 


Problemas 8.30/31 


“8.32. Uma barra de seção transversal quadrada de 30 mm 
por30 mm tem 2 m de comprimento e é segura pela mão por 
uma das extremidades, com a outra voltada para cima. Se 
“tiver massa de 5 kg/m, determine o maior ângulo 6 medido 
em relação à vertical no qual ela pode ser segura sem sofrer 
tensão de tração perto da mão. 


833. Resolva o Problema 8.32 se a barra tiver seção trans- 
versal circular de 30 mm de diâmetro. 


Problemas 8.32/33 


8.34. A viga de abas largas está sujeita à carga mostrada na 
figura. Determine as componentes da tensão nos pontos 4 
e Be mostre os resultados em um elemento de volume em 
cada um desses pontos. Use a fórmula do cisalhamento para 
calcular a tensão de cisalhamento. 
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a Ea mi RE di e | E boa 
12 mm 
A 
12 mm f 
100 mm 
B 50 mm 
Ee 
100mm 12mm 
Problema 8.34 


8.35. A viga em balanço é usada para suportar a carga de 8 
kN. Determine o estado de tensão nos pontos 4 e B e trace 
um rascunho dos resultados sobre os elementos diferenciais 
localizados em cada um desses pontos. 


Problema 8.35 


“8.36. O cilindro de peso desprezível repousa sobre um 
piso liso. Determine a distância excêntrica e, na qual a carga 
pode ser posicionada de modo que a tensão normal no pon- 
to 4 seja nula, 


Problema 8.36 
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8.37. A viga suporta a carga mostrada na figura. Determine 
o estado de tensão nos pontos E e F na seção a-a e repre- 
sente os resultados em um elemento de volume diferencial 
localizado em cada um desses pontos. 


Problema 8.37 


8.38. O elo de metal está sujeito à força axial P = 7 kN, 
Sua seção transversal original deve ser alterada pelo corte 
deumaranhura circular em um lado. Determine a distância 
a até onde a ranhura pode penetrar na seção transversal de 
modo que atensãodetraçãonãoultrapasseo,, = 175 MPa. 
Indique um modo melhor de remover o material até essa 
profundidade da seção transversal e calcule a tensão de 
tração para esse caso. Despreze os efeitos da concentração 
de tensão. 


Problema 8.38 


8.39. Determine o estado de tensão no ponto 4 quando a 
viga está sujeita à força de 4 kN no cabo. Indique o resultado 
como um elemento de volume diferencial. 


“8.40. Determine o estado de tensão no ponto B quando a 
viga é submetida à força de 4 kN no cabo. Indique o resulta- 
do como um elemento de volume diferencial. 


4kN 


100 mm A 
Sd 200 mm 
RE 
BET 


Problemas 8.39/40 


8.41. O pino de suporte sustenta a carga de 3,5 kN. De- 
termine as componentes da tensão no elemento estru- 
tural do suporte no ponto 4. O suporte tem 12 mm de 
espessura. 


8.42. O pino de suporte sustenta a carga de 3,5 kN. Deter- 
mine as componentes da tensão no elemento estrutural do 
suporte no ponto B. O suporte tem 12 mm de espessura. 


Problemas 8.41/42 


8.43. O painel de sinalização uniforme pesa 7,5 kN e é 
suportado pelo tubo AB que tem raio interno de 68 mm é 
raio externo de 75 mm. Se a parte frontal do painel estiver 
sujeita a uma pressão uniforme do vento p = 8 kN/m?, de- 
termine o estado de tensão nos pontos Ce D. Mostre os re: 
sultados em um elemento de volume diferencial localizado 
em cada um desses pontos. Despreze a espessura do painel 
de sinalização e considere que ele está apoiado ao longo da 
borda do tubo. 


“8.44. Resolva o Problema 8.43 para os pontos E e E 


Problemas 8.43/44 


8.45. A barra tem diâmetro de 40 mm. Se sua extremidade 

“for submetida às duas componentes de força mostradas na 

figura, determine o estado de tensão no ponto 4 e mostre os 

resultados em um elemento de volume diferencial localizado 
nesse ponto. 


8.46. Resolva o Problema 845 para o ponto B. 


Problemas 8.45/46 


— 847. O guindaste AB consiste em um tubo que é usado 

“ para levantar o feixe de hastes que tem massa total de 3 Mg 
e centro de massa em G. Se o tubo tiver diâmetro externo de 
70 mm e 10 mm de espessura de parede, determine o estado 
de tensão que age no ponto €. Mostre os resultados em um 
elemento de volume diferencial localizado nesse ponto. Des- 
preze o peso do tubo. 


“8.48. O guindaste AB consiste em um tubo que é usado 
“Para levantar o feixe de hastes que tem massa total de 3 Mg 
é centro de massa em G. Se o tubo tiver diâmetro externo de 
70 mm e 10 mm de espessura da parede, determine o estado 
de tensão que age no ponto D. Mostre os resultados em um 
elemento de volume diferencial localizado nesse ponto. Des- 
 Preze o peso do tubo. 
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| 15m— + 1,5m | 


Problemas 8.47/48 


8.49. O painel de sinalização está sujeito à carga uniforme 
do vento. Determine as componentes da tensão nos pontos 
A e B no poste de sustentação de 100 mm de diâmetro. Mos- 
tre os resultados em um elemento de volume localizado em 
cada um desses pontos. 


8.50. O painel de sinalização está sujeito a carga uniforme 
do vento. Determine as componentes da tensão nos pontos C 
e D no poste de sustentação de 100 mm de diâmetro. Mostre 
os resultados em um elemento de volume localizado em cada 
um desses pontos. 


Problemas 8.49/50 


8.51. O eixo de 18 mm de diâmetro é submetido à carga 
mostrada na figura. Determine as componentes da tensão no 
ponto A. Trace um rascunho dos resultados em um elemento 
de volume localizado nesse ponto. O mancal em C só pode 
exercer as componentes de força C, ec, sobre o eixo, e o 
mancal de encosto em D só pode exercer as componentes de 
força D, D, e D, sobre o eixo. 


“8.52. Resolva o Problema 8.51 para as componentes da ten- 
são no ponto B. 
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50 mm 500 mm 


Problemas 8.51/52 


8.53. A haste maciça está sujeita à carga mostrada na figu- 
tra. Determine o estado de tensão desenvolvido no material 
no ponto 4 e mostre os resultados em um elemento de volu- 
me diferencial nesse ponto. 


8.54. A haste maciça está sujeita à carga mostrada na figu- 
ra. Determine o estado de tensão desenvolvido no material 
no ponto B e mostre os resultados em um elemento de volu- 
me diferencial nesse ponto. 


8.55. A haste maciça está sujeita à carga mostrada na figu- 
ra. Determine o estado de tensão desenvolvido no material 
no ponto Ce mostre os resultados em um elemento de volu- 
me diferencial nesse ponto. 


150 mm 


150 mm 
Z 


Problemas 8.53/54/55 


'8.56. A haste maciça de 25 mm de diâmetro está sujeita às 
cargas mostradas na figura. Determine o estado de tensão no 
ponto À e mostre os resultados em um elemento diferencial 
localizado nesse ponto. 


8.57. A haste maciça de 25 mm de diâmetro está sujeita às 
cargas mostradas na figura. Determine o estado de tensão no 
ponto B e mostre os resultados em um elemento diferencial 
localizado nesse ponto. 


400 N 
Problemas 8.56/57 


8.58. A lança de guindaste é submetida a uma carga de 
2,5 kN. Determine o estado de tensão nos pontos A e B. Mos- 
tre os resultados em um elemento de volume diferencial lo- 
calizado em cada um desses pontos. 


24m 


TER 


Problema 8.58 


8.59. A pilastra de alvenaria está sujeita à carga de 800 kN. 
Determine a equação da reta y = f(x) ao longo da qual a 
carga pode ser posicionada sem provocar tensão de tração 
na pilastra. Despreze o peso da pilastra. 


800 kN 


Problemas 8.59 


“8.60. A pilastra de alvenaria está sujeita à carga de 800 kN. 
Sex =0,25mey = 0,5 m, determine a tensão normal em cada 
canto 4, B, C,D (não mostrado na figura) e trace a distribuição 
da tensão na seção transversal. Despreze o peso da pilastra. 


800 kN 


Problema 8.60 
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86. A barra de distribuição de peso carregada sime- x 
tricamente é usada para levantar o tanque de 10 kN (= 1 
tonelada). Determine o estado de tensão nos pontos A 
e B e indique os resultados em elementos de volumes 


diferenciais. 


Problema 8.62 


8.63. O homem tem massa de 100 kg e centro de massa 
em G. Se ele se mantiver na posição mostrada na figura, 
determine a tensão de tração máxima e a tensão de com- 
pressão máxima desenvolvidas na seção a-a da barra cur- 
va. Ele é suportado uniformemente pelas duas barras, e 
cada uma delas tem diâmetro de 25 mm. Considere que o 
piso é liso. 


Problema 8.61 


862. Um poste com as dimensões mostradas na figura está 
sujeito à carga de apoio P. Especifique a região na qual essa 
carga pode ser aplicada sem provocar o desenvolvimento de 
tensão de tração nos pontos 4,B, Ce D. 


Problema 8.63 


Considera-se que um vaso de pressão 

tem paredes finas desde que r/t = 10. 
| Para um vaso cilíndrico de parede fina, 
' atensão circunferencial ou de aro é 


Essa tensão é duas vezes maior que a 
tensão longitudinal, 


=P 


oo 


À tensão no interior das paredes de va- 
Sos esféricos de parede fina é a mesma | 
em todas as direções, de modo que . 


= Bl 


O =03 > 
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A superposição das .componentes da 
tensão pode ser usada para se determi- 
narem a tensão normal e a tensão dé 
cisalhamento em um ponto localizado 
em um elemento submetido a uma car- 
ga combinada. Para resolver, em pri- 
meiro lugar, é necessário determinar 
“a força axial e a força de cisalhamento | 
resultantes e o momento fletor e de tor- 
ção resultantes na seção onde o ponto 
está localizado. Então, as tensões nor- 
mal é de cisalhamento resultantes são 
determinadas pela soma algébrica das 
componentes da tensão normal e da 
tensão de cisalhamento no ponto. 


q 
H 
ey 
q 
Il 


“8.64. O bloco está sujeito às três cargas axiais mostradas 
na figura. Determine a tensão normal desenvolvida nos pon- P 
tos 4 e B. Despreze o peso do bloco. 


Problemas 8.65/66 


8.67. A pressão do ar no cilindro será aumentada se foreih 
exercidas as forças P = 2 KN nos dois pistões, cada qual com 
raio de 45 mm. Se a espessura da parede do cilindro for 2 mi 
Problema 8.64 determine o estado de tensão na parede do cilindro. 


'8.68. Determine a força máxima P que pode ser exercida 


em cada um dos dois pistões de modo que a componente 
da tensão circunferencial no cilindro não ultrapasse 3 ME . 
8.66. Determine o valor da carga P que provocará a tensão Cada pistão tem raio de 45 mm e a espessura da parede e 
normal máxima o, = 200 MPa na seção a-a do elo. cilindro é 2 mm. 


8.65. Se P= 15 kN,desenhe o gráfico da distribuição de ten- 
são que age na seção transversal a-a do elo fora de centro. 


e 


P 


Problemas 8.67/68 


“8.69. O parafuso da prensa exerce uma força de compres- 
são de 2,5 kN nos blocos de madeira. Determine a tensão 
normal máxima desenvolvida ao longo da seção a-a. Nesse 
lugar, aseção transversal é retangular com dimensões 18 mm 


por 12 mm. 


18 mm 
a 


Problema 8.69 


8.70. Osuporte de parede tem espessura de 6 mm e é usado 
para suportar as reações verticais da viga carregada, como 
mostra a figura. Se a carga for transferida uniformemente 
para cada alça do suporte, determine o estado de tensão 
nos pontos C e D da alça B. Considere que a reação vertical 
F nessa extremidade age no centro e na borda do suporte, 
comomostra a figura. 


50 kN 


25 mm 


Problema 8.70 
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8.71. O apoio está sujeito à carga de compressão P. Deter- 
mine as tensões normais absolutas máxima e mínima que 
agem no material. 


P 


DO Ia 


q 
2 


Problema 8.71 


*8.72. O apoio tem seção transversal circular, cujo raio au- 
menta linearmente com a profundidade. Se for submetido à 
carga de compressão P, determine as tensões normais máxi- 
ma e mínima que agem no material. 


P 


Problema 8.72 


8.73. A tampa do tanque cilíndrico é parafusada ao tanque 
ao longo das abas. O tanque tem diâmetro interno de 1,5 m 
e espessura da parede de 18 mm. Considerando que a maior 
tensão normal não deve ultrapassar 150 MPa, determine a 
pressão máxima que o tanque pode sustentar. Calcule tam- 
bém o número de parafusos necessários para prender a tampa 
ao tanque se cada um deles tiver diâmetro de 20 mm. A ten- 


são admissível para os parafusos é (o), = 180 MPa. 


8.74. A tampa do tanque cilíndrico é parafusada ao tanque 
ao longo das abas. O tanque tem diâmetro interno de 1,5 m, 
e a espessura da parede é 18 mm. Se a pressão no interior do 
tanque for p = 1,20 MPa, determine a força nos 16 parafusos 
utilizados para prender a tampa ao tanque. Além disso, espe- 
cifique o estado de tensão na parede do tanque. 


Problemas 8.73/74 


8.75. Um pé-de-cabra é usado para retirar o prego em 4. Se 
for necessária uma força de 40 N, determine as componentes 
da tensão na barra nos pontos D e E. Mostre os resultados 
em um elemento de volume diferencial localizado em cada 
um desses pontos. A barra tem seção transversal circular com 
diâmetro de 12 mm. Não ocorre deslizamento em B. 
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Problema 8.75 


8.76. O parafuso da prensa exerce uma força de compres- 
são de 2,5 kN nos blocos de madeira. Faça um rascunho da 
distribuição de tensão ao longo da seção a-a da prensa. Nes- 
se lugar, a seção transversal é retangular com dimensões 18 
mm por 12 mm. 


18 mm 
a 


Problema 8.76 


8.77. O parafuso da prensa é composto pelos elementos es- 
truturais AB e AC conectados por um pino em A. Se a força 
de compressão em C e B for 180 N, determine o estado de 
tensão no ponto Fe indique os resultados em um elemento 
de volume diferencial. O parafuso DE está sujeito somente a 
uma força de tração ao longo de seu eixo. 


Problema 8.77 


8.78. O olhal está sujeito à força de 250 N. Determine as 
tensões de tração e compressão máximas na seção a-a. A 
seção transversal é circular e tem 6 mm de diâmetro. Use a 
fórmula da viga curva para calcular a tensão de flexão. 


8.79. Resolva o Problema 8.78 se a seção transversal for 
quadrada, de dimensões 6 mm por 6 mm. 


250 N 


Er 
3 


Problemas 8.78/79 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


a estados plano e tridimensional de tensão. 


9.1 Transformação de tensão 


no plano 


Na Seção 1.3 mostramos que o estado geral de ten- 
são em um ponto é caracterizado por seis componentes 
independentes da tensão normale de cisalhamento que 
agem nas faces de um elemento de material localizado 
no ponto (Figura 9.1a). Todavia, esse estado de tensão 
não é comum na prática da engenharia. Ao contrário, 
Os engenheiros frequentemente fazem aproximações 
ou simplificações das cargas sobre um corpo de modo 
que a tensão produzida em um elemento estrutural 
ou mecânico possa ser analisada em um único plano. 
Quando isso ocorre, diz-se que o material está sujeito 
a tensões no plano (Figura 9.1b). Por exemplo, se não 
houver nenhuma carga na superfície de um corpo, as 
componentes de tensão normal e de cisalhamento se- 


Ty 


| 


Estado geral de tensão 


(a) 


Estado plano de tensão 
(b) (c) 
Figura 9.1 


Transformação de tensão 


Neste capítulo, mostraremos como transformar as componentes de tensão associadas a um determinado 
sistema de coordenadas em componentes associadas a um sistema de coordenadas com uma orientação 
diferente. Uma vez definidas as equações de transformação necessárias, poderemos obter a tensão normal 
máxima e a tensão de cisalhamento máxima em um ponto e determinar a orientação dos elementos sobre 
os quais elas agem. A transformação de tensão no plano será discutida na primeira parte deste capítulo, 
uma vez que essa condição é muito comum na prática da engenharia. No final do capítulo, discutiremos um 
método para determinar a tensão de cisalhamento absoluta máxima no ponto em que o material está sujeito 


rão iguais a zero na face de um elemento que estiver 
na superfície. Por consequência, as componentes de 
tensão correspondentes na face oposta também serão 
nulas e, portanto, o material no ponto estará sujeito a 
tensão no plano. 

O estado geral de tensão no plano em um ponto é, 
portanto, representado por uma combinação de duas 
componentes de tensão normal, o, e o,, e uma com- 
ponente de tensão de cisalhamento, Sp que agem nas 
quatro faces do elemento. Por conveniência, neste li- 
vro estudaremos esse estado de tensão no plano x-y, 
(Figura 9.1c). Entenda que, se o estado de tensão em 
um ponto for definido pelas três componentes de ten- 
são mostradas no elemento na Figura 9.2a, então, um 
elemento que tenha uma orientação diferente, como 
na Figura 9.2b, estará sujeito a três componentes dife- 
rentes de tensão. Em outras palavras, o estado plano 
de tensão em um ponto é representado exclusivamen- 


Oy 


4 Ox 


Estado plano de tensão 
(visão bidimensional) 
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(b) 


Figura 9.2 


te por três componentes que agem sobre um elemento 
que tenha uma orientação específica neste ponto. 
Nesta seção, mostraremos por meio de exemplos 
numéricos como trans formar as componentes de tensão 
que tenham um elemento com determinada orientação 
em um elemento que tenha uma orientação diferente. 
Isto é, se o estado de tensão for definido pelas compo- 
MeniêS 0,0, , orientadas ao longo dos eixos x, y, 
(Figura 9. 2a), mostraremos como obter as Componentes 
Ts Ty EO ay orientadas ao longo dos eixos, x", y' (Fi- 
gura õ, 2b), de modo que representem o mesmo estado 
de tensão no ponto. Isso equivale a conhecer duas com- 


ponentes de força, digamos, Fe F,, dirigidas ao longo 
dos eixos x, y, que produzem uma força resultante F,, e 
então tentar determinar as componentes de força F, e 
F, dirigidas ao longo dos eixos x' e y”, de modo que pro- 
duzam a mesma resultante. A transformação de compo- 
nentes de tensão, entretanto, é mais difícil do que a de 
componentes de força, visto que, no caso da tensão, a 
transformação deve levar em conta o valor e a direção 
de cada componente da tensão e a orientação da área 
sobre a qual cada componente age. No caso da força, a 
transformação deve levar em conta somente o valor ea 
direção da componente de força. 


Se o estado de tensão em um ponto for conhecido para uma determinada orientação de um elemento de material 
(Figura 9.3a), então o estado de tensão para alguma outra orientação (Figura 9.3b) pode ser determinado pelo proce- 


dimento descrito a seguir. 


e Para determinar as componentes de tensão normal e de cisalhamento o, o ,, que agem na face x' do elemento (Ri 
gura 9, 3b), secione o elemento na Figura 9.3a como mostra a Figura 9. 3. Se considerarmos que a área secionada é é 
AA, as áreas adjacentes do segmento serão AA sen 6 e AA cos 6. 

e Faça 0 diagrama de corpo livre do segmento, o que requer mostrar as forças que agem no elemento. Para tal, multi- 
plique as componentes de tensão em cada face pela área sobre a qual elas agem. 

* Aplique as equações de equilíbrio de força nas direções x'e y para obter as duas componentes de tensão desconhe- 


cidas Ce Ty 


o Se tivermos de determinar o, que age na face +y* do elemento na Figura 9,3b, será necessário considerar um segmento 


do elemento como. mostrado na Figura 9.3d e seguir o mesmo procedimento que acabamos de descrever. Entretanto, o 
aqui, a tensão de cisalhamento Tuylão terá de ser determinada, se tiver sido calculada anteriormente, uma vez que ela 
é np isto é, tem a mesma amplitude em cada uma das quatro faces do elemento (Figura 9.3b). 


Tx 


x' face AM y face AA 


Ty 


BA Ty 


(c) (d) 


Figura 9,3 


O estado plano de tensão em um ponto na superfície da 
selagem do avião é representado no elemento orientado 
omo mostra a Figura 9.4a. Represente o estado de tensão 
o ponto em um elemento orientado a 30º no sentido horá- 
io em relação à posição mostrada. 


elemento é secionado pela reta a-a na Figura 9.4a, o seg- 
nto inferior removido e, considerando que o plano secio- 
nado (inclinado) tem área AA, os planos horizontal e vertical 


1 


y 
25 AA sen 30º 


80 AA sen 30º 
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têm as áreas mostradas na Figura 9.4b. O diagrama de corpo 
livre do segmento é mostrado na Figura 9.4c. Aplicando as 
equações de equilíbrio de força nas direções x' e y' para evi- 
tar uma solução simultânea para as duas incógnitas o ,e 7 
temos 


E 


+73F =0, cy AA — (50 AA cos 30º) cos 30º 
+ (25 AA cos 30º) sen 30º + (80 AA sen 30º) sen 30º 


+ (25 AA sen 30º) cos 30º = € 


cv = —4,15 MPa 


Resposta 


x 415 MPa 
12.68,8 MPa 


25 cos 30º 
AA o 25,8 MPa 
é 30º 
AA cos 30º 50 AA cos 30º b 
(b) (c) (d) 
50 AA sen 30º 
y 
25 AA sen 30º / 

25 AA cos 30º 
AA sen 30º 30º /D 

80 AA cos 30º oy AA 


Figura 9,4 
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+NEF,=0; try AA — (50 AA cos 30º) sen 30º 


— (25 AA cos 30º) cos 30º — (80 AA sen 309 cos 30º 
+ (25 AA sen 309 sen 30º = O 


Tg = Bo Ma Resposta 


Como o, é negativa, ela age na direção oposta à mostrada 
na Figura 9.4c. Os resultados são mostrados na parte superior 
do elemento na Figura 9.4d, uma vez que essa superfície é a 
considerada na Figura 9.4c. 


Agora, temos de repetir o procedimento para obter a 
tensão no plano perpendicular b-b. O corte do elemento na 
Figura 9.4a ao longo de b-b resulta em um segmento cujos 
lados têm as áreas mostradas na Figura 9.4. Se orientarmos 
o eixo +x” para fora, perpendicularmente à face secionada, o 
diagrama de corpo livre associado será o mostrado na Figura 
9.4f. Assim, 


ANSF4 =0, cy AA — (25 AA cos 30º) sen 30º 


+ (80 AA cos 30º) cos 30º — (25 AA sen 309 cos 30º 
— (50 AA sen 309 sen 30º = O 


= —25,8 MP 
na Resposta 


+72F, =0, —Tyy dA + (25 AA cos 30º) cos 30º 


+ (80 AA cos 30º) sen 30º — (25 A A sen 309 sen 30º 
+ (50 AA sen 309 cos 30º = 0 


“y = 688 MP 
fis á Resposta 


Como o, é uma quantidade negativa, ela age no sentido opos- 
to à direção mostrada na Figura 9.4f. A Figura 9.4d mostra as 
componentes de tensão agindo no lado direito do elemento. 


Portanto, por essa análise podemos concluir que o estado 
de tensão no ponto pode ser representado escolhendo um 
elemento orientado como mostra a Figura 9.4a ou escolhen- 
do um elemento orientado como mostra a Figura 9.4d. Em 
outras palavras, os estados de tensão são equivalentes. 


9.2 Equações gerais de 
transformação de tensão 
no plano 


O método para transformar as componentes de 
tensão normal e de cisalhamento dos eixos coordena- 
dos x, y para os eixos coordenados x”, y', como discuti- 


mos na seção anterior, agora será desenvolvido de um 
modo geral e expresso como um conjunto de equações 
de transformação de tensão. 


Convenção de sinal. Antes de deduzir as equa. 
ções de transformação, devemos definir uma conven. 
ção de sinal para as componentes de tensão. A qui, 
adotaremos a mesma usada na Seção 1.3. Em resumo, 
uma vez definidos os eixos x, y ou x”, y', uma compo- 
nente de tensão normal ou de cisalhamento é positiva 
contanto que aja na direção positiva da coordenada 
na face positiva do elemento ou na direção negativa 
da coordenada na face negativa do elemento, Figura 
9.5a. Por exemplo, o é positiva, porque age para a 
direita na face vertical direita e para a esquerda (di- 
reção —x) na face vertical esquerda. A Figura 9.5a 
mostra a tensão de cisalhamento agindo na direção 
positiva em todas as quatro faces do elemento. Na 
face direita, 7,, age para cima (direção +y); na face 
inferior, 7,, age para a esquerda (direção —x) e assim 
por diante. 

Todas as componentes de tensão mostradas na Fi- 
gura 9.5a mantêm o equilíbrio do elemento e, por isso, 
saber a direção de T,, em uma face do elemento define 
sua direção nas outras três faces. Por consequência, a 
convenção de sinal que definimos também pode ser 
lembrada por meio da simples observação de que a 
tensão normal positiva age para fora de todas as fa- 
cesea tensão de cisalhamento positiva age para cima 
na face direita do elemento. 

Dado o estado plano de tensão mostrado na Figura 
9.5a,a orientação do plano inclinado no qualas compo- 
nentes de tensão normal e de cisalhamento devem ser 
determinadas serão definidas usando o ângulo 6, Para 
mostrar esse ângulo de maneira adequada, em primei- 
ro lugar é preciso definir um eixo x' positivo dirigido 
para fora, perpendicular ou normal ao plano, e um eixo 
y' associado dirigido ao longo do plano (Figura 9.5b). 
Observe que ambos os conjuntos de eixos sem linha € 
com linha formam sistemas de coordenadas voltados 
para a direita; isto é, o eixo z (ou z') positivo é definido 
pela regra da mão direita. Curvando os dedos de 4 (ou 
x") na direção de y (ou y'), obtemos a direção para é 
eixo z (ou z”) positivo que aponta para fora. O ângulo 
9 é medido do eixo x positivo para o eixo x” positivo. 
Ele é positivo desde que siga a curvatura dos dedos 
da mão direita, isto é, no sentido anti-horário, como 
mostra a Figura 9.5b. 


Componentes de tensão normal e de cis” 
lhamento. Usando a convenção de sinal definida 
o elemento na Figura 9.6 é secionado ao longo do pla 
no inclinado e o segmento mostrado na Figura 9.6h 
isolado. Considerando que a área secionada é á 
áreas das faces horizontal e vertical do segmento: 


AA sen 8 e AA cos 6, respectivamente. 
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(a) (b) 


Convenção de sinal positivo 


Figura 9.5 


(d) 
Figura 9.6 


O diagrama de corpo livre resultante para o segmen- +75Fe =0, o AA — (74, AA send) cos 6 
to é mostrado na Figura 9.6c. Aplicando as equações 
de equilíbrio de força para determinar as componen- — (0, dA senô) sen 8 — (rx AA cos 0) sen 
tesd ã i i 
É à tensão normal e de cisalhamento desconhecidas, — (0, A4cos6)cos0 =0 

«* 7, obtemos 


Oy = O, COS20 + 0y senZo + Txy(2 send cos 6) 
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Para aplicar as equações de transformação de tensão 9.1 e 9.2, basta entrar com os valores conhecidos de 0,0, us 


e 6 de acordo com a convenção de sinal definida » Figura 9.5. Se O cáleulo deg er 


essas tensões agirão na direção positiva dos eixos x' e y'. 


»y Produzir quantidades positivas, 


Por conveniência, essas equações podem ser facilmente prúgmnadas em uma calculadora de bolso. 


+NZF, = 0; T7y AA + (7x, AA send) send 


— (o, AA senô) cos 0 — (7x, AA cos 0) cos 6 
+ (o, AA cos 6) sen6 = O 


Try = (0y — 0x) sen6 cos O + re(cos? 0 — sen?6) 

Essas duas equações podem ser simplificadas pe- 
las identidades trigonométricas sen 20 = 2sen 6 cos 0, 
sen?9 =(1-cos20)2e cos 0 =(1+cos260)/2€e, 
nesse caso, obtemos 


E Oto, Or Oy 

fo io + a 20 + Ty sen 26] (9.1) 
o 0,0, 

Try! = o 20 + Txy cos 20 (9.2) 


Se a tensão normal que age na direção y' for neces- 
sária, ela poderá ser obtida pela simples substituição 
de (9 = 6 + 90º) para 6 na Equação 9.1 (Figura 9.6d), 
o que resulta em 


Oto, 0y—Oy 
=D 201082 - 
Oy = 2 2 cos 


Txy Sen 20 (9.3) 


Se o cálculo de o,, produzir uma quantidade po- 
sitiva, isso indicará que ela age na direção y' positiva 
como mostra a Figura 9.6d. 


EXEMPLO 9.2 | 


O estado plano de tensão em um ponto é representado 
pelo elemento mostrado na Figura 9.7a. Determine o esta- 
do de tensão no ponto em outro elemento orientado a 30º 
no sentido horário em relação à posição mostrada. 


SOLUÇÃO 


Este problema foi resolvido no Exemplo 9.1 usando os prin- 
cípios básicos. Aqui, aplicaremos as equações 9.1 e 9.2. Pela 
convenção de sinal definida (Figura 9.5), vemos que 

= 50 MPa 


oc, = —80 MPa Ty —25 MPa 


Plano CD. Para obter as componentes de tensão no pla- 
no CD (Figura 9.7b), o eixo x' positivo é dirigido para fora, 
perpendicularmente a CD, e o eixo y' associado é dirigi. 
do ao longo de CD. O ângulo medido de x até o eixo x' é 


9 = —30º (em sentido horário). Aplicando as equações 9.1 e 
9.2 obtemos 
Oxtoy 0y—0y 
Oy = E) + GEE 20 + 7x Sen 29 
—80 + 50 . —80 — 50 s 
= 5 + 5 cos 2(—-30º) + (—25) sen 230") 
= —25,8 MPa Resposta 
0, —0y 
Try = — sen 20 + T+y Cos 20 
—80 — 50 
Ss Sen 2(-30º) + (—25) cos 2(-30º) 
= —68,8 MPa 


Os sinais MepaLIVOS indicam que o, e 7, y agem nas direções 
de x' e y' negativos, respectivamente. A Figura 9.7d mostra 
os resultados agindo no elemento. 


Plano BC. De modo semelhante, as componentes de ten- 
são que agem na face BC, Figura 9.7c, são obtidas usando 
9 = 60º, Aplicando as equações 9.1 e 9.2", obtemos 


—80 + 50 , —80 — 50 


ow = 5 + ã cos 2(60º) + (—25) sen 2(60º) 
= —4 15 MPa Resposta 
Te = O sen 2(60º) + (-25) cos 2(60º) 
= 68,8 MPa 


Resposta 


Aqui, 7. foi calculada duas vezes, como confirmação. O st 
nal negativo para o. indica que essa tensão age na direção 
de x' negativo (Figura 9.7c). Os resultados são mostrados Nº 
elemento na Figura 9.7d. 


* Como alternativa, poderíamos aplicar a Equação 9.3 
com 8 = —30º em vez da Equação 9.1. 


Nu 


do: 


50 MPa 


80 MPa 


25 MPa 


(a) 


3 Tensões principais e tensão de 
cisalhamento máxima no plano 


Pelas equações 9.1 e 9.2 podemos ver que o, e 7, 
dependem do ângulo de inclinação 0 dos planos nos 
quais essas tensões agem. Na prática da engenharia, 
muitas vezes é importante determinar a orientação 
dos planos que fazem com que a tensão normal seja 
máxima e mínima e a orientação dos planos que fazem 
“com que a tensão de cisalhamento seja máxima. Nesta 
“Seção, consideraremos cada um desses problemas. 


Tensões principais no plano. Para deter- 
minar a tensão normal máxima e mínima, temos que 
diferenciar a Equação 9.1 em relação a 0 e igualar o 
resultado a zero, o que dá 


doç 
do 2 


OT o 


E (2 sen 20) + 27, cos 20 = 0 


Resolvendo essa equação,obtemos a orientação = 
dos planos da tensão normal máxima e mínima. 


2 Txy 
tg 20, = (o; — 0y)/2 (9.4) 
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4,15 MPa 
68,8 MPa 


25,8 MPa 


(d) 


Figura 9.7 


Figura 9.8 


A solução tem duas raízes, 0, e 0,,. Especifica- 
mente, os valores de 20, e 20,» estão afastados um 
do outro por 180º, portanto, 0, e 6, estarão afasta- 
dos por 90º. 

Os valores de 6, e 0,, devem ser substituídos na 
Equação 9.1, se quisermos obter as tensões normais 
exigidas. Podemos obter os necessários seno e cosseno 
de 20, e 20,, pelos triângulos sombreados mostrados 
na Figura 9. 8. A construção desses triângulos baseia-se 
na Equação 9.4, considerando que 7, e (o, — o,) são 
ambas quantidades positivas ou ambas quantidades 
negativas. Temos, para 0,1» 
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cos 20,2 = 


Se qualquer desses dois conjuntos de relações tri- 
gonométricas for substituído na Equação 9.1 e simpli- 
ficado, obteremos 


: Cy toy Tx Oy z 
ma SU (25 tai 


Dependendo do sinal escolhido, esse resultado dá 
a tensão normal máxima ou mínima no plano que age 
em um ponto, onde o, = 0,. Esse conjunto particular 
de valores é denominado tensões principais no plano, 
e os planos correspondentes sobre os quais agem são 
denominados planos principais de tensão (Figura 9.9). 
Além do mais, se as relações trigonométricas para 9,1 
e 9, forem substituídas na Equação 9.2, podemos ver 
que 7. = 0; isto é, nenhuma tensão de cisalhamento 
age nos planos principais. 


(9.5) 


Tensão de cisalhamento máxima no plano. 
A orientação de um elemento cujas faces estão sujeitas 
à tensão de cisalhamento máxima pode ser determina- 


Tensões principais no plano 


Figura 9.9 


da tomando-se a derivada da Equação 9.2 em relação 
a 8 e igualando o resultado a zero. Isso dá 


a(o. ao 0y)/2 


tg 20, = 
g20, FO (96) 


As duas raízes dessa equação, 0, e 0,,, podem ser 
determinadas pelos triângulos sombreados mostrados 
na Figura 9.10. Por comparação com a Figura 9.8, cada 
raiz de 20, está a 90º de 26,. Logo, as raízes Õ, e 8, estão 
a 45º uma da outra, e o resultado é que os planos para 
tensão de cisalhamento máxima podem ser determi- 
nados orientando um elemento a 45º em relação à 
posição de um elemento que define os planos da ten- 
são principal. 

Usando qualquer uma das raízes 0, ou 0,,, podemos 
determinar a tensão de cisalhamento máxima tomando 
os valores trigonométricos de sen 26, e cos 26, da Figura 
9.10 e substituindo-os na Equação 9.2, O resultado é 


Er 2 
Ox o y 2 
Tmáx = ES E + 7 xy 
no plano 2 á 


O valor de 7 ,ivno pano calculado pela Equação 9.7 é 
denominado tensão de cisalhamento máxima no pla- 
no porque age sobre o elemento no plano x—y. 

Substituindo os valores de sen 20 e cos 20 na Equa- 
ção 9.1, vemos que também há uma tensão normal nos 
planos onde ocorre a tensão de cisalhamento máxima, 
Obtemos 


(9.7) 


| Oto 
O méd— 2 


(9.8) 


Como ocorre com as equações de transformação 
de tensão, pode ser conveniente programar essas equa- 
ções em uma calculadora de bolso. 


Figura 9.10 


Quando a carga de torção T é aplicada à barra na Figura 
9.11a, ela produz um estado de tensão de cisalhamento puro 
no material. Determine (a) a tensão de cisalhamento máxima 
no plano e a tensão normal média associada e (b) as tensões 


principais. 
SOLUÇÃO 


“Pela convenção de sinal definida, 


Tensão de cisalhamento máxima no plano. 
ções 9.7 e 9.8,temos 


Pelas equa- 


2 
[o Ty 
Tom = (252) + Ta = (0)? + (mP = Er 
no plano 


Resposta 


Oy + oy 0+0 
O méd — 2 = 2 =0 
Resposta 


Assim, como esperado, a tensão de cisalhamento máxima no 
plano é representada pelo elemento na Figura 9.11a. 


Foi constatado por métodos experimentais que materiais 

dúcteis falharão devido a tensão de cisalhamento. O resulta- 

do é que, se for aplicado um torque a uma barra feita de aço 

doce, a tensão de cisalhamento máxima no plano provocará 
a ruptura da barra. 


Figura 9.11 
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Tensão principal. Pelas equações 9.4 e 9.5 temos 


Txy =T 
(ox — oy)/2 (0 -0)/2 


2 
Oy toy Ox Oy 
es 2 
12 = 2 + / 2 + Txy 


=0+V(02 +92 = + 


tg20, = = 4 o = 185 


Resposta 


Se agora aplicarmos a Equação 9.1 com 8,, = 45º, então 


Oy to 
(o RT 


0x — Oy 
2 + — eos 20 + 7x sen 20 


0+0+ (—7) sen90º= —q 


Assim, 0, = —7 age em 8,, = 45º como mostra a Figura 9.11b, 
eo, =r7 age na outraface, 9,1 = 135º. 


OBSERVAÇÃO: Materiais frágeis falham por conta da ten- 
são normal. É por isso que, quando um material frágil, como 
o ferro fundido, é submetido à torção, falha sob tração à in- 
clinação de 45º. 


EXEMPLO 94 | 


Quando a carga axial P é aplicada à barra na Figura 
9.12a, produz uma tensão de tração no material. Determine 
(a) as tensões principais e (b) a tensão de cisalhamento má- 
xima no plano e a tensão normal média associada. 


SOLUÇÃO 


Pela convenção de sinal estabelecida, 


Tensão principal. Por observação, o elemento orientado 
como mostra a Figura 9.12a ilustra uma condição de tensão 
principal visto que nenhuma tensão de cisalhamento age nes- 
se elemento. Isso também pode ser mostrado por substitui- 
ção direta dos valores acima nas equações 9.4 e 9.5. Assim, 


c=o Resposta 


N q,=0 
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(b) 
Figura 9.12 


Como estudos experimentais constataram que a tensão nor- 
mal provoca falha em materiais frágeis, se a barra for feita 
de material frágil, como ferro fundido, a tensão normal pro- 
vocará ruptura. 


Tensão de cisalhamento máxima no plano. Pelas equa- 
ções 9.6, 9.7, e 9.8, temos 


tg20, = Toy 0 105, = 45º,0,, = 135º 
= 2 2 
Gy Oy 2 oc -—0 2 
Rékiano” / 2 + Tay ( 2 ) + (0) e 
Resposta 


Resposta 
Para determinar a orientação adequada do elemento, apli- 
que a Equação 9.2. 


0x — Oy 
E E sen 20 + 7,+y Cos 20 


0 
= -T — sen90+0 = Ro 


Essa tensão de cisalhamento negativa age na face x',na dire- 
ção de y' negativo, como mostra a Figura 9.12b. 


OBSERVAÇÃO: Se a barra for feita de material dúctil como 
aço doce, então a tensão de cisalhamento provocará a ruptu- 
ra da barra quando esta for submetida à tração. 


EXEMPLO 9.5 


O estado plano de tensão em um ponto sobre um corpo 
é mostrado no elemento na Figura 9.13a. Represente esse 
estado de tensão em termos das tensões principais. 


SOLUÇÃO 


Pela convenção de sinal estabelecida, temos 


o, = —20 MPa ,=90MPa 7, =60MPa 


Orientação de elemento. Aplicando a Equação 9.4, temos 


Txy 60 
tg20, = = 
Sp (o;—- o)? (-20- 90)/2 


Resolvendo e denominando essa raiz 8,0» como mostraremos 
a seguir, obtemos 


20,» = —47,49º 0,» = —23,7º 
Como a diferença entre 20,4 e 20,» é 180º, temos 
20, = 180º + 20,» = 132,51º 0, = 66,3º 


Lembre-se de que 6 é positivo quando medido em sentido 
anti-horário do eixo x até a normal orientada para fora (eixo 
x") na face do elemento e, portanto, os resultados são os mos- 
trados na Figura 9.13b. 


Tensões principais. Temos 


OG O Oy — Oy 2 3 
C12 = eo e e A + Tyy 


pm — Es 2 
E ae 90 | o ae o) + (607 


= 35,0 + 81,4 
co, = 116 MPa Resposta 
o) = —46,4 MPa Resposta 


O plano principal no qual cada tensão normal age pode 
ser determinado pela Equação 9.1 com, digamos, 6 =0,,* 
—23,1º. Temos 


Ox+toy Oy Oy 
Gay 2 NE 2 cos 20 + Txy sen 20 
= 2 90 or 0 a 2(-23,7º) + 60 sen AT) 


—46,4 MPa 


M 


20 MPa 


(b) 


' Por consequência, o, = —46,4 MPa age no plano definido 
por 9, = —23,7º,ao passo que o, = 116 MPa age no plano 
definido por 8, = 66,3º. Os resultados são mostrados no ele- 
' mento na Figura 9.13c. Lembre-se de que nenhuma tensão 
“de cisalhamento age nesse elemento. 


EXEMPLO 9.6 


O estado plano de tensão em um ponto sobre um corpo é 
' Tepresentado no elemento mostrado na Figura 9.14a. Repre- 
'* sente esse estado de tensão como a tensão de cisalhamento 
máxima no plano e a tensão normal média associada. 


“SOLUÇÃO 


o Orientação de elemento. Como o, = —20 MPa, o, = 90 
“ MPaer, = 60 MPa e aplicando a Equação 9.6, temos 


-(0,— 0,)/2  —(-20 — 90)/2 
tg 29, = To = ç0 
265, = 42,5º 95, = 21,3º 
20, = 180º +20, 6, = 111,3º 


20 MPa 


(b) 
Figura 9.14 
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dC, = 46,4 MPa 


(c) 


Figura 9,13 


Observe que esses ângulos mostrados na Figura 9.14b estão 
a 45º dos planos principais de tensão, que foram determina- 
dos no Exemplo 9.5. 


Tensão de cisalhamento máxima no plano. Aplicando 
a Equação 9.7, 


(== o) + (607 


= 81,4 MPa Resposta 


A direção adequada de 7 ro piano NO elemento pode ser de- 
terminada considerando 0 = 0 , = 21,3º e aplicando a Equa- 
ção 9.2. Temos 


T;— Oy 
Try > O EO sen 20 + 7xy Cos 20 


= (> — O) sen 2(21,3º) + 60 cos 2(21,3º) 


81,4 MPa 
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ASSIM, Tax no plano . age na direção de y' positivo nessa da tensão que agem no plano inclinado AB. Resolva o probje. 
face (0 = 21 3 As As Eai de cisalhamento nas outras três | ma usando o método de equilíbrio descrito na Seção 9.1. 
faces estão dirigidas como mostra a Figura 9,14c. 


Tensão normal média. Além da tensão de cisalhamento A 400 kPa 
máxima que calculamos, o elemento também está sujeito a 
uma tensão normal média determinada pela Equação 9.8; 
isto é, 


C:toy —-20+90 


O méd do qo 2 35 MPa Resposta 


Essa é uma tensão de tração. Os resultados são mostrados 
na Figura 9.14c. - 


B 


Problema 9.4 
PROBLEMAS 


9.5. O estado de tensão em um ponto em um elemento es- 
trutural é mostrado no elemento. Determine as componentes 
da tensão que agem no plano inclinado AB. Resolva o proble- 
ma usando o método de equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


9.1. Prove que a soma das tensõesnormaiso, + 0,=o, + o, 
é constante. Veja figuras 9.2a e 9.2b. 


9.2. O estado de tensão em um ponto em um elemento es- 
trutural é mostrado no elemento. Determine as componentes A 

de tensão que agem no plano inclinado AB. Resolva o proble- s0MPa 
ma usando o método do equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


28 MPa 


60 MPa 


B 
Problema 9.5 


Problema 9,2 9.6. O estado de tensão em um ponto em um elemento es- 
trutural é mostrado no elemento. Determine as componentes 
9.3. O estado de tensão em um ponto em um elemento es- | da tensão que agem no plano inclinado AB. Resolva o proble- 
trutural é mostrado no elemento. Determine as componentes ma usando o método de equilíbrio descrito na Seção 9.1. 
da tensão que agem no plano inclinado AB. Resolva o proble- 
ma usando o método de equilíbrio descrito na Seção 9.1. 


90 MPa 
200 kPa A 
A 


350kPa 


As 30º 


50 MPa 


Problema 9.6 


9.7. Resolva o Problema 9.2 usando as equações de trans: 
Problema 9.3 formação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. 


: x + 5 ans: 
9.4. O estado de tensão em um ponto em um elemento es- 28. Resolva o Problema 9.4 usando as equações de tia 
trutural é mostrado no elemento. Determine as componentes. formação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. 


“Resolva o Problema 9.6 usando as equações de trans- 
rmação de tensão desenvolvidas na Seção 9.2. Mostre o 
sultado em um desenho. 


9,10. Determine o estado de tensão equivalente em um ele- 
mento, se ele estiver orientado a 30º em sentido anti-horário 
em relação ao elemento mostrado. Use as equações de trans- 
formação de tensão. 


300 kPa 


950 kPa 


Problema 9.10 


9.11, Determine o estado de tensão equivalente em um ele- 
mento, se ele estiver orientado a 60º em sentido horário em 
relação ao elemento mostrado. 


300 kPa 


Problema 9.11 


“9.12. Resolva o Problema 9.6 usando as equações de trans- 
formação de tensão. 


9.13. O estado de tensão em um ponto é mostrado no ele- 
mento. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média no 
ponto. Especifique a orientação do elemento em cada caso. 


60 MPa 


45 MPa 


Problema 9.13 


9.14. O estado de tensão em um ponto é mostrado no ele- 
mento, Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
Sisalhamento máxima no plano e a tensão normal média no 
Ponto. Especifique a orientação do elemento em cada caso. 
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180 MPa 


—— > 150MPa 
Problema 9.14 


9,15. O estado de tensão em um ponto é mostrado no ele- 
mento. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média no 
ponto. Especifique a orientação do elemento em cada caso. 


30 MPa 


—————— 12MPa 


Problema 9.15 


“9,16. O estado de tensão em um ponto é mostrado no ele- 
mento. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média no 
ponto. Especifique a orientação do elemento em cada caso. 


250 MPa 


175 MPa 


200 MPa 


E 


Problema 9.16 


9.17. Um ponto sobre uma chapa fina está sujeito aos dois 
estados de tensão sucessivos mostrados na figura. Determi- 
ne o estado de tensão resultante representado no elemento 
orientado como mostrado à direita. 


Problema 9.17 


9.18. A barra de aço tem espessura de 12 mm e está sujeita 
à carga periférica mostrada na figura. Determine as tensões 
principais desenvolvidas na barra. 
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Problema 9.18 


9,19. Uma placa de aço tem espessura de 10 mm e está 
sujeita à carga periférica mostrada na figura. Determine a 
tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão normal 
média desenvolvidas no aço. 


Problema 9.19 


*9,20. A tensão que age nos dois planos em um ponto é 
indicada na figura. Determine a tensão de cisalhamento no 
plano a-a e as tensões principais no ponto. 


Problema 9.20 


9.21. A tensão que age nos dois planos em um ponto é in- 
dicada na figura. Determine a tensão normal o, e as tensões 
principais no ponto. 


Problema 9.21 


9.22. O grampo de fixação força a superfície lisa contra o 
ponto E quando o parafuso é apertado. Se a força de tração 
no parafuso for 40 kN, determine as tensões principais nos 
pontos 4 e B e mostre os resultados em elementos localiza- 
dos em cada em um desses pontos. A área da seção transver- 
sal em A e B é mostrada na figura adjacente. 


9.23. Resolva o Problema 9.22 para os pontos Ce D, 


+ 
30 mel AD 
CL. 
40 sir mm 
50 mm 


e 
30 mm LA 


e 


25 mm 


Problemas 9.22/23 


“9.24. As fibras da madeira da tábua formam um ângulo 
de 20º com a horizontal como mostra a figura. Determine a 
tensão normal e a tensão de cisalhamento que agem perpen- 
dicularmente às fibras, se a tábua é submetida a uma carga 
axial de 250 N. 


o 1 (om 
e, 
ESSES 


Problema 9.24 


9.25. Um bloco de madeira falhará, se a tensão de cisalha- 
mento que age ao longo da fibra for 3,85 MPa. Se a tensão 
normal o, = 2,8 MPa, determine a tensão de compressão 0, 
necessária para provocar ruptura. 


r 


ox= 28 MPa 


| 


Problema 9.25 


9.26. A viga T está sujeita ao carregamento distribuído 
aplicado ao longo de sua linha central. Determine às a 
principais nos pontos 4 e B e mostre os resultados em e 


mentos localizados em cada um desses pontos. 


150 mm 
A + 20 mm 
= 
14B|| 150mm 
50 mm ! 
E 
20 mm 


Problema 9.26 


9,27. A haste curvada tem diâmetro de 15 mm e está sujeita 
à força de 600 N. Determine as tensões principais e a tensão 
de cisalhamento máxima no plano desenvolvidas no ponto À 
e no ponto B. Mostre os resultados em elementos adequada- 
mente orientados nesses pontos. 


50 mm 


600N | 5 
ão 75 mm 75 mm = 
Problema 9.27 


600 N 


'9,28, A superfície superior da viga simplesmente apoiada 
está sujeita à tensão de tração 7,. Determine as tensões prin- 
* cipais nos pontos 4 e B. 


To 
DE do CS > 


A 


Problema 9.28 


9.29. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita às 
cargas mostradas. Determine as tensões principais e a tensão 
de cisalhamento máxima no plano desenvolvidas no ponto A 
e no ponto B. Esses pontos estão imediatamente à esquerda 
da carga de 10 kN. Mostre os resultados em elementos ade- 
quadamente orientados localizados nesses pontos. 


600 mm * 600 mm 


Problema 9.29 
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9.30. A viga de abas largas está sujeita às cargas mostradas. 
Determine a tensão principal na viga no ponto A e no ponto 
B. Esses pontos estão localizados na parte superior e na par- 
teinferior da alma, respectivamente. Embora a precisão não 
seja muito boa, use a fórmula do cisalhamento para calcular 
a tensão de cisalhamento. 


8kN/m 


AEpuaaaça 


110 mm! | à " 


Problema 9.30 


9.31. O eixo tem diâmetro d e está sujeito às cargas mos- 
tradas. Determine as tensões principais e a tensão de cisalha- 
mento máxima no plano desenvolvida em qualquer lugar na 
superfície do eixo. 


Problema 9,31 


*9,32. Um tubo de papel é formado enrolando-se uma tira 
de papel em espiral e colando as bordas como mostra a figura. 
Determine a tensão de cisalhamento que age ao longo da li- 
nha de junção localizada a 30º em relação à vertical, quando o 
tubo é submetido a uma força axial de 10 N. O papeltem 1 mm 
de espessura e o tubo tem diâmetro externo de 30 mm. 


9.33. Resolva o Problema 9.32 para a tensão normal que 
age perpendicularmente à linha de junção. 


30º 


10N 10N 


30 mm 


Problemas 9.32/33 


9,34. O eixo tem diâmetro d e está sujeito às cargas mos- 
tradas. Determine as tensões principais e a tensão de cisa- 
lhamento máxima no plano desenvolvidas no ponto 4. Os 
mancais suportam apenas reações verticais. 
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Problema 9.34 


9.35. O tubo da perfuratriz tem diâmetro externo de 75 
mm, espessura de parede de 6 mm e pesa 0,8 kN/m. Se for 
submetido a um torque e a uma carga axial como mostra 
a figura, determine (a) as tensões principais e (b) a tensão 
de cisalhamento máxima no plano em um ponto sobre a sua 
superfície na seção a. 


7,5 kN 


Problema 9.35 


“9,36. Ascargas internas em uma seção da viga são mostra- 
das na figura. Determine as tensões principais no ponto 4. 
Calcule também a tensão de cisalhamento máxima no plano 
nesse ponto. 


9.37. Resolva o Problema 9.36 para o ponto B. 


9.38. Resolva o Problema 9.36 para o ponto C localizado 
no centro na superfície inferior da alma. 


40 kNem “ado 
30 kNm x 


800 kN 
Problemas 9.36/37/38 


9.39. A viga de abas largas está sujeita à força de 50 kN, 
Determine as tensões principais na viga no ponto 4 loca- 
lizado na alma na parte inferior da aba superior. Embora a 
precisão não seja muito boa, use a fórmula do cisalhamento 
para calcular a tensão de cisalhamento. 


*9,40. Resolva o Problema 9.39 para o ponto B localizado 
na alma na parte superior da aba inferior. 


50 kN 


Im—t 


A 
ia + 122mm 
mm 
B 1 mm 
SE mm 


200 mm 


Problemas 9.39/40 


9.41. O parafuso está preso a seu suporte em C€. Se aplicar- 
mos uma força de 90 N à chave para apertá-lo, determine 
as tensões principais desenvolvidas na haste do parafuso no 
ponto 4. Represente os resultados em um elemento localiza- 
do nesse ponto. A haste tem 6 mm de diâmetro. 


9,42. Resolva o Problema 9.41 para o ponto B. 


Problemas 9.41/42 


9.43. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
às cargas mostradas. Determine as tensões principais desen- 
volvidas no ponto A e no ponto B, localizado imediatamente 
à esquerda da carga de 20 kN. Mostre os resultados em ele- 
mentos localizados nesses pontos. 


20 kN 
100 mm 
10 kN E 100 mim 
Bo: Bf] —+ 100 mit 
Á o A 
S0mm 50 mm 
2m 2m 


Problema 9,43 


O eixo maciço da hélice de um navio estende-se para 
fá do casco. Em operação, ele gira a u= 15 rad/s quando 
motor desenvolve 900 kW de potência, o que causa um 

ulso de F = 1,23 MN no eixo. Se o diâmetro externo do 
xo for 250 mm, determine as tensões principais em qual- 


er ponto localizado na superfície do eixo. 


945. O eixo maciço da hélice de um navio estende-se 
para fora do casco. Em operação, ele gira a w = 15 rad/s 
quando o motor desenvolve 900 kW de potência, o que 
causa um impulso de F = 1,23 MN no eixo. Se o diâmetro 
externo do eixo for 250 mm, determine a tensão de cisa- 
lhamento máxima no plano em qualquer ponto localizado 
na superfície do eixo. 


Problemas 9.44/45 


9.46. O tubo de aço tem diâmetro interno de 68 mm e diá- 
metro externo de 75 mm. Se estiver preso em C e for subme- 
tido à força horizontal de 100 N que age na extremidade do 
cabo da chave, determine as tensões principais no tubo no 
ponto A localizado na superfície do tubo. 


9,47, Resolva o Problema 9.46 para o ponto B localizado 
“ha superfície do tubo. 


100 N 


Problemas 9.46/47 


9.48, À extremidade da viga em balanço está sujeita à car- 
Ba mostrada, Determine as tensões principais na viga nos 
Pontos 4 e B. 
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Problema 9.48 


9.49. A viga-caixão está sujeita às cargas mostradas na figu- 
ra. Determine as tensões principais na viga nos pontos 4 e B. 


4kN 6 kN 


200 mm 
Problema 9.49 


9.50. Uma barra tem seção transversal circular com di- 
âmetro de 25 mm e está sujeita a torque e a momento 
fletor. No ponto de tensão de flexão máxima as tensões 
principais são 140 MPa e —70 MPa. Determine o torque e 
o momento fletor. 


9.51. As cargas internas em uma seção da viga consis- 
tem em uma força axial de 500 N, uma força de cisalha- 
mento de 800 N e duas componentes de momento de 
30N -m e 40N -m. Determine as tensões principais no ponto 
A. Calcule também a tensão de cisalhamento máxima no 
plano nesse ponto. 


*9.52. As cargas internas em uma seção da viga con- 
sistem em uma força axial de 500 N, uma força de cisa- 
lhamento de 800 N e duas componentes de momento de 
30N:me 40N-m. Determine as tensões principais no pon- 
to B. Calcule também a tensão de cisalhamento máxima 
no plano nesse ponto. 


9.53. As cargas internas em uma seção da viga consis- 
tem em uma força axial de 500 N, uma força de cisalha- 
mento de 800 N e duas componentes de momento de 
30N-m e40N -m. Determine as tensões principais no ponto 
C. Calcule também a tensão de cisalhamento máxima no 
plano nesse ponto. 
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500 N 


800 N 
Problemas 9.51/52/53 


89,54. A viga tem seção transversal retangular e está su- 
jeita às cargas mostradas na figura. Escreva um código com- 
putacional que possa ser usado para determinar as tensões 
principais nos pontos 4, B, C e D. Mostre uma aplicação do 
código usando os valores h = 300 mm, b = 200 mm, N, = 2 
kN,V, = 1SkN,V,=0,M,=0eM, 225N:m. 


Problema 9.54 


89,55. O elemento estrutural tem seção transversal re- 
tangular e está sujeito à carga mostrada na figura. Escre- 
va um código computacional que possa ser usado para 
determinar as tensões principais nos pontos 4, Be €. 
Mostre uma aplicação do código usando os valores b = 150 mm, 
h = 200 mm, P = 1,5 kN,x = 75 mm, z = —50mm, V, = 300N, 
e V,= 600N, 


Problema 9.55 


9.4 Círculo de Mohr — tensão 
no plano 


Nesta seção, mostraremos que as equações para 
transformação da tensão no plano têm uma solução 
gráfica que muitas vezes é conveniente usar e fácil de 
lembrar. Além do mais, essa abordagem nos permiti- 
rá “visualizar” qual será a variação das componentes 
de tensão normal e tensão de cisalhamento o, e Tip 
à medida que o plano em que agem é orientado em 
diferentes direções (Figura 9.15a). 

As equações 9.1 e 9.2 podem ser reescritas na forma 


Oy toy [o 0 à 
Oy — (=) = [0] cos 20 + Ty sen 28 


(9.9) 


0,— Oy 
Try= 50 )sen 20+ Txy cos 20 (9.10) 


O parâmetro 9 pode ser eliminado elevando cada 
equação ao quadrado e somando as duas equações. O 
resultado é 


Oxtoy) |? Cy Oy 
[e-(555)| E e a RR, 


Para um problema específico, o, o, e 7,, são cons- 
tantes conhecidas. Assim, a equação acima pode ser es- 
crita de uma forma mais compacta como 


(Ou =) + E R (9.11) 
onde 
Oy toy 
O méd 
Ê (9.12) 


Se definirmos eixos coordenados com o positiva 
para a direita e 7 positiva para baixo e então cons 
truirmos o gráfico da Equação 9.11, veremos que essa 
equação representa um círculo de raio R e centro no 
eixo o no ponto C(o ..0) (Figura 9.15b). Esse círcule 
é denominado círculo de Mohr porque foi desenvolvi 
do pelo engenheiro alemão Otto Mohr. 

Para construir o círculo de Mohr, em primeiro 
gar é necessário definir os eixos o e 7 (Figura 9.160) 
Como as componentes de tensão o, 0,,7,, São conhe 


Ju- 


Oy 
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Txy 


Ty 


(a) 


cidas, o centro do círculo pode ser marcado no gráfico 
CO me 0). Para obter o raio, precisamos conhecer no 
“mínimo um ponto no círculo. Considere o caso em 
ue O eixo x' coincide com o eixo x como mostra a 
Figura 9.16a. Então,0 = 0º e TO tia Ta Esse 
ponto será denominado *ponto de referência? A e 


(a) 


Figura 9.15 


marcaremos suas coordenadas A(o,, Ta) na Figura 
9.16c. Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo 
sombreado, agora podemos determinar o raio R, que 
está de acordo com a Equação 9.12. Uma vez conhe- 
cidos os pontos Ce 4, o círculo pode ser obtido como 
mostra a figura. 


(b) 


(c) 


Figura 9.16 
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As-seguintes etapas devem ser observadas para construir e usar o círculo de Mohr. 


Construção do círculo 


* Defina um sistema de coordenadas tal que a abscissa represente a tensão normal o como positiva para a direita e a 
ordenada represente a tensão de cisalhamento + como positiva para baixo (Figura 9.17a).º 

e Usando a convenção de sinal positivo para o, «Ty T,, como mostra a Figura 9.17b, marque o centro do círculo C, que 
está localizado no eixo o a uma distância & («q = (o, + o,2 da origem (Figura 9.17a). 

s Marque.o 'ponto de referência” À cujas coordenadas são Alo, 7): Esse ponto representa as componentes de tensão 
normal é de cisalhamento sobre a face vertical direita do elemento e, visto que o eixo x' coincide com o eixo x, isso 
representa 0 = 0º (Figura 9.17b). 

e Ligue o ponto À ao centro € do círculo e determine CA por trigonometria. Essa distância representa o raio R do 
círculo (Figura 917a). 

a Uma vez determinado R, desenhe o círculo. 


“Tensão principal 


. As tensões principais o, eo, (0, = 0,) são representadas pelos dois pontos B e D onde o círculo intercepta o eixo 
“O, isto é, onde 7 = 0 (Figura 917a). 

“e Essas tensões agem em planos definidos por ângulos 0,80, » (Figura 9.17c). Elas são representadas no círculo por 
“ângulos 20, , (mostrado) e 2, » (não mostrado) e são medidas da linha de referência radial até as linhas CB e CD, 
respectivamente, 

* Usando trigonometria, somente um desses ângulos precisa ser calculado pelo círculo, já que 8,, e 0,, estão a 90º um 
do outro. Lembre-se de que a direção de rotação 26, no círculo (aqui, sentido anti-horário) iepresenta a mesma 
direção de rotação 0, do eixo de referência (+x) até plano da tensão principal, (+x') (Figura 9.170). 


Tensão de cisalhamento máxima no plano 


* As componentes de tensão normal média e de tensão de cisalhamento máxima no plano são determinadas pelo 
círculo:como as coordenadas do ponto E ou F (Figura 9.17a). 

e Nesse caso,os ângulos 0, e 6,, dão a orientação dos planos que contêm essas componentes (Figura 9.17d). O ângulo 
26,, é mostrado na Figura 9.17a e pode ser determinado por trigonometria. Aqui, a rotação é em sentido horário e, 
portanto, 9, deve ser em sentido horário no elemento (Figura 9,17d).' 


Tensões em um plano arbitrário 


e As componentes de tensão normal e de tensão de cisalhamento O, CT vp que agem sobe d um plano específico defi- 
nido pelo ângulo 6 (Figura 9.17), podem ser obtidas pelo e círculo usando trigonometria para determinar as coorde- 
nadas de ponto P (Figura 9.17a). 

e Para localizar P,0 ângulo conhecido 0 para o plano (nesse caso, em sentidoa anti- -horário) (Figura 9.176), deve ser medido no 
círculo na mesnia direção 26 (sentido anti-horário), da linha de referência radial CA até a linha radial CP (Figura 9.174). . 


Agora, considere girar o eixo x' de 90º no sen- associada, ou a tensão em qualquer plano arbitrário. O 


tido anti-horário (Figura 9.16b). Nesse caso, o, = método para fazer isso é explicado no procedimento de 
x sem 
análise a seguir. 


To Tuy = To Esses valores são as coordenadas do 
ponto G(o,, —7,,) no círculo (Figura 9.16c). Por con- 
sequência, a linha radial CG está a 180º em sentido 
anti-horário em relação à “linha de referência” CA. 
Em outras palavras, uma rotação 6 do eixo x' no ele- 
mento corresponderá a uma rotação 20 no círculo na 
mesma direção. 
Uma vez definido, o círculo de Mohr pode serusado  soLUÇÃO 
para determinar as tensões principais, a tensão de cisa- 
lhamento máxima no plano e a tensão normal média Construção do círculo. Pela Figura 9.18a, 


EXEMPLO 9.7 


A carga axial P produz o estado de tensão no material 
como mostra a Figura 9.18a. Construa o círculo de Mohr 
para esse caso. 


Se, ao contrário, construíssemos o eixo 7 positivo para cima, então Oseixos o e o estão definidos na Figura 9.18b. O centro do 
o ângulo 26 no círculo seria medido na direção oposta à orienta- círculo C encontra-se no eixo o em 
ção 6 do plano. 


(c) 


Ve SE O 


SE ae. MOS a 


Pela face direita do elemento (Figura 9.18a), vemos que 
as coordenadas do ponto de referência para 0 = 0º são 
A(c,0). Por consequência, o raio do círculo CA é R = 0/2 
(Figura 9.18b). 


Tensões. 
tos4 e D. 


Observe que as tensões principais estão nos pon- 


O elemento na Figura 9.18a representa esse estado de tensão 
Principal, 
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(b) 


(Try máx 
no plano 


(d) 


Figura 9,17 


A tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão nor- 
mal média associada são identificadas no círculo como ponto 
E ou F (Figura 9.18b). Em E temos 


T máx 
no plano 


Oméd= 


na m|9 


Por observação, o ângulo em sentido horário 2 6, = 90º. 
Portanto, 9, = 45º, de modo que o eixo x' está orientado a 
45º em sentido horário em relação ao eixo x (Figura 9.18c). 
Como E tem coordenadas positivas, então o, € Tráxno agem 
nas direções x' e y' positivas, respectivamente. Pº 
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Tmáx 
no plano 2 


EXEMPLO 9.8 


A carga de torção T produz o estado de tensão no eixo 
como mostra a Figura 9.19a. Construa o círculo de Mohr 


para esse caso. 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. 


Os eixos o e 7 estão definidos na Figura 9.19b. O centro do 


é = 


(b) 
y 
o ; 
4sº 
o Iméd 
(o) E 
Figura 9.18 


círculo C encontra-se no eixo o em 


Oméd= 


Cito 


2 


Pela Figura 9,19, 


Pela face direita do elemento (Figura 9.19a), as coordena- 
das do ponto de referência para 9 = 0º são A(O, —7) (Figura 
9.19). Por consequência, o raio CA é R = 7, 

Tensões. Aqui, o ponto À representa um ponto de tensão 


normal média e tensão de cisalhamento máxima no plano 
(Figura 9.19b). Assim, 


T máx bei 
no plano 


(b) 
=T 
— x 
45º 
oj=T 
Ni 
(c) 


Figura 9.19 


Astensões principais são identificadas como pontos B e 
no círculo. Assim, 


o ângulo em sentido horário de CA a cB é 28,1 E 90º, de 
rodo que 0, = 45º, Esse ângulo em sentido horário define 
a ifeção de o, (ou O eixo x"). Os resultados são mostrados 


na Figura 9.19c. 


exemplo 99 | 9.9 


Devido à carga aplicada, o elemento no ponto 4 sobre 
o cilindro maciço na Figura 9.20a está sujeito ao estado de 
tensão mostrado na figura. Determine as tensões principais 
QuE agem nesse ponto. 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. Pela Figura 9.20a, 


o, = —12 MPa = 0 e 26 MPa 
o) centro do círculo encontra-se em 
—12 + 
O méd =— —— = —6 MPa 


O ponto inicial A(—12, —6) e o centro C(—6,0) são marca- 
des na Figura 9.20b. O círculo é construído com raio 


R= Jaz — 62 + (62 = 8,49 MPa 


“Tensões principais. As tensões principais são indicadas 
pelas coordenadas dos pontos B e D. Temos, para o, > 0, 


o, = 8,49 — 6 = 2,49 MPa Resposta 


0, = —6— 849 = —14,5 MPa Resposta 
À orientação do elemento pode ser determinada pelo cál- 
eulo do ângulo em sentido anti-horário 20,» na Figura 9.20b, 


fue define a direção 9, de o, e seu plano principal associado. 
Temos 


Sé 6 o 
28. = Loc =,=45,0 
n> E 7-9 
8, = 22,5º 


O elemento está orientado de modo tal que o eixo x'oug, 
Está dirigido a 22,5º em sentido anti-horário em relação à ho- 
fizontal (eixo x) como mostra a Figura 9.20c. 

o 
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+ (MPa) 
(b) 


2,49 MPa 


(c) 
Figura 9.20 


EXEMPLO 9.10 


O estado plano de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento na Figura 9.21a. Determine a tensão de cisalha- 
mento máxima no plano e a orientação do elemento sobre 
o qual ela age. 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. Pelos dados do problema, 


o, =-20MPa  o,=90MPa  1,=60MPa 
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90 MPa 


60 MPa 


20 MPa 


o (MPa) 


81,4 MPa 
É 35 MPa 


(c) 
Figura 9.21 


Os eixos o, 7 estão definidos na Figura 9.21b. O centro do 
círculo C está localizado sobre o eixo o, no ponto 


—20 + 90 


O méd= > 2 = 35 MPa 


O ponto Ce o ponto de referência A(—20,60) são marca- 
dos. Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo sombre- 
ado para determinar o raio do círculo CA, temos 


R= V(60/ + (55? = 81,4 MPa 


Tensão de cisalhamento máxima no plano. A tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média são 
identificadas pelo ponto E ou F no círculo. Em particular, as 
coordenadas do ponto E(35,81,4) dão 


oia = 81,4 MPa Resposta 
O na = 35 MPa Resposta 


O ângulo em sentido anti-horário 9,, pode ser determina. 
do pelo círculo, identificado como 20, . Temos 


“4 (20 +35 
20, = tg (08) =42,8º 


0,5, = 21,3º Resposta 
Esse ângulo em sentido anti-horário define a direção do eixo 
x' (Figura 9.21c). Como o ponto E tem coordenadas positi- 
vas, ambas, a tensão normal média e a tensão de cisalhamen- 
to máxima no plano, agem nas direções x' e y' positivas como 
mostra a figura. 


| EXEMPLO 91 | EXEMPLO 9.11 


O estado plano de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento na Figura 9.22a. Represente esse estado de ten- 
são em um elemento orientado a 30º em sentido anti-horá- 
rio em relação à posição mostrada na figura. 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. Pelos dados do problema, 


oc = —8 MPa 


x 


o,= 12 MPa To —6 MPa 
Os eixos o, 7 estão definidos na Figura 9.21b. O centro do 
círculo C está localizado sobre o eixo o em 


.8B+12 


agr AMA 


As coordenadas do ponto inicial para 8 = 0º são A(—8, —6). 
Por consequência, pelo triângulo sombreado, o raio CA é 


R= (10) + (6) = 11,66 


Tensões no elemento a 30º. Como o elemento deve sofrer 
rotação de 30º emsentido anti-horário, temos de traçar a linha 
radial CP, 2(30º) = 60º em sentido anti-horário, medida em 
relação a CA(6 = 0º) (Figura 9.22b). Agora, temos de obter as 
coordenadas do ponto P(c Toy)» Pela geometria do círculo, 


d=tg1 É -30,96º | =60º- 30,96º = 29,04º 
10 
o, =2— 11,6c0529,04º = —8,20 MPa Resposta 


Toy = 11,66 sen 29,04º = 5,66 MPa Resposta 


o (MPa) 


60 
12,2 E 


) 


(c) 
Figura 9.22 


Essas duas componentes de tensão agem naface BD do elemen- 
tomostrado na Figura 9.22c, visto que o eixo x' para essa face está 
oriêntado a 30º em sentido anti-horário em relação ao eixo x. 


As componentes de tensão que agem na face adjacente 
DE do elemento, que está a 60º em sentido horário em rela- 
ção ao eixo x positivo (Figura 9.22c), são representadas pelas 
£o0rdenadas do ponto Q no círculo. Esse ponto encontra-se 
na linha radial CQ, que está a 180º em relação a CP. As co- 
ordenadas do ponto Q são 


0. =2 + 11,66 cos 29,04º = 12,2 MPa 
“= —(11,66sen 29,04º) = —5,66 MPa (confirme) Resposta 


OBSERVAÇÃO: Aqui, 7,., age na direção —y”, 


im mg 
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9.5 Tensão em eixos provocada 
por carga axial e torção 


Às vezes, eixos circulares estão sujeitos aos efeitos 
combinados de carga axial e torção. Contanto que o 
material permaneça linear elástico e esteja sujeito ape- 
nas a pequenas deformações, podemos usar o princípio 
da superposição para obter a tensão resultante no eixo 
provocada por ambas as cargas. Desse modo, as ten- 
sões principais podem ser determinadas por meio das 
equações de transformação de tensão ou pelo círculo 
de Mohr. 


EXEMPLO 9.12 


Uma força axial de 900 N e um torque de 2,50 N - m são 
aplicados ao eixo como mostra a Figura 9.23a. Se o diâme- 
tro do eixo for 40 mm, determine as tensões principais em 
um ponto P sobre sua superfície. 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. As cargas internas consistem no torque 
de 2,50 Nm e na carga axial de 900 N (Figura 9.23b). 


Componentes de tensão. Astensões produzidas no pon- 
to P são, portanto, 


Te 250N-m(002m 
fe = ( fia 198,9 kPa 


E = (0,02 m) 


00 N 
Ce o o 
A q(0,02m) 


o = 


O estado de tensão definido por essas duas componentes é 
mostrado no elemento em P na Figura 9.23c. 


Tensões principais. As tensões principais podem ser de- 
terminadas pelo círculo de Mohr (Figura 9.23d). Aqui, o cen- 
tro do círculo C encontra-se no ponto 


0 + 716,2 


Oméd = EEE 358,1 kPa 


Marcando o ponto C (358,1, 0) e o ponto de referência 
A (0, 198,9), vemos que o raio do círculo é R = 409,7. As 
tensões principais são representadas pelos pontos B e D. 
Portanto, 


o, = 358,1 + 409,7 = 767,7 kPa Resposta 


o, = 3581 — 409,7 = —51,5 kPa Resposta 
O ângulo em sentido horário 26,, pode ser determinado pelo 
círculo. Ele é 20,» = 291º. O elemento está orientado de 
modo tal que o eixo x' ou o, está dirigido no sentido horário 
9, = 14,5º em relação ao eixo x como mostra a Figura 9.23e. 
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767,7 kPa 


(e) 
Figura 9.23 


9.6 Variações de tensão 
ao longo de uma viga 
prismática 


Como as vigas resistem a cargas internas de cisalha- 
mento e momento, sua análise de tensão requer a apli- 
cação das fórmulas do cisalhamento e da flexão. Aqui, 
discutiremos os resultados gerais obtidos quando essas 
equações são aplicadas a vários pontos de uma viga em 
balanço que tem seção transversal retangular e supor- 
ta uma carga P em sua extremidade (Figura 9.24a). 

Em geral, em uma seção arbitrária a-a ao longo 
do eixo da viga (Figura 9.24b), o cisalhamento interno 
V e o momento M são desenvolvidos de uma distri- 
buição de tensão de cisalhamento parabólica e uma 
distribuição de tensão normal linear (Figura 9.24c). 


o (kPa) 


P 


Distribuição da Distribuição da 
tensão de cisalhamento tensão de flexão 


(c) 
1 1 
2 2 
3 3 
4 4 
5 5 


Componentes xy da tensão Tensões principais 


(d) (e) 
Figura 9.24 


O resultado é que as tensões que agem sobre elemen- 
tos localizados nos pontos 1 a 5 ao longo da seção serão 
como mostra a Figura 9.24d. Observe que os elementos 
1es5 estão sujeitos apenas à tensão normal máxima, à0 
passo que o elemento 3, que está sobre o eixo neutro, 
está sujeito apenas à tensão de cisalhamento máxima. 
Os elementos intermediários 2 e 4 resistem a ambas, 
tensão normal e tensão de cisalhamento. 


Trajetórias das tensões 
para uma viga em balanço 


Figura 9.25 


Em cada caso, o estado de tensão pode ser trans- 
ormado em (tensões principais pelas equações de 
ransformação de tensão ou pelo círculo de Mohr. Os 
resultados são mostrados na Figura 9.24e. Aqui, cada 
elemento sucessivo, 1 a 5, sofre uma orientação no 
entido anti-horário. Especificamente em relação ao 
elemento 1, que consideramos estar na posição 0º, o 
elemento 3 está orientado a 45º e o elemento 5 está 
ertentado a 90º. Além disso, a tensão de tração máxi- 
ma, que age nas faces verticais do elemento 1 torna-se 
Menor nas faces correspondentes de cada um dos ele- 
mentos sucessivos, até chegar a zero nas faces horizon- 
tais do elemento 5. De modo semelhante, a tensão de 
compressão máxima nas faces verticais do elemento 5 
reduz-se a zero nas faces horizontais do elemento 1. 

'* Seessa análise for estendida a muitas seções verti- 
cais ao longo da viga, exceto a seção a-a, um perfil dos 
esultados poderá ser representado por curvas deno- 
minadas trajetórias de tensão. Cada uma dessas curvas 
indica a direção de uma tensão principal que tem valor 
“constante. A Figura 9.25 mostra algumas dessas traje- 
tórias para a viga em balanço. Nessa figura, as linhas 
Cheias representam a direção das tensões principais de 
tração e as tracejadas, a direção das tensões principais 
de compressão. Como esperado, as linhas interceptam 
O eixo neutro a ângulos de 45º, e as linhas cheias e tra- 
cejadas sempre se interceptam a 90º. Por quê? Saber 
qual é adireção dessas linhas pode ajudar os engenhei- 
ros a decidir onde reforçar uma viga de modo que ela 
não falhe nem se torne instável. 


EXEMPLO 9.13. 


A viga mostrada na Figura 9.26a está sujeita ao carre- 
gamento distribuído w = 120 kN/m. Determine as tensões 
Principais na viga no ponto P, que se encontra na parte su- 
perior da alma. Despreze o tamanho dos filetes e as concen- 
trações de tensão nesse ponto. 1 = 67,4(10-)m!, 


SOLUÇÃO 


Cargas internas. A reação de apoio sobre a viga em B é 
determinada, e o equilíbrio da viga secionada mostrado na 
Figura 9.26b produz 


V=84kN M = 30,6 kN-m 
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w = 120kN/m 


15 mm 
P 
200 mm N A 
10 mm 


(b) 
«—— 35,2 MPa 


45,4 MPa 


o (MPa) 


(d) 
19,2MPa 


Figura 9.26 


Componentes de tensão. No ponto P, 


-My  30,6(102) N :m(0,100 m) 


» = —45,4 MPa 
Ria: 67,4(10) m! 
Resposta 
Vo 84(10º) N[(0,1075 m)(0,175 m)(0,015 m)] 
T = = E 
fá 67,4(109) m*(0,010 m) 
= 35,2 MPa Resposta 


Esses resultados são mostrados na Figura 9.26c. 
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Tensões principais. As tensões principais em P podem ser 
determinadas pelo círculo de Mohr. Como mostra a Figura 
9.26d, o centro do círculo encontra-se em (—45,4 + 0)/2 = 
—22,] e as coordenadas do ponto 4 são A(—45,4, —35,2). 
Mostre que raio é R = 41,9 e, portanto, 


o, = (41,9 — 22,7) = 19,2 MPa 


o, = (22,1 + 41,9) = —64,6 MPa 


O ângulo em sentido anti-horário 20,» = 57,2º, de modo 
que 


0, = 28,6º 


Esses resultados são mostrados na Figura 9.26. 


PROBLEMAS 


*9.56. Resolva o Problema 9.4 usando o círculo de Mohr. 
9.57. Resolva o Problema 9.2 usando o círculo de Mohr. 
9.58. Resolva o Problema 9.3 usando o círculo de Mohr. 
9.59. Resolva o Problema 9.10 usando o círculo de Mohr. 
*9.60. Resolva o Problema 9.6 usando o círculo de Mohr. 
9.61. Resolva o Problema 9.11 usando o círculo de Mohr. 
9.62. Resolva o Problema 9.13 usando o círculo de Mohr. 
9.63. Resolva o Problema 9.14 usando o círculo de Mohr. 
“9.64. Resolva o Problema 9.16 usando o círculo de Mohr. 
9.65. Resolva o Problema 9.15 usando o círculo de Mohr. 


9.66. Determine o estado de tensão equivalente se um 
elemento estiver orientado a 20º em sentido horário em 
relação ao elemento mostrado. Mostre o resultado no 
elemento. 


3 MPa 


Problema 9.66 


9.67. Determine o estado de tensão equivalente se um ele- 
mento estiver orientado a 60º em sentido anti-horário em 
relação ao elemento mostrado. 


800 kPa 


” 450kPa 


750 kPa 


Problema 9.67 


*9.68. Determine o estado de tensão equivalente se um ele- 
mento estiver orientado a 30º em sentido horário em relação 


ao elemento mostrado. 


230 MPa 


350 MPa 


“480 MPa 


Problema 9.68 
9.69. Determine o estado de tensão equivalente, se um ele- 


mento estiver orientado a 30º em sentido horário em relação 
ao elemento mostrado. Mostre o resultado no elemento. 


8 MPa 


15 MPa 


7 MPa 


Problema 9.69 


9.70. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média: Es- 
pecifique a orientação do elemento em cada caso. 


200 MPa 


500 MPa 


350 MPa 


Problema 9.70 


Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
hamento máxima no plano e a tensão normal média. Es- 
fique a orientação do elemento em cada caso. 


80 MPa 


Problema 9.71 


“9,72, Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
iisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. Es- 
 pecifique a orientação do elemento em cada caso. 


50 MPa 


30 MPa 


Problema 9.72 


9.73. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. Es- 
pecifique a orientação do elemento em cada caso. 


8 MPa 


12 MPa 


Problema 9.73 


9,74. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 
cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. Es- 
* pecifique a orientação do elemento em cada caso. 


30 MPa 


45 MPa 


Problema 9.74 
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9.75. Achapa quadrada de metal tem espessura de 12 mm 
e está sujeita ao carregamento mostrado. Determine as ten- 
sões principais desenvolvidas no aço. 


3,2kN/m 


É, 


100 mm 
Problema 9.75 
*9.76. Determine (a) as tensões principais e (b) a tensão de 


cisalhamento máxima no plano e a tensão normal média. Es- 
pecifique a orientação do elemento em cada caso. 


105 MPa 


35 MPa 


Problema 9.76 


9.77. Obtenha o círculo de Mohr que descreve cada um dos 
seguintes estados de tensão. 


30 MPa 30 MPa 


30 MPa 


30 MPa 


(a) (b) 
Problema 9.77 


9.78. Obtenha o círculo de Mohr que descreve cada um dos 
seguintes estados de tensão. 


2 MPa 
600 kPa 


800 kPa 


(a) (b) (c) 


Problema 9.78 
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9.79. Um ponto sobre uma chapa fina está sujeito a dois es- 
tados de tensão sucessivos como mostra a figura. Determine 
o estado de tensão resultante com referência a um elemento 
orientado como mostrado na parte inferior da figura. 


45 kPa 


18 kPa 


Problema 9.79 


"9,80. O círculo de Mohr para o estado de tensão na Figura 
9.15a é mostrado na Figura 9.15b. Mostre que determinar as 
coordenadas do ponto P(o., Tey) no círculo dá o mesmo va- 


lor que as equações de transformação de tensão (equações 
91€e9.2). 


9.81. A barra retangular em balanço está sujeita à força de 
25 kN. Determine as tensões principais no ponto 4, 


Problema 9.81 


9.82. Resolva o Problema 9.81 para as tensões principais 
no ponto B. 


Problema 9.82 


9.83. Os degraus da escada rolante estão apoiados nos dois 
lados pelo pino móvel em 4 e pelo rolete em B. Se um ho- 
mem que pesa 1.500 N (= 150 kg) estiver em pé no centro 
do degrau, determine as tensões principais desenvolvidas na 
seção transversal no ponto C. Os degraus movem-se à velo- 
cidade constante. 


Problema 9.83 


'9,84. A manivela do pedal de uma bicicleta tem a seção 
transversal mostrada na figura. Se ela estiver presa à engre- 
nagem em B e não girar quando submetida a uma força de 
400 N, determine as tensões principais no material na seção 
transversal no ponto C. 


Problema 9.84 


9.85. A estrutura suporta a carga distribuída de 200 Nim. 
Determine a tensão normal e a tensão de cisalhamento o 
ponto D que agem nos sentidos perpendicular e paralelo às 
fibras, respectivamente. Nesse ponto, as fibras formam um 
ângulo de 30º com a horizontal, como mostra a figura. 


200 N/m 


Problema 9.85 
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“A estrutura suporta a carga distribuída de 200 N/m. 9.87. A haste curva tem diâmetro de 15 mm e está sujeita à 
mine a tensão normal e a tensão de cisalhamento no força de 600 N. Determine as tensões principais e a tensão de 
nto E que agem nos sentidos perpendicular e paralelo às cisalhamento máxima no plano desenvolvidas no ponto 4 e 

. respectivamente. Nesse ponto, as fibras formam um no ponto B. Mostre os resultados em elementos localizados 
E o de 60º com a horizontal, como mostra a figura. nesses pontos. 


ps mm-—*+—100 e] 
A 


Problema 9.87 


9.7 Tensão de cisalhamento 
máxima absoluta 


Quando um ponto em um corpo está sujeito a um 
estado de tensão geral tridimensional, um elemento de 
material tem uma componente de tensão normal e duas 
componentes de tensão de cisalhamento que agem em 
cada uma de suas faces (Figura 9.27a). Como no caso 


Problema 9.86 


O'mín 


O máx 


/ 


Tensão triaxial 


(a) (b) (c) 


Tint 


Cmáx T Omáx 


2 
(d) 
Figura 9.27 
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da tensão no plano, é possível desenvolver equações de 
transformação de tensão que podem ser usadas para 
determinar as componentes de tensão normal o de ci- 
salhamento 7 que agem em qualquer plano oblíquo do 
elemento (Figura 9.27b). Além do mais, também é pos- 
sível determinar no ponto a orientação exclusiva de um 
elemento sobre cujas faces ajam somente tensões princi- 
pais. Como mostra a Figura 9.27c, considera-se que essas 
tensões principais têm amplitudes de intensidade máxi- 
ma, intermediária e mínima, isto é, 0, 20,4 = E 

A discussão da transformação de tensão em três di- 
mensões não está no escopo deste livro; todavia, ela é 
discutida em livros que tratam da teoria da elasticidade. 
Para nossa finalidade, consideraremos que a orientação 


IT mín 


Tint 


O máx 


principal do elemento e as tensões principais são co. 
nhecidas (Figura 9.27c). Essa é uma condição conhecida 
como tensão triaxial. Se visualizarmos esse elemento 
em duas dimensões, isto é, nos planos y' —z',x' —z'e 
x' —y' (figuras 9.28a, 9.28b e 9.28c), podemos usar o cfr. 
culo de Mohr para determinar a tensão de cisalhamento 
máxima no plano para cada caso. Por exemplo, o diá- 
metro do círculo de Mohr estende-se entre as tensões 
principais o, € O, NO caso mostrado na Figura 9.284, 
Por esse círculo (Figura 9.28d), a tensão de cisalha- 
mento máxima no plano é (o =(04" Calea 
tensão normal média associada é (0, + O ,«)/2. Como 
mostra a Figura 9.28e, o elemento sobre o qual estejam 
essas componentes de tensão deve estar orientado a 45º 


Tmín 


(a) 


Omín 


(Ty máx 


(b) 


(Ty máx = 


(Tey)máx 


(Tezmáx = Tabs 
máx 


(d) 


(Tu máx 


(e) (8 


(g) 


Figura 9.28 


em relação à posição do elemento na Figura 9.28a. Os 
círculos de Mohr para os elementos nas Figuras 9.28b e 
9.28c também foram representados na Figura 9.28d. Os 
elementos correspondentes que estejam orientados a 
As? e sujeitos a componentes de tensão de cisalhamento 
máxima no plano e tensão normal média são mostrados 
nas Figuras 9.28f e 9.28g, respectivamente. 

Comparando os três círculos na Figura 9.28d, vemos 
que a tensão de cisalhamento máxima absoluta, 7.4 
é definida pelo círculo que tem o maior raio, o que ocorre 
para o elemento mostrado na Figura 9.28b. Em outras pa- 
lavras, o elemento na Figura 9.28f está orientado por uma 
rotação de 45º em torno doeixo y' em relação ao elemento 
“ma Figura 9.28b. Observe que essa condição também pode 
ser determinada diretamente apenas escolhendo as tensões 
principais máxima e mínima na Figura 9.27c, caso em que 
a tensão de cisalhamento absoluta máxima será 


«O máx. mín 
Ta 2 (9.13) 
E a tensão normal média associada será 
— Omáx É Omín 


À análise considerou somente as componentes de ten- 
são que agem em elementos localizados em posições de- 
terminadas por rotações em torno do eixo x',y' ou z'. Se 
tivéssemos usado as equações de transformação de ten- 
são tridimensionais da teoria da elasticidade para obter 
Valores das componentes de tensão normal e de tensão 
de cisalhamento que agem sobre qualquer plano oblíquo 
arbitrário no ponto, como na Figura 9.27b, poderíamos 
mostrar que, independentemente da orientação do plano, 
valores específicos da tensão de cisalhamento 7 no plano 
sempre serão menores do que a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta determinada pela Equação 9.13. Além 
disso, a tensão normal o que age em qualquer plano terá 
um valor que se encontrará entre as tensões principais 
máxima e mínima, isto é, 0,200 


Tensão no plano. Esses resultados têm uma im- 
plicação importante para o caso da tensão no plano, 
em particular quando as tensões principais no plano 
têm o mesmo sinal, isto é, ambas são de tração ou am- 
bas são de compressão. Por exemplo, considere que o 
material está sujeito à tensão no plano de modo tal 
que as tensões principais no plano são representadas 
tomo o. e o, nas direções x' e y', respectivamente, 
enquanto a tensão principal fora do plano na direção 
féo min = O (Figura 9.29a). Os círculos de Mohr que 
descrevem esse estado de tensão para orientações de 
“elemento em torno dos três eixos coordenados são 
mostrados na Figura 9.29b. Aqui, vemos que, embora a 
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FE de cisalhamento máxima no plano seja (T,. yo emé = 
[0] 


máx T Tin)/2, esse valor não é a tensão de cisalhamen- 
to máxima absoluta à qual o material está sujeito. Em 
vez disso, pela Equação 9.13 ou Figura 9.29b, 

Omáx — O 


= E — Omáx 
Emo (Twz máx = 


2 2 


(9.15) 


No caso em que umadas tensões principaisno plano 
tem sinal oposto ao da outra, então essas tensões serão 
representadascomo o | eo, ea tensão principal fora 
do plano o, = O (Figura 9.30a). Os círculos de Mohr 
que descrevem esse estado de tensão para orientações 
de elementos em torno de cada eixo coordenado são 
mostrados na Figura 9.30b. Claramente, nesse caso, 


nai (Tu'y máx = o (9.16) 

O cálculo da tensão de cisalhamento máxima ab- 
soluta como indicado aqui é importante no projeto de 
elementos estruturais feitos de material dútil,visto que 
a resistência do material depende de sua capacidade 
de resistir à tensão de cisalhamento. Essa situação será 
discutida também na Seção 10.7. 


Tensão no plano x'-y' 


(a) 


(Tey máx 


“Tensão de cisalhamento 
Tensão de cisalhamento máxima no plano 
máxima absoluta 


á as 


(b) 
Figura 9.29 
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Tensão no plano x'-y' 


(a) 


(Tue )máx 
(Txy)máx 


Tensão de cisalhamento máxima 
no plano e tensão máxima absoluta 


(b) 


Figura 9.30 


EXEMPLO 9.14 


Devido ao carregamento aplicado, o elementono ponto 
sobre a estrutura na Figura 9.31a está sujeito ao estado pla- 
no de tensão mostrado. Determine as tensões principais e a 
tensão de cisalhamento máxima absoluta no ponto. 


SOLUÇÃO 


Tensões principais. As tensões principais no plano podem 
ser determinadas pelo círculo de Mohr. O centro do círculo 
encontra-se no eixo o em o = (-20 + 0)/2 = —10 kPa. 
Marcando o ponto de referência A(—20, —40) em gráfico, o 
círculo de Mohr pode ser obtido como mostra a Figura 9.31b. 
Oraio é 


R = 420 — 10)? + (40) = 41,2 kPa 


As tensões principais encontram-se nos pontos onde o círcu- 
lo intercepta o eixo o; isto é, 


O a —10 + 41,2 = 31,2 kPa 
Cn —10-— 412 = 51,2 kPa 


Pelo círculo, o ângulo 29, medido-no sentido anti-horário de 
CA aoeixo —o, é 


Portanto, 
0 = 38,0º 


Essa rotação em sentido anti-horário define a direção do 
eixo x' ouo,, e seu plano principal associado (Figura 9.31c). 
Como não há nenhuma tensão principal no elemento na di- 
reção z, temos 


Or 312kPa 0,=0 o, =-512kPa Resposta 
Tensão de cisalhamento máxima absoluta. Pelas equa- 
ções 9.13 e 9.14, temos 

ata te O Cote 2 OLD A 512) = 412 kPa 
Tmáx 2 2 
Respostt 
— Omáx + Omín = 31,2 — 51,2 = —10 kPa 


OBSERVAÇÃO: Esses mesmos resultados também podem 


Ê ; j x ] 
ser obtidos pelo círculo de Mohr para cada orientação de. Me 
elemento em torno dos eixos x',y' e z' (Figura 9.31d). Como 


e E : mento má- 
O a E Tm (êM sinais opostos, a tensão de cisalha 


(a) 


20 = 76,0º + 90º = 166º 
A 


1) 


J, 


O) e, 


O min = —51,2 kPa 


x 


máx 


ima absoluta é igual à tensão de cisalhamento máxima no 
plano. Isso resulta de uma rotação de 45º do elemento na 
Figura 9.31c em torno do eixo z”, de modo que o elemento 
adequadamente orientado é mostrado na Figura 9.31e. 


EXEMPLO 9.15 | 


O ponto na superfície do vaso de pressão cilíndrico na Fi- 
Bura 9.32a está sujeito ao estado plano de tensão. Determine 
à tensão de cisalhamento máxima absoluta nesse ponto. 


Às tensões principais são o, = 32 MPa, o,, = 16 MPa e 
in O. Se essas tensões forem representadas em gráfico ao 


/ 
Tabs = 41,2 kPa 


(d) 
Figura 9.31 
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o (kPa) 


T (kPa) 
(b) 


o (kPa) 
Nois = 312 kPa 


T (kPa) 


longo do eixo o, poderemos construir três círculos de Mohr 
que descrevem o estado de tensão visto em cada um dos 
três planos perpendiculares (Figura 9.32b). O maior círculo 
tem raio de 16 MPa e descreve o estado de tensão no plano 
que contém o, = 32 MPae o,, = 0 e é mostrado pelo 
sombreado na Figura 9.32a. A orientação de um elemento 
a 45º dentro desse plano produz o estado da tensão de ci- 
salhamento máxima absoluta e a tensão normal associada, 
a saber, 


7 = 16 MPa Resposta 


abs máx 


O neu = 16 MPa 


Esses mesmos resultados podem ser obtidos pela aplicação 
direta das equações 9.13 e 9.14, isto é, 
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o (MPa) 


Figura 9,32 
PRE d O dm Omin 3220 16 MPa Resposta 9.89. Desenhe os três círculos de Mohr que descrevem cada 
méx 2 2 um dos seguintes estados de tensão. 
ix 322 +0 
Oméd = Té 2 ema = 16 MPa 


Por comparação, a tensão de cisalhamento máxima no pla- 
no pode ser determinada pelo círculo de Mohr desenhado entre 
O « 32MPaeo, = 16 MPa (Figura 9.32b). Isso dá um valor de 


máx 


NR sm ERES 


máx, 
no plano 2 


32 — 16 
Oméa= 16 + > = 24 MPa 


65 MPa 


PROBLEMAS 


*9,88. Desenhe os três círculos de Mohr que descrevem 
cada um dos seguintes estados de tensão. 


65 MPa 


6 MPa 


65 MPa 
e | 
(b) 


40 MPa Problema 9.89 


100 kPa 50 MPa à 


9.90. A tensão em um ponto é mostrada no elemento. D 
A 


(b) 


A xima absoluta. 


termine as tensões principais e a tensão de cisalhamento" 


600 kPa 


» y |80MPa 


(d) 
Problema 9.88 


Problema 9.90 


A tensão em um ponto é mostrada no elemento. De- 


ine as tensões principais e a tensão de cisalhamento má- 


na absoluta , 


Ê. 


7 MPa 


Problema 9.91 


92 A tensão em um ponto é mostrada no elemento. De- 
«mine as tensões principais e a tensão de cisalhamento má- 


a absoluta. 


80 MPa 


150 MPa 


| 


Problema 9.92 


93, As tensões principais que agem em um ponto em um 
corpo são mostradas na figura. Desenhe os três círculos de 
' Mohr que descrevem esse estado de tensão e determine as 
ensões de cisalhamento máximas no plano e as tensões nor- 
mais médias associadas para os planos x—y, y-z e x-z. Para 
ada caso, mostre os resultados no elemento orientado na 
direção adequada. 


e y |40MPa 


Problema 9.93 
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9.94. Considere o caso geral de tensão no plano mostrado 
na figura. Escreva um código computacional que mostrará 
uma representação gráfica dos três círculos de Mohr para o 
elemento e também calcule a tensão de cisalhamento máxi- 
ma no plano e a tensão de cisalhamento máxima absoluta. 


Problema 9.94 


9.95. O eixo maciço está sujeito a torque, momento fletor 
e força de cisalhamento como mostra a figura. Determine as 
tensões principais que agem nos pontos 4 e B e a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta. 


a 
45 Nm 
800 N 


Problema 9.95 


“9,96. O parafuso está preso a seu suporte em C. Se a força 
de 90 N for aplicada à chave para apertá-lo, determine as 
tensões principais e a tensão de cisalhamento máxima ab- 
soluta desenvolvidas na haste do parafuso no ponto 4. Re- 
presente os resultados sobre um elemento localizado nesse 
ponto. A haste tem diâmetro de 6 mm. 


9.97. Resolva o Problema 9.96 para o ponto B. 


Problemas 9.96/97 
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A tensão no plano ocorre quando o material 
em um ponto está sujeito a duas componentes 
de tensão normal o, e &, e a uma de tensão 
de cisalhamento To . Contanto que essas com- 
ponentes sejam conhecidas, as componentes 
de tensão que agem sobre um elemento que 
tenha orientação diferente podem ser deter- 
minadas pelas duas equações de equilíbrio de 
força ou pelas equações de transformação de 
tensão. 


O toy 0-0, 
Gems + 2 20 + 7,,8en 20 
Te Ty 
Ty Fe sen 20 + 74 cos 20 


Para projeto, é importante determinar as 
orientações do. elemento que produzam as 
tensões normais principais máximas e a tensão 

“decisalhamento máxima no plano. Pelas equa- 
ções de transformação de tensão, constata-se 

“que nenhuma tensão de cisalhamento age nos 

paca de tensão pupcipal 


o sa o Ro 2 
Fiz =. 7 gs É 3 É ro 


Os planos de tensão de cisalhamento máxima 
são orientados a 45º em relação a essa orien- 
tação e, nesses planos de cisalhamento, há uma 
tensão normal média associada (o, + o )/2. 


E -0y b: Ç É 
lo E 2 Txy 


Cr toy 
Oméd 3 


(Tx 'y ?) máx no 
plano 


TRANSFORMAÇÃO DE TENSÃO 359 


ão de cisalhamento máxima absoluta | 
E à tensão de cisalhamento máxima : 


o, contanto que as tensões principais 


0 tenham: sinais opostos. Se elas tive- 


“mesmo sinal, a tensão de cisalhamento 


ma absoluta se encontrará fora do plano. 
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PROBLEMAS DE REVISÃO 


9.98. A tensão em um ponto é mostrada no elemento. De- Calcule também a tensão de cisalhamento máxima no plano 
termine as tensões principais e a tensão de cisalhamento má- | nesse ponto. 


IEA DSO INt, 9.102. As cargas internas que agem sobre uma seção trans. 


versal no eixo de acionamento de uma turbina de 150 mm 
Zz de diâmetro consistem em uma força axial de 12,5 kN, um 
momento fletor de 1,2 kN - m e um momento de torção de 
2,25 kN - m, Determine as tensões principais no ponto B, 
Calcule também a tensão de cisalhamento máxima no plano 
nesse ponto. 


120 MPa 


Problema 9.98 
Problemas 9.101/102 


9.99. O vaso de pressão cilíndrico tem raio interno de 1,25 
m e espessura de parede de 15 mm. É feito de chapas de aço 9.103, Determine o estado de tensão equivalente em um 
soldadas ao longo de uma linha de junção a 45º em relação elemento se ele estiver orientado a 30º em sentido horário 
à horizontal. Determine as componentes de tensão normale | em relação ao elemento mostrado. Use as equações de trans- 
da tensão de cisalhamento ao longo dessa linha de junção, se formação de tensão. 
o vaso estiver sujeito a uma pressão interna de 3 MPa. 

300 kPa 


950 kPa 


Problema 9.99 


*9,100. Determine o estado de tensão equivalente, se um 
elemento estiver orientado a 40º em sentido horário em re- 
lação ao elemento mostrado. Use o círculo de Mohr. 


Problema 9.103 
10 MPa s 
“9,104. O estado de tensão em um ponto em um elemento 
estrutural é mostrado no elemento. Determine as compo- 
nentes de tensão que agem no plano inclinado AB. 


6 MPa A 


50 MPa 


Problema 9.100 


9.101. As cargas internas que agem sobre uma seção trans- 
versal no eixo de acionamento de uma turbina de 150 mm 
de diâmetro consistem em uma força axial de 12,5 kN, um 
momento fletor de 1,2 kN -m e um momento de torção de 
2,25 kN - m. Determine as tensões principais no ponto A. 


B 


Problema 9.104 


BJETIVOS DO CAPÍTULO 


10.1 Deformação plana 


Como descrevemos na Seção 2.2, o estado geral de 
deformação em um ponto em um corpo é representado 
por uma combinação de três componentes de defor- 
“ação normal, €,, E, Ee três de deformação por cisa- 
lhamento, Yo» Yes Ye Essas seis componentes tendem 
deformar cada face de um elemento do material e, 
como ocorre com a tensão, as componentes da defor- 
mação normal e da deformação por cisalhamento no 
onto variarão de acordo com a orientação do elemen- 
As componentes da deformação em um ponto cos- 
fumam ser determinadas por meio de extensômetros 
(medidores de deformação) que medem essas compo- 
nentes em direções específicas. Contudo, para análise e 
projeto, às vezes os engenheiros precisam transformar 
esses dados para obter as componentes da deformação 
em outras direções. 

Para entender como isso é feito, em primeiro lugar 
vamos dedicar atenção ao estudo da deformação pla- 
'* he. Especificamente, não consideraremos os efeitos das 
““omponentes e ,y, e y,.. Logo, em geral, um elemento 
deformado no plano está sujeito a duas componentes 
de deformação normal, €, €, e a uma componente de 


y 


Deformação normal e, 


(a) 


Deformação normal e, 


(b) 
Figura 10.1 


Transformação da 
deformação 


transformação da deformação em um ponto é semelhante à da tensão e, por isso, os métodos do Capi- 
lo 9 serão aplicados aqui. Discutiremos também vários modos de medir deformações e desenvolveremos 
Igumas relações importantes com as propriedades do material, entre elas uma forma generalizada da lei de 
Hooke. No final do capítulo, discutiremos algumas das teorias usadas para prever a falha de um material. 


deformação por cisalhamento, y, . As deformações de 
um elemento provocadas por cada uma dessas tensões 
de deformações são ilustradas na Figura 10.1. Observe 
que as deformações normais são produzidas por mu- 
danças no comprimento do elemento nas direções x e y 
enquanto aquelas por cisalhamento resultam da rota- 
ção relativa de dois lados adjacentes do elemento. 
Embora a deformação plana e a tensão plana te- 
nham, cada qual, três componentes que se encontram 
no mesmo plano, entenda que tensão plana não causa 
necessariamente deformação plana ou vice-versa. A 
razão disso tem a ver com o efeito de Poisson discuti- 
do na Seção 3.6. Por exemplo, se o elemento na Figura 
10.2 for submetido a tensão plana o e o, não somente 
se produzirão deformações normais e, e e,, mas haverá 
também uma deformação normal associada, e. Obvia- 
mente, esse não é um caso de deformação plana. Desse 
modo, em geral, a menos que v = 0,0 efeito de Pois- 
son impedirá a ocorrência simultânea de deformação 
plana e tensão plana. Devemos salientar também que, 
uma vez que a tensão de cisalhamento e a deformação 
por cisalhamento não são afetadas pelo coeficiente de 
Poisson, a condição 7,, = 7, = Oexige y,, = 7,.=0. 


Deformação por cisalhamento Y,, 


(c) 
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Estado plano de tensão, o ,, o, não causa estado 
plano de deformação no plano xy desde que e, 0. 


Figura 10.2 


10.2 Equações gerais de 
transformação no plano 
de deformação 


Na análise do estado plano de deformação, é im- 
portante estabelecer equações de transformação que 
possam ser usadas para determinar as componentes x”, 
y' da deformação normal e daquela por cisalhamento 
em um ponto, desde que as componentes x, y da de- 
formação sejam conhecidas. Em essência, esse é um 
problema de geometria e requer relacionar as defor- 
mações e rotações de segmentos de reta diferenciais 
que representam os lados de elementos diferenciais 
paralelos a cada conjunto de eixos. 


Convenção de sinal. Antes de desenvolver as 
equações de transformação da deformação, é preciso 
definir uma convenção de sinal para as deformações. 
Essa convenção é a mesma estabelecida na Seção 2.2 e 
será definida novamente aqui para a condição de esta- 
do plano de deformação. Com referência ao elemento 
diferencial mostrado na Figura 10,3a, as deformações 
normais e e e, serão positivas, se provocarem alon- 
gamento ao longo dos eixos x e y, respectivamente, e 
aquelas por cisalhamento y, w Serão positivas, se O ângu- 
lo interno AÓB ficar menor que 90º. Essa convenção 
de sinal também segue a correspondente usada para 
o estado plano de tensão (Figura 9.5a), isto é, o,,o o 
Ty Positivas provocarão deformação no elemento nas 
direções Ev 4 Yy positivas, respectivamente. 

Aqui, o problema será determinar, em um ponto, 
as deformações normais e de cisalhamento e, Es Vo 
medidas em relação aos eixos x' e y”, se conhecermos 


+86 


(b) 


Convenção de sinal positivo 


Figura 10.3 


Ea medidas em relação aos eixos x,y. Se o ângulo 
entre os eixos x e x' for 6 então, assim como ocorre 
com o estado plano de tensão, O será positivo, contanto 
que siga a curvatura dos dedos da mão direita, isto é, 
sentido anti-horário, como mostra a Figura 10.3b, 


Deformações normal e por cisalhamento. 
Para desenvolver a equação de transformação da de- 
formação e determinar e, temos de determinar o alon- 
gamento de um segmento de reta dx' que se encontra 
ao longo do eixo x' e está sujeito às componentes da 
deformação e,, EV Como mostra a Figura 10,4a, as 
componentes da reta dx' ao longo dos eixos x e y são 


dx = dx' cos 
(10.1) 


dy = dx' senô 
Quando ocorre a deformação normal positiva €, 
(Figura 10.4b), a reta dx sofre um alongamento € dy, 
o que provoca um alongamento e dx cos 0 na reta dx". 
Do mesmo modo, quando ocorre e, (Figura 10.4c), à 
reta dy sofre um alongamento “dy o que provoca UM 
alongamento e dy sen 9 na reta dx”. Por fim, conside- 
rando que dx permaneça fixa na posição, a defor mação 
por cisalhamento y, pqueéa mudança no ângulo entre 
dx e dy, provoca o deslocamento Yody para a direi: 
ta da extremidade da reta dy, como mostra a Figitê 
10.4d. Isso acarreta o alongamento 7, dy cos 9 na retá 
dx'. Se esses três alongamentos forem somados, o alon- 
gamento resultante de dx' será 


ôx' = e-dx cos0 + ey dy sen6 + Yx dy cos 


Pela Equação 2.2, a deformação normal ao longo 


4 sr 7 ' m 
da reta dx é e, = ôx'/dx'. Portanto, usando a Equação 


e, Cos? 0 + €y sen? 0 + yxy Sen cos O (10.2) 


A equação de transformação da deformação para 
determinar 7, pode ser desenvolvida considerando-se 
a quantidade de rotação que cada um dos segmentos de 
“reta dx' e dy' sofre quando submetido às componentes 
a deformação €,, €, Y,,- Em primeiro lugar, considera- 
emos a rotação de dx", definida pelo ângulo em sentido 
anti-horário « mostrado na Figura 10.4e. Esse ângulo 
pode ser determinado pelo deslocamento 6y' pela ex- 
pressão a = ôy'/dx'. Para obter ôy', considere as três 
componentes do deslocamento seguintes que agem na 
direção y':uma de e , que dá —e dx sen 0 (Figura 10.4b); 
uma outra de e, que dá e,dy cos 6 (Figura 10,4c); e a 
última de y,, que dá —y,,dy sen 0 (Figura 10.4d). Assim, 
ôy , provocada pelas três componentes da deformação, é 


ôy' = —ey dxsenô0 + ey dycos0 — y,y dy senô 


Pela Equação 10.1, com « = 6y'/dx', temos 


a =(—e; + 65) send cos6 — Y,y sen? 0 (10.3) 


Antes da deformação 


(a) 


Yxy 
Yydy Yady coso 


oi E Vatly send 


; | 
dyi /dy | 
am dx I 

/ o ) 


dx 


Deformação por cisalhamento y,, 


(d) 


T esdxcoso Ls 
dx 


Deformação normal e, 


(b) 
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Como mostra a Figura 10.4e, a reta dy' sofre uma 
rotação de 8. Podemos determinar esse ângulo por 
uma análise semelhante ou simplesmente substituindo 
6 por 6 + 90º na Equação 10.3. Usando as identidades 
sen(6 + 90º) = cos 8, cos(6 + 90º) = —sen 0, temos 


B = (—e; + ey) sen (9 + 90º) cos(6 + 90º) 


E senZ(9 + 90º) 


—(—€; + e,) cos6 sen 6 — Yx cos? 8 


Visto que « e 8 representam a rotação dos lados 
dx' e dy' de um elemento diferencial cujos lados es- 
tavam originalmente orientados ao longo dos eixos x' 
e y' e que 8 está na direção oposta de a, Figura 10.4e, 
então o elemento está sujeito a uma deformação por 
cisalhamento de 


Yyy=a-—B=-2e, — ey) sen cos6 


+ Yxy(cos? — sen? 6) (10.4) 

Usando as identidades trigonométricas sen 29 = 
2 sen 6 cos 8, cos? 0 = (1 + cos 290)/2 e sen? 8 + cos? 
6 = 1, podemos rescrever as equações 10.2 e 10.4 na 
forma final 


+ 


í 
ca 
Lo4 9 dx 
Voa 


a] 9 XxX 


elx , ey seng 


Deformação normal e, 


(c) 


Figura 10.4 
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ae 


“e 
: dx' 
edi x 
Deformação normal positiva, e: 


(a) 


Deformação por cisalhamento positiva, yy 


(b) 


Figura. 10.5 


Ex — E 


Yo 
>. cos 20 + — sen 20 (10.5) 


2 2 2 


— € 

= (E5*) sen 29 + “Ecos 20 (10.6) 

Essas equações de transformação da deformação 
dão a deformação normal e, na direção x' e a defor- 
mação por cisalhamento Ye , de um elemento orien- 
tado a um ângulo 0, como mostra a Figura 10.5. De 
acordo com a convenção de sinal estabelecida, se e, 
é positiva, o elemento alonga-se na direção de x' po- 
sitivo (Figura 10.5a) e, se y,., é positiva, o elemento 
deforma-se como mostra a Figura 10.5b. Observe que 
essas deformações ocorrem como se a tensão normal 
positiva o, e a de cisalhamento positiva 7 E” agissem 
sobre o elemento. 

A deformação normal na direção y', se exigida, 
pode ser obtida pela Equação 10.5 com a simples subs- 
tituição de 6 por (9 + 90º). O resultado é 


Ex te Ex E Y: 
ey = a E “cos 29 — >sen 20 


(10.7) 


Devemos notar a semelhança entre as equações 
10.5, 10.6 e 10.7 e as utilizadas na transformação no es- 
tado plano de tensão, equações 9.1, 9.2 e 9.3. Por com- 
paração, 0, ,0,,0,.,0, correspondem a €,,€,,€,,€,;€ 
Ts a correspondem é ay, 3/2, Pu y!2. 


ERR principais. Como ocorreu com 
a tensão, a orientação de um elemento em um ponto 
pode ser determinada de modo tal que a deformação 
do elemento seja representada por deformações nor- 
mais, sem nenhuma por cisalhamento. Quando isso 


ocorre, as deformações normais são denominadas 
deformações principais e, se o material for isotrópico, 
os eixos ao longo dos quais essas deformações ocor- 
rem coincidirão com os eixos que definem os planos 
da tensão principal. 

Pelas equações 9.4 e 9.5 e pela correspondência já 
mencionada entre tensão e deformação, a direção do 
eixo e os dois valores das deformações principais «, e 
e, são determinados por 


Yx 
tg20, = ” 


so (Lo qoo 
(5) (7) cm 


Deformação por cisalhamento máxima no 
plano. Pelas equações 9.6, 9.7 e 9.8, a direção do 
eixo e a deformação por cisalhamento máxima no pla- 
no e a deformação normal média associada são deter- 
minadas pelas seguintes equações: 


€; — € 
RR, 
Yxy 
Vino ExT € E Yxy 2 
= TE 1 
» 5 5 (10.11) 


(10.8) 


ex te 
€1,2 = o 
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e) sen 20 + “cos 20 

Um elemento diferencial de material em um ponto está su- 

— jeito aum estado plano de deformação dado por e = 500(10"º), 500 — (300) 
“e = -300(109), y,, = 200(1079), que tende a distorcer o ele- = | 

mento como mostra a Figura 10.6. Determine as deformações 

equivalentes que agem sobre um elemento orientado no ponto 

a 30º no sentido horário em relação à posição original. 4 200(1079) 


5 [00 sen [2(—30º)] 


cos[2(—30º)] 


2 
* SOLUÇÃO 
o Yey = 793(10% 
As equações 10.5 e 10.6 de transformação da deformação se- agi Resposty 
rão usadas para resolver o problema. Visto que 0 é positivo em E da don . 
“sentido anti-horário, para esse problema 6 = —30º. Portanto, A deformação na direção y' pode ser obtida pela Equa- 
a acl ção 10.7 com 6 = —30º. Todavia, também podemos obter E, 
= RR NONC Is o pela Equação 10.5 com 6 = 609 = —30º + 90º) (Figura 
2 2 10.6b). Substituindo e,, por E,» temos 
500 + (—300) E ex+e E — e y 
= O Io o) Ey = á Z À quo 2 > cos 28 + = sen 28 
500 — (—300) ; 
+ |—> > > | (10º) cos(2(—30º)) 500 + (—300) é 
2 = |—>—>———+ (10º) 
2 
200(107*) a 
+ 2 sen (2(—30 )) 500 — (=300) 
+ E aos cos[2(60º)] 
ev = 213(10*) Resposta 


Figura 10.6 
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200(10*) 
+ sen[2(60º)] 


E -6 
ey = —13,4(10º) Resposta 


Esses resultados tendem a distorcer o elemento como mos- 
tra a Figura 10.6c. 


| EXEMPLO 10.2 


Um elemento diferencial de material em um ponto 
está sujeito a um estado plano de deformação definido por 
e, = —350(10"%), e, = 200(1079), y,, = 80(1079), que tende 
a distorcer o elemento como mostra a Figura 10.7a. Deter- 
mine as deformações principais no ponto e a orientação do 


elemento associada. 


x 
(b) 
Figura 10.7 
SOLUÇÃO 
Orientação do elemento. Pela Equação 10.8 temos 


Ex e 
E 80(10) 
(350 — 200)(10) 


Assim, 26, = 
que 


-8,28º e —8,28º + 180º = 171,72º, de modo 


0, = —4,14º e 85,9º Resposta 


Cada um desses ângulos é positivo se medido no sentido 
anti-horário, do eixo x para as normais dirigidas para fora 
em cada face do elemento (Figura 10.7b). 


Deformações principais. As deformações principais são 
determinadas pela Equação 10.9. Temos 


(—350 + 200)(107%) 
ERR TE 


EEE) foos 


= —75,0(10%) + 277,9(107º) 


e =203(10*) e =353(10*) Resposta 


Podemos determinar qual dessas duas deformações distor- 
ce o elemento na direção x' aplicando a Equação 10.5 com 
0 = —4,/14º. Assim, 


ev + €y Ex — & Yxy 
cos 20 + —sen 20 


RRLT|S da SAS 2 
—350 + 200 
(EE 
2 
—350 — 20 
E ED) ng cos 2(-4,14º) 
80(10$) 
= sen 2(—4,14º) 


ev = —353(10*) 


Por consequência, e, = e,. Quando sujeito às deformações 
principais, o elemento é distorcido, como mostra a Figura 
10.7b. 

O creo 


m elemento diferencial de material em um ponto 
(á sujeito a um estado plano de deformação definido por 

-350(10-9), e, = 200(10"9, y,, = 80(10"9), que tende 
torcer o elemento como mostra a Figura 10.84. Deter- 
rmação por cisalhamento máxima no plano no 


ne a defo 
o ntação do elemento associada. 


nto e a orie 


LUÇÃO 
entação do elemento. Pela Equação 10.10 temos 


9). 
tg20, = — Ya = 


a m,20, = 81,72º e 81,72º + 180º = 261,72º, de modo que 


(-350 — 200)(109) 
80(10%) 


0, = 40,9º e 131º 


serve que essa orientação está a 45º em relação à mostra- 


formação por cisalhamento máxima no plano. Apli- 
cando à Equação 10.11, obtemos 


JET 
VE Er 


Dão ma Ss6(1079) 


Resposta 


O sinal adequado de %,,, no piano POde ser obtido pela aplica- 
ção da Equação 10.6 com 6, = 40,9º. Temos 


Yxy Ex & Yxy 
= sen 20 + —cos 26 
2 2 2 


z (8 — 200 


i x 107) sen 2(40,9º) 


ed 
O Al 
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80(10*) 
+ ar Aos 2(40,9º) 


Yey = 556(1079) 


Assim, Yqáx no plano tende a distorcer o elemento de modo que 
o ângulo reto entre dx' e dy' diminui (convenção de sinal 
positivo) (Figura 10.8b). 


Além disso, há deformações normais médias associadas impos- 
tas ao elemento que são determinadas pela Equação 10.12: 


ex + €y —350 + 200 
Eméd 2 e 2 


(10%) = —75(107) 


Essas deformações tendem a provocar contração no elemen- 
to (Figura 10.8b). 


“10.3 Círculo de Mohr — plano 
de deformação 


Visto que as equações de transformação do esta- 
do plano de deformação são matematicamente se- 
melhantes às de transformação do estado plano de 
tensão, também podemos resolver problemas que 
envolvem a transformação da deformação usando o 
círculo de Mohr. Essa abordagem tem a vantagem 
de possibilitar a visualização gráfica da variação das 
componentes das deformações normal e por cisalha- 
mento em um ponto de uma orientação do elemento 
para outra. 

Como no caso da tensão, o parâmetro 6 nas equa- 
ções 10.5 e 10.6 pode ser eliminado e o resultado, res- 
crito na forma 


(b) 


Figura 10.8 
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(ev — Eméa)? + — e R 
(10.13) 
onde E 
Ex te, 
Eméd 2 


Ex €y 2 (=) 
= + 
E ( 2 ) 2 
A Equação 10.13 representa a equação do círculo 


de Mohr para deformação, com centro sobre o eixo e Figura 10.9 
no ponto C(e .,0)eraio R. 


méd” 


“O procedimento para traçar o círculo de Mohr para deformação é o mesmo definido para ensão. 


Construção do círculo 
Defina um sistema de coordenadas tal que a abscissa free a o normal E Rosa para a o ea 


loc: izado sobre fo) eixo. e a uma distância e nas (e, te y)/2 da origem Go 10. 9). 
de referência À cujas coordenadas são Ale, Yw/2)- Esse ponto representa o caso no qualo o eixo x 
ir Daí, 9 = 0º So 10. o : 


orientação. do Dléiio à sobre o qual e, age pode ser determinada pelo círculo calculando 20, por trigonometria. 
qui, esse ângulo é medido em sentido anti-horário da linha de referência radial CA até a linha CB, Figura 10.104. 
' Lembre-se de que a rotação de 0, deve ser na mesma direção, do eixo x de referência do elemento até o eixo x, 
Figura 10.10b' | 
* Quando e, é e, são indicadas como positivas, como na Figura 10.10a, o elemento na F gura 10.10b se alongará nas 
direções XY e y' como mostra O contorno tracejado. 


Deformação por cisalhamento máxima no plano 


e À deformação normal média e a metade da deformação por cisalhamento máxima no plano são deteriilhadas pelo 
círculo como as coordenadas dos pontos E e F (Figura 10.10a). 


À orientação do plano no qual Pr, € Ea gem pode ser determinada pelo círculo calculando 2.9,, por trigonome- 
tria. Aqui, esse ângulo é medido em sentido horário da linha de referência radial CA até a linha CE (Figura 10.108). 
Lembre-se de que a rotação de 0, deve ser na m sma qua, do eixo x de referência do elemento até o eixo x! 
(Figura | 10, 10c). 


Deformações em plano. arbitrário 


* As componentes da deformação 1 normale por cisalhamento e .e Ya para um plano especifico a. a um ângulo (Figura 10.100), 
podem ser obtidas pelo círculo usando trigonometria pata de as coordenadas do ponto P (Figura 10.108). 

* Para localizar P, O ângulo conhecido 8 do eixo x' é medido no círculo como 20. Essa medição é feita da linha de 
Teferência radial CÁ até a li adial e Lembre-se de « $ E de 20 no o devem estar na mesma 
direção de 0 para o eixo x. 

e Se for necessário, o valor de e, ode ser detesminad 
“linha CQ encontra-se a 180º de CP e, por isso, so 


orieitação 6 do plano. 


Figura 10.10 


EXEMPLO 10.4 


' O estado plano de deformação em um ponto é repre- 
sentado pelas componentes e, = 250(10"%), e, = —150(107º) 
E Yo 120(10"9). Determine as deformações principais e a 
Orientação do elemento. 
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o as 


(b) 
Figura 10.11 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. Oseixos ee y/2 estão definidos na 
Figura 10.11a. Lembre-se de que o eixo positivo y/2 deve es- 
tar dirigido para baixo, de modo que as rotações em sentido 
anti-horário do elemento correspondam à rotação em senti- 
do anti-horário ao redor do círculo e vice-versa. O centro do 
círculo C está localizado sobre o eixo e em 


250 + (—150 
Eméd= ( (105) = 50(109) 


Visto que 7,/2 = 60(107º), as coordenadas do ponto de 
referência A(6 = 0º) são A[250(107*)], 60(107%)2]. Pelo tri- 
ângulo sombreado na Figura 10.11a,o raio do círculo é CA, 
isto é, 


R = [N'(250 — 50)? + (60)2](10%) = 208,8(107%) 


Deformações principais. As coordenadas e dos pontos B 
e D representam as deformações principais. Elas são: 
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(a) (b) é 
Figura 10.12 
e, = (50 + 208,8)(1079) = 259(107%) Resposta (Puxa 
DR = 208,8(1079) 
e, = (50 — 208,8)(10-6) = —159(10-º) | Resposta 


A direção da deformação principal positiva e, é definida 
pelo ângulo 20,, em sentido anti-horário medido da linha de 
referência radial CA até a linha CB. Temos 


60 
(250 — 50) 
Bp, = 835º 


tg20,, = 


Resposta 


Por consequência, o lado dx” do elemento está orientado a 
8,35º em sentido anti-horário, como mostra a Figura 10.11b. 
Isso define também a direção de e,. À deformação do ele- 
mento também é mostrada na figura. 


EXEMPLO 10,5 


O estado plano de deformação em um ponto é repre- 
sentado pelas componentes e = 250(107%), e, => 15001054) 
E 120(10%). Determine as deformações por cisalha- 
mento máximas no plano e a orientação do elemento. 


SOLUÇÃO 


O círculo foi definido no exemplo anterior e mostrado na 
Figura 10.12a. 


Deformação por cisalhamento máxima no plano. Me- 
tade da deformação por cisalhamento máxima no plano e 
a deformação normal média são representadas pelas coor- 
denadas do ponto E ou F no círculo. Pelas coordenadas do 
ponto E, 


(Pr) tsano — 418109) 


sa= 50(10* 
Sus ( Resposta 


Para orientar o elemento, podemos determinar o ângulo em 
sentido horário 26,, pelo círculo. 


20,, = 90º — 2(8,35º) 


9, = 36,7º 
Resposta 


Esse ângulo é mostrado na Figura 10.12b. Visto que a defor- 
mação por cisalhamento definida pelo ponto E no círculo 
tem valor positivo e a deformação normal média também é 
positiva, a tensão de cisalhamento positiva e a tensão normal 
média positiva correspondentes deformam o elemento até a 
forma tracejada delineada na figura. 


— emos 


EXEMPLO 10.6 


O estado plano de deformação em um ponto é fe- 
presentado sobre um elemento que tem as componentes 
e, = —300(10"%), e, = —100(10"9), E Am 100(10-%). Determi- 


ne o estado de deformação em um elemento orientado à 20 
em sentido horário em relação a essa posição informada. 


SOLUÇÃO 


Construção do círculo. Os eixos e e y/2 estão definido” 
na Figura 10.134. O centro do círculo encontra-se sobre 
eixo eem 


—300 — 100). E 
Ema (20-10 ao 6) = —200(105) 


As coordenadas do ponto de referência A são A[—300(10-º), 
50(1079)]. O raio CA determinado pelo triângulo sombreado 
é portanto, 


= [/(300 — 200)? + (50)2[(10%) = 111,8(1075) 


'Deformações sobre elemento inclinado. Como o ele- 
“mento deve ser orientado a 20º em sentido horário, temos de 
“definir um linha radial CP, 2(20º) = 40º em sentido horário, 
medida de CA (6 = 0º) (Figura 10.13a). As coordenadas do 
ponto P (€,., Y,.,/2) são obtidas pela geometria do círculo. 
Observe que 


= 50 
+ =tg E — 200) 


| 26,57º, 


p = 40º — 26,57º = 13,43º 


ev = —(200 + 111,8 cos 13,43º)(109) 


= —309(10*) Resposta 
Yey -6 

= —(111,8 sen 13,439(1079) 
à É da —52,0(10º) Resposta 


A deformação normal E, pode ser determinada pela coorde- 
fiada e do ponto Q no círculo (Figura 10.13a). Por quê? 


= —(200 — 111,8 cos 13,43º)(10-5) = —91,3(1076) 
Resposta 


e (1076) 
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(b) 


Figura 10.13 


Como resultado dessas deformações, o elemento deforma-se 
em relação aos eixos x',y', como mostra a Figura 10.13b. 


PROBLEMAS 


10.1. Prove que a soma das deformações normais nas dire- 
ções perpendiculares é constante. 


10.2. As componentes do estado plano de deformação no 
ponto da aba da bequilha são e, = —400(107º), €,= 860(1076) 
Eta 375(10"*). Use as equações de transformação da de- 
formação para determinar as deformações equivalentes no 
plano sobre um elemento orientado a um ângulo de 6 = 30º 
em sentido anti-horário em relação à posição original. Trace 
um esboço do elemento deformado devido a essas deforma- 
ções dentro do plano x—y. 


Problema 10.2 


10.3. As componentes do estado plano de deformação no 
ponto sobre a aba do pino são e, = 200(10"º), e, = 180(1075) 
e Y, = —300(10"%). Use as equações de transformação da 
deformação e determine as deformações equivalentes no 
planosobre um elemento orientado a um ângulo 8 = 60º em 
sentido anti-horário em relação à posição original. Trace um 
esboço do elemento distorcido devido a essas deformações 
no plano x—y. 
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“10.4. Resolva o Problema 10.3 para um elemento orienta- 
do a um ângulo 6 = 30ºem sentido horário. 


Problemas 10.3/4 


10.5. Devido à carga P, as componentes do estado plano 
de deformação no ponto do suporte são e, = 500(10-%), 
e, = 350(10"º) e y,, = —430(107º). Use as equações de trans- 
formação da deformação para determinar as deformações 
equivalentes no plano sobre um elemento orientado a um 
ângulo de 6 = 30º em sentido horário em relação à posição 
original. Trace um esboço do elemento distorcido devido a 
essas deformações no plano x—y. 


Problema 10.5 


10.6. As componentes do estado plano de deformação no 
ponto sobre uma chave são e, = 120(10"%),e, = —180(107%), 
Yo = 150(10%). Use as equações de transformação da de- 
formação para determinar (a) as deformações principais no 
plano e (b) a deformação por cisalhamento máxima no plano 
e a deformação normal média. Em cada caso, especifique a 
orientação do elemento e mostre como as deformações dis- 
torcem o elemento no plano x—y. 


10.7. As componentes do estado plano de deformação 
no ponto sobre o dente da engrenagem são e = 850(1075), 
e, = 480(10" Je Yo — 650(107 9). Use as equações de trans- 
formação da deformação para determinar (a) as deforma- 
ções principais no plano e (b) a deformação por cisalha- 
mento máxima no plano e a deformação normal média. 
Em cada caso, especifique a orientação do elemento e 
mostre como as deformações distorcem o elemento no 
plano x—y. 


Problema 10.7 


“10.8. As componentes do estado plano de deformação 
no ponto sobre o dente da engrenagem são e = 520(10-9) 
e —760(109),7y,, = —750(10-º). Use as equações de trans- 
formação da deformação para determinar (a) as deforma- 
ções principais no plano e (b) a deformação por cisalhamen- 
to máxima no plano e a deformação normal média. Em cada 
caso, especifique a orientação do elemento e mostre como as 
deformações distorcem o elemento no plano x—y. 


E) 


Problema 10.8 


10.9. As componentes do estado plano de deforma- 
ção no ponto sobre a chave de porca são e = 260(10" 5, 
e, = 320(107%) e y,, = 180(107%). Use as equações de trans- 
formação da deformação para determinar (a) as deformações 
principais no plano e (b) a deformação por cisalhamento má- 
xima no plano e a deformação normal média. Em cada caso, 
especifique a orientação do elemento e mostre como as de- 
formações distorcem o elemento no plano xy. 


Problema 10.9 


0.10. As componentes do estado plano de deformação no 
braço são €, = 250(10%),e, = =450(10"*) o as —825(1079). 
Use as equações de transformação da deformação para 
determinar (a) as deformações principais no plano e (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano e a defor- 
mação normal média. Em cada caso, especifique a orientação 
o elemento e mostre como as deformações distorcem o ele- 


mento no plano X-). 


Problema 10.10 


1011. As componentes do estado plano de deforma- 
ção no ponto sobre a pá do ventilador são e, = 250(107º), 
= -450(10º) e y,, = —825(107%). Use as equações de 
“transformação da deformação para determinar (a) as defor- 
mações principais no plano e (b) a deformação por cisalha- 
mento máxima no plano e a deformação normal média. Em 
cada caso, especifique a orientação do elemento e mostre 
tomo as deformações distorcem o elemento no plano x—y. 


Problema 10.11 


10,12. Um extensômetro está montado no eixo de aço A- 
"36 de 25 mm de diâmetro como mostra a figura. Quando o 
“eixo está girando a uma velocidade angular w = 1.760 rev/ 
“min e usando um anel corrediço, a leitura no extensômetro 
“€e = 800(10-º). Determine a potência de saída do motor. 
“Considere que o eixo está sujeito somente a um torque. 


Problema 10.12 
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10.13. As componentes do estado plano de deformação no 
ponto sobre o suporte são e, = 350(107%), e, = 400(107%) e 
à aa —675(107%). Use as equações de transformação da de- 
formação para determinar (a) as deformações principais no 
planoe (b) a deformação por cisalhamento máxima no plano 
e a deformação normal média. Em cada caso, especifique a 
orientação do elemento e mostre como as deformações dis- 
torcem o elemento no plano x—y. 


Problema 10.13 


10.14. Considere o caso geral de deformação plana no qual, 
€, e y, São conhecidas. Escreva um código computacional que 
possa ser usado para determinar a deformação normal e a 
deformação por cisalhamento, e, e y,.,,no plano de um ele- 
mento orientado de 8 em relação à horizontal. Calcule tam- 
bém as deformações principais e a orientação do elemento 
e a deformação por cisalhamento máxima no plano, a defor- 
mação normal média e a orientação do elemento. 


10.15. 
“10.16. 
10.17. 
10.18. 
10.19. 
“10.20. 
10.21. 
10.22. 


Resolva o Problema 10.2 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.4 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.3 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.5 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.6 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.8 usando o círculo de Mohr. 
Resolva o Problema 10.7 usando o círculo de Mohr. 


Resolva o Problema 10.9 usando o círculo de Mohr. 


“10.4 Deformação por 
cisalhamento máxima 
absoluta 


Na Seção 9.7, salientamos que o estado de tensão 
em um ponto pode ser representado em três dimen- 
sões por elemento orientado em uma direção especí- 
fica, tal que fique sujeito apenas a tensões principais 
que tenham valores máximo, intermediário e mínimo, 
o .,0, eo... Essas tensões submetem o material a 

máx int min 
Et E Em Além 
mín 


deformações principais associadas e |, 
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disso, se o material for homogêneo e também isotró- 
pico, o elemento não estará sujeito a deformações por 
cisalhamento, visto que a tensão de cisalhamento nos 
planos principais é nula. 

Considere que as três deformações principais pro- 
vocam alongamentos ao longo dos eixos x', )' e z', 
como mostra a Figura 10.14a. Se virmos o elemento em 
duas dimensões, isto é, nos planos x'-y', x'-z' e y'-z' 
(figuras 10.14b, 10.14c e 10.14d), poderemos usar o cír- 
culo de Mohr para determinar a deformação por cisa- 
lhamento máxima no plano para cada caso. Por exem- 
plo, vendo o elemento no plano x'-y' (Figura 10.14b), 
o diâmetro do círculo de Mohr estende-se entre e, .. 
e €,, (Figura 10.14e). Esse círculo dá as componentes 
normal e de deformação por cisalhamento em cada 
elemento orientado em torno do eixo z'. Da mesma 
forma, os círculos de Mohr para cada elemento orien- 
tado em torno dos eixos y' e x' também são mostradas 
na Figura 10.14e. 

Por esses três círculos, podemos ver que a defor- 
mação por cisalhamento máxima absoluta é deter- 
minada pelo círculo que tem o maior raio. Ela ocorre 
no elemento orientado a 45º em torno do eixo y' em 
relação ao elemento mostrado em sua posição original 
(Figura 10.14a ou 10.14c). Por essa condição, 


Ymix = Emáx  Emín (10 14) 
e 
— Emáx É Emin 
FRRRÁ SIDES qa Seo (1015) 


Deformação plana. Como no caso do estado 
plano de tensão, a análise anterior tem importante im- 
plicação quando o material está sujeito a um estado 
plano de deformação, em especial quando as defor- 
mações principais têm o mesmo sinal, isto é ambas 
provocam alongamento ou contração. Por exemplo, se 
as deformações principais no plano forem e, ee, 
enquanto a deformação principal fora do plano for 
Em + O (Figura 10.15a), os círculos de Mohr que des- 
crevem as componentes normal e de deformação por 
cisalhamento para elementos orientados em torno dos 
eixos x',y' e z' são mostrados na Figura 10.15b. Por 
inspeção, o maior círculo tem raio R = (%....) 4/2. Por 
consequência, 
Yoás = (Yrz' máx = Emáx 
abs 

Esse valor representa a deformação por cisalha- 

mento máxima absoluta para o material. Observe que 


, 


(1 + Emindz! 


x 


(1 + ema)dx 


(1 + En)dy : 


[DO e) 


é (1 + enddy' 


54 


(1 + enádx (1 + emind? 


(1 + emg)da! 
(b) (c) 


Figura 10.14 


x + enddy' >< + emada! 


x'—y' deformação no plano 


(a) 


x“ + enn)dy” és Emá)dx” 
x'—y' deformação no plano 


(a) 


ela é maior do que a deformação por cisalhamento 
máxima no plano, que é (Y,, máx = Eméx T Eine 

Por outro lado, se uma das deformações principais 
no plano tiver sinal contrário ao da outra deformação 
principal, então e |, causará alongamento, e. provo- 
cará contração e a deformação principal fora do plano 
será e = O (Figura 10.16). Os círculos de Mohr que 
descrevem as deformações para cada orientação do 
lemento em torno dos eixos x”, y' e z' são mostrados 
ha Figura 10.16b. Nesse caso, 
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a) 
(Yrz)máx 
2 


9|S 


(b) 


Figura 10.15 


Figura 10.16 


Ymáx = (Yxry máx = Emáx ” Emin 
abs 

Portanto, podemos resumir esses dois pontos da 
seguinte maneira: se ambas as deformações principais 
no plano tiverem o mesmo sinal, a deformação por ci- 
salhamento máxima absoluta ocorrerá fora do plano e . 
terá um valor y .., = € ,. Todavia, se as deformações 
REED A k máxabs . máx . À 
principais no plano tiverem sinais opostos, a deforma- 
ção por cisalhamento máxima absoluta será igual à de- 


formação por cisalhamento máxima no plano. 


PONTOS IMPORTANTES 


Salhamento máxima absoluta. 


O estado plano de deformação em um ponto é represen- 
tado pelas componentes da deformação e, = —400(107%), 
8 = 200(10-5), Yo = 150(107%). Determine a deformação 
Por cisalhamento máxima no plano e a deformação por ci- 


SOLUÇÃO 


Deformação máxima no plano. Resolveremos esse pro- 
blema usando o círculo de Mohr. Pelas componentes da de- 
formação, o centro do círculo encontra-se sobre o eixo e em 


—400 + 200 
méd 53 


(109) = —100(107) 
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e(107) 


(ey max 


no plano 
2 
400 


LATO 
2 (1055) 
Figura 10.17 


Como y, a = 75(10-%), as coordenadas do ponto de refe- 
rência são A[—400(10-*), 75(107-)?]. Como mostra a Figura 
10.17,o raio do círculo é, portanto, 


R = [V(400 — 100)? + (75](10%) = 309(1079) 


Calculando as deformações principais no plano, temos 


Emáx = (100 + 309)(10*) = 209(1079) 

Emín = (—100 — 309)(107%) = —409(107*) 
Pelo círculo, a deformação por cisalhamento máxima no plano é 
= Emáx — Emíin = [209 — (—409)](107) = 618(1079) 


Ymáx 
no plano 


Resposta 


Deformação por cisalhamento máxima absoluta. Pe- 
los resultados acima, temos e, = 209(109),e | = 0,€ = 
—409(10-º). Os três gráficos dos círculos de Mohr traçados 
para as orientações do elemento em torno de cada um dos 
eixos x”, y',z', também são mostrados na Figura 10.17. Ob- 
servamos que, uma vez que as deformações principais no 
plano têm sinais opostos, a deformação por cisalhamen- 
to máxima no plano também é a deformação por cisalhamento 
máxima absoluta; isto é, 


= —6 
Vanáx 618(10*) Resposta 


10.5 Rosetas de deformação 


Na Seção 3.1, mencionamos que a deformação nor- 
mal em um corpo de prova de tração pode ser medida 
com a utilização de um extensômetro de resistência 
elétrica, que consiste em uma grade de filamentos ou 
um pedaço de lâmina de metal ligado ao corpo de pro- 
va. Todavia, no caso de uma carga geral aplicada a um 
corpo, as deformações normais em um ponto sobre sua 
superfície são frequentemente determinadas por meio 


de um conjunto de três extensômetros de resistência 
elétrica agrupados conforme um padrão específico, 
Esse padrão é denominado roseta de deformação o 
roseta e, uma vez tomadas as leituras dos três extensó. 
metros, os dados podem ser usados para especificar o 
estado de deformação no ponto. Entretanto, devemos 
observar que essas deformações são medidas somente 
no plano dos extensômetros e, visto que a superfície do 
corpo está livre de tensão, os extensômetros podem ser 
submetidos ao estado plano de tensão, mas não ao esta- 
do plano de deformação. Nesse sentido, a reta normal 
à superfície livre é um eixo principal de deformação 
e, portanto, a deformação principal normal ao longo 
desse eixo não é medida pela roseta de deformação. 
Aqui, o importante é que o deslocamento fora do pla- 
no causado por essa deformação principal não afetará 
as medições dos extensômetros no plano. 

No caso geral, os eixos dos três extensômetros são 
posicionados segundo os ângulos 6,0, , 6,.como mos- 
tra a Figura 10.18a. Se tomarmos as Teituras de e nen 
poderemos determinar as componentes da deforma- 
ção €,,€, + Yy NO ponto aplicando a equação de trans- 
formação da deformação (Equação 10.2) para cada 
extensômetro. Temos 


Ea = € cos” 0a + €y sen? 0a + Yxy Senda cos 04 
ep = e, cos” 6, + €, sen? 9 + Yxy Send, cos 9 (10.16) 


Ec = €y cos” 0 + e, sen? 0. + Yxy Send, cos 9, 

Os valores de e, » Ep Yo SÃO determinados resolven- 
do-se as três equações simultaneamente. 

Em geral, as rosetas de deformação são posiciona- 
das a 45º ou a 60º, No caso da roseta de deformação a 
45º ou retangular" mostrada na Figura 10.18b, 6, = 0º, 
9, = 45º,8, = 90º, de modo que a Equação 10.16 dá 


Ex = € 
y=€ 
Yxy = 2e, — (eg +eç) 


E, no caso da roseta a 60º na Figura 10.18c, 6, = 0º, 
9, = 60º,0, = 120º. Aqui, a Equação 10.16 dá 


Ex a Ea 
e, = a(2e, +2€-— €4) (10.17) 
2 


Uma vez determinadas €,, e, €,, as equações de 
transformação da Seção 10. 2 ou o círculo de Molt 
podem ser usados para determinar as deformações 
principais no plano e a deformação por cisalhamento 
máxima no plano no ponto. 


[A “ 
A NB 
x 
x 
(a) roseta de deformação a 45º 
(b) 
c 
b 
60º 
x 


roseta de deformação a 60º 


(c) 


Fig. 10.18 


O 10.6 


O estado de deformação no ponto A sobre o suporte na 
Figura 10.19a é medido por meio da roseta de deformação 
mostrada na Figura 10.19b. Devido às cargas aplicadas, as 
leituras dos extensômetros dão e, = 60(107º), e, = 135(1076) 
e €, = 264(10-%). Determine as deformações principais no 
plano no ponto e as direções nas quais elas agem. 


“SOLUÇÃO 


Usaremos a Equação 10.16 para a solução. Definindo um 
eixo x como mostra a Figura 10.19b e medindo os ângulos 
em sentido anti-horário do eixo +x até as linhas centrais de 
tada extensômetro, temos 9, = 0º,0, = 60º e 6, = 120º. Subs- 
tiluindo esses resultados e os dados do problema na Equa- 
ção 10.16, obtemos 


= excos?0º + essen?0º + yysen0º cos0 (1) 
=e, 


ex cos? 60º + ey sen? 60º + y, sen 60º cos 60º 
0,25€, + 0,756, + 0,433%,y (2) 


264(10%) = e, cos? 120º + e, sen? 120º + y, sen 120º cos 120 
= 0,25, + 0,75€, — 0,433y+ (3) 


Pela Equação 1 e resolvendo as equações 2 e 3 simultanea- 
mente, obtemos 
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(d) 
“Figura 10,19 


ex =60(10º)  e,=246(10%) ye = —149(10*) 
Esses mesmos resultados também podem ser obtidos de ma- 
neira mais direta pela Equação 10.17. 


As deformações principais no plano podem ser determi- 
nadas pelo círculo de Mohr. O ponto de referência no círculo 
está em A[(60(10-%), —74,5(10-%)?] e o centro do círculo, 
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C, encontra-se sobre o eixo e em e ., = 153(10-º) (Figura 
10.19c). Pelo triângulo sombreado, o raio é 


R = [V(153 — 60)? + (74,52](109) = 119,1(1075) 


Assim, as deformações principais no plano são 


e; = 153(10º) + 119,1(109) = 272(107%) Resposta 
e» = 153(10*) — 119,1(109) = 33,9(109) Resposta 
74,5 

2 so: + 2 = o 
o (153 — 60) E 
Op, = 19,3º Resposta 


OBSERVAÇÃO: O elemento deformado é mostrado na posi- 
ção tracejada na Figura 10.19d. Entenda que, devido ao efeito 
de Poisson, o elemento também está sujeito a uma deforma- 
ção fora do plano, isto é, na direção z, embora esse valor não 
influencie os resultados calculados. 


PROBLEMAS 


10.23. As componentes da deformação no ponto 4 sobre 
o suporte são e, = 300(10"%), e, = 550(10), y,, = —650(10"%), 
e, = 0. Determine (a) as deformações principais em A, (b) a de- 
formação por cisalhamento máxima no plano x-y e (c) a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta. 


Problema 10,23 


“10.24. As componentes da deformação em um ponto são 
e, = —480(10º), e, = 650(107%), y,, = 780(10) e e, = 0. 
Determine (a) as deformações principais,(b) a deformação 
por cisalhamento máxima no plano x—y e (c) a deformação por 
cisalhamento máxima absoluta. 


10.25. As componentes da deformação em um ponto so- 
bre a parede de um vaso de pressão são e, = 350(107%), 
e, = —460(10"º) e FT —560(10"º) e e, = 0. Determine 
(a) as deformações principais no ponto, (b) a deformação 


por cisalhamento máximano plano x—y e (c) a deformação por | 


cisalhamento máxima absoluta. 


10.26. As componentes de deformação no ponto A sobre 
a aba da cantoneira são e = —140(1076), e, = 180(10- 5), 
Yy = —125(109) ,e, = 0. Determine (a) as deformações princi. 
pais em 4, (b) a deformação por cisalhamento máxima no pla- 
no x-y e (c) a deformação por cisalhamento máxima absoluta, 


Problema 10.26 


10.27. A barra de aço está sujeita à carga de tração de 2,5 kN. 
Se tiver 12 mm de espessura, determine a deformação por 
cisalhamento máxima absoluta. E = 200 GPa, v = 0,3. 


50 mm 


| 


2,5 kN 


, E Ri 
RA 


Problema 10.27 


“10.28. A roseta de deformação a 45º está montada sobre 
a superfície de uma chapa de alumínio. As seguintes leitu- 
ras foram obtidas em cada extensômetro: e = 475(10""), 
e, = 250(10%) ce = —360(107*). Determine as deformações 
principais no plano. 


Problema 10.28 


10.29. A roseta de deformação a 60º está montada sobre 
a superfície do suporte. As seguintes leituras foram obtidas 
em cada extensômetro: e = —780(107º), e, = 400(10 3 
€. = 500(10"º). Determine (a) as deformações principais 
(b) a deformação por cisalhamento máxima no plano e à e 
formação normal média associada. Em cada caso, mostre O 
elemento distorcido devido a essas deformações. 


da Gg o o a O LS 6 Pe 


Problema 10.29 


30. A roseta de deformação a 45º está montada próxi- 
ma ão dente da ferramenta. As seguintes leituras foram ob- 
tidas em cada extensômetro: e, = 800(10º), e, = 520(107%) e 
e = —450(107). Determine (a) as deformações principais no 
plano e b) a deformação por cisalhamento máxima no plano 
e adeformação normal média associada. Em cada caso, mos- 
“tre o elemento distorcido devido a essas deformações. 


Problema 10.30 


10.31. A roseta de deformação a 60º está montada sobre 
Uuma:viga. As seguintes leituras foram obtidas em cada ex- 
ensômetro: e, = 150(10-%),e, = —330(10%) e e = 400(107%). 
Determine (a) as deformações principais no plano e (b) a 
eformação por cisalhamento máxima no plano e a defor- 
mação normal média. Em cada caso, mostre o elemento dis- 
torcido devido a essas deformações. 


Problema 10.31 
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“10.32. A roseta de deformação a 45º está montada so- 
bre um eixo de aço. As seguintes leituras foram obtidas 
em cada extensômetro: e, = 800(10º), e, = 520(107%), 
e, = —450(10%). Determine (a) as deformações principais 
no plano e suas orientações. 


Problema 10.32 


“10.33. Considere a orientação geral dos três extensôme- 
tros em um ponto como mostra a figura. Escreva um códi- 
go computacional que possa ser usado para determinar as 
deformações principais no plano e a deformação por cisa- 
lhamento máxima no plano em um ponto. Mostre uma apli- 
cação do código usando os valores 0, = 40º, e, = 160(1076), 
9, = 125º,e, = 100(107%), 9, = 220º,e, = 80(107%). 


Problema 10.33 


10.6 Relações entre o material 
e suas propriedades 


Agora que já apresentamos os princípios gerais 
da tensão e da deformação multiaxial, usaremos esses 
princípios para desenvolver algumas relações impor- 
tantes que envolvem as propriedades dos materiais. 
Para tal, consideraremos que o material seja homo- 
gêneo e isotrópico e comporta-se de um modo linear 
elástico. 
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(a) (b) 


+ 


Figura 10.20 


Lei de Hooke generalizada. Se o material em 
um ponto estiver sujeito a um estado de tensão triaxial, 
400, (Figura 10.20a), deformações normais associa- 
das c.  €, €, Serão desenvolvidas no material. As tensões 
podem ser relacionadas com as deformações Ea princí- 
pio da superposição, coeficiente de Poisson, e, = Pong 
e pela lei de Hooke, como aplicável na direção uniaxial, 
e = o/E. Para mostrar como isso é feito, em primeiro lu- 
gar consideraremos a deformação normal do elemento na 
direção x, causada pela aplicação isolada de cada tensão 
normal. Quando o é aplicada (Figura 10.20b), o elemento 
alonga-se na direção x e a deformação €/ nessa direção é 


A aplicação de o, provoca a contração do elemento com 
uma deformação €/ na direção x (Figura 10.20c). Aqui, 


Da mesma forma, a aplicação de o, (Figura 10.20d), 
provoca uma contração na direção x tal que 


Quando essas três deformações normais são super- 
postas, a deformação normal e, é determinada para o 
estado de tensão na Figura 10.20a. Equações seme- 
lhantes podem ser desenvolvidas para as deformações 
normais nas direções y e z. Os resultados finais podem 
ser escritos como 


es jo, voy + 0:)] 


Cy. vo + S:)] (10.18) 


o; — v(o; + 0y)] 


Essas três equações expressam a lei de Hooke de 
uma forma geral para um estado de tensão triaxial. 
Como observamos da dedução, elas serão válidas so- 
mente se o princípio da superposição for aplicável, o 
que exige uma resposta linear elástica do material e a 
aplicação de deformações que não provoquem altera- 
ções graves na forma do material — isto é, exigem-se 
pequenas deformações. Ao aplicar essas equações, ob- 
serve que as tensões de tração são consideradas quan- 
tidades positivas e as tensões de compressão, negativas. 
Se a deformação normal resultante for positiva, isso 
indicará que o material alonga-se, ao passo que uma 
deformação normal negativa indicará que o material 
contrai-se. 

Como o material é isotrópico, o elemento na Figura 
10.20a permanecerá um bloco retangular quando sub- 
metido às tensões normais, isto é, nenhuma deforma- 
ção por cisalhamento será produzida no material. Se 
agora aplicarmos uma tensão de cisalhamento Ty dO 
elemento (Figura 10.21a), observações experimentais 
indicam que o material se distorcerá somente devido 
a uma deformação por cisalhamento Va isto é, o “não 
causará outras deformações no material. Da mesm 
forma, 7, e 7, provocarão somente deformações por 
cisalhamento - Ta e 7, respectivamente. Portanto, a lei 
de Hooke para tensão de cisalhamento e deformação 
por cisalhamento pode ser escrita como 


(10.19) 


Relações que envolvem E, v e G. Na Seção 
3.7, afirmamos que o módulo de elasticidade E está 
relacionado com o módulo de cisalhamento G pela 
Equação 3.11,a saber, 


(10:20) 


Figura 10.21 


“Um modo de deduzir essa relação é considerar que 
um elemento do material está sujeito a cisalhamento 
puro (0, =, =, = 0) (Figura 10. 22a). A aplicação 
da Equação 9.5 para obter as tensões principais nos dá 
“ " mia E — Toy Pela Equação 9.4, o elemento 
tem de ser orientado a 0,, = 45ºem sentido anti-ho- 
rário em relação ao eixo a de modo a definir a dire- 
ção do plano no qual o. age (Figura 10.22b). Se as 
três tensões principais o ie Gus l =0,0 4 Tp 
forem substituídas na primeira das Equações 10.18, a 
deformação principal e, pode ser relacionada com a 


ensão de cisalhamento 7. O resultado é 


xy" 


EE = di) (10.21) 


max 


Essa deformação, que distorce o elemento ao longo 
do eixo x, também pode ser relacionada com a defor- 
“Mação por cisalhamento y,, por meio das equações de 
ansformação da deformação ou pelo círculo de Mohr 
para deformação. Para tal, em primeiro lugar obser- 
YE Que, considerando-se LEE =0,=o,=b0,então, pela 
quação 10.18, ec =. =), Substituindo esses resul- 


dos na equação de transformação (Equação 10.9), 
btemos 


Yxy 
e1 = Emáx 5) 


“Pela lei de Hooke, Yy = 7)/G6, de modo que 
más > 7,/26. Substituindo na Eduação 10.21 e rear- 


anjando os termos, temos o resultado final, a saber 
Quação 10.20. 
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(a) 


(b) 
Figura 10.22 


Dilatação e módulo de compressibilidade. 
Quando um material elástico for submetido a tensão 
normal, seu volume mudará. Para calcular essa mudan- 
ça, considere um elemento de volume que está sujeito 
às tensões principais 0,,0,, O, Os lados do elemento 
são originalmente dx, dy, dz (Figura 10.234); contudo, 
após a aplicação da tensão, eles se tornam, respecti- 
vamente, (| te) dx, (1 + e,) dy, (1 + e.) dz (Figura 
10.23b). Portanto, a mudança! no volume do elemento é 


V=(1+edl+el+e)dxdydz — dxdydz 


Desprezando os produtos das deformações, já que 
elas são muito pequenas, temos 


8V=(erx+ey+te)dxdydz 
A mudança em volume por unidade de volume é 


denominada “deformação volumétrica” ou dilatação 
(e) e pode ser expressa como 


(10.22) 


Por comparação, as deformações por cisalhamento 
não mudarão o volume do elemento; mais exatamente, 
mudarão apenas sua forma retangular. 
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Ty 
Oy 


(+ eJiy (1 + eJdx 


(b) 
Figura 10.23 


Se usarmos a lei de Hooke generalizada, como de- 
finida pela Equação 10.18, podemos expressar a dilata- 
ção em termos da tensão aplicada. Temos 


1-2» 
E 


er (ortoyto,) (10.23) 
Quando um elemento de volume de material é sub- 
metido à pressão uniforme p de um líquido, a pressão no 
corpo é a mesma em todas as direções e é sempre nor- 
mal à qualquer superfície sobre a qual ela age. Tensões 
de cisalhamento não estão presentes, visto que a resis- 
tência de um líquido ao cisalhamento é nula. Esse esta- 
do de carga “hidrostática” exige que as tensões normais 
sejam iguais em toda e qualquer direção e, portanto, 
um elemento do corpo está sujeito às tensões principais 
Li A a (Figura 10.24). Substituindo na 
Equação 10.23 e rearranjando os termos, obtemos 


Pé E 
e E 3(1 Es 2v) (10.24) 


Tensão hidrostática 


Figura 10.24 


O termo à direita consiste somente nas proprieda- 
des do material E e v e é igual à razão entre a tensão 
normal uniforme p e a dilatação ou “deformação volu- 
métrica”. Como essa razão é semelhante àquela entre 
tensão elástica linear e deformação, que define E, isto 
é, ole = E, os termos da direita são denominados moó- 
dulo de elasticidade do volume ou módulo de compres- 
sibilidade. Suas unidades são as mesmas da tensão, e 
ele será simbolizado pela letra k; isto é, 


E 


ESTES 


(10.25) 


Observe que, para a maioria dos metais, v = 1/3, 
portanto, k = E. Se existisse um material que não mu- 
dasse de volume, então ôV = 0 e, por consequência, k 
teria de ser infinito. Pela Equação 10.25, o valor máximo 
teórico para o índice de Poisson é,portanto,v = 0,5.Além 
disso, durante o escoamento não se observa nenhuma 
mudança de volume no material e, portanto, v = 0,5é 
usado quando ocorre escoamento plástico. 


PONTOS IMPORTANTES 


EXEMPLO 10.9 


O suporte no Exemplo 10.8 (Figura 10.25a), é feito de 
aço para o qual E, = 200 GPa, v,, = 0,3, Determine as 
tensões principais no ponto 4. 


SOLUÇÃO | 


No Exemplo 10.8, as deformações principais foram determi 
nadas como 


e, = 272(109) 
e, = 33,9(109) 


(a) 


29,4 o 
A E 


11,46 


43,7 
T (MPa) 

(b) 
Figura 10.25 


Como o ponto A encontra-se sobre a superfície do supor- 
te na qual não existe carga, a tensão na superfície é nula, 
pertanto, o ponto A está sujeito ao estado plano de tensão. 
Aplicando a lei de Hooke com o, = 0, temos 


v ds EI 0,3 
- 02) 21(10*) = ? 
Ee (10) = 50010) ” 20010) 
RA A 0,309 (1) 
Vv ; ne [9 15) 03 
e os 339(10º) = à 
EE! (10º) = 5o0(107) 7 200(10)7 
6,78(10º) = 09 — 0,304 (2) 
A solução simultânea das equações 1 e 2 produz 
o, = 62,0 MPa Resposta 
o, = 25,4 MPa Resposta 


Também é possível resolver o problema usando o estado de 
leiormação dado, 


=60(109)  e,=246(109)  yy = —149(108) 


Mo visto no Exemplo 10.8. Aplicando a lei de Hooke n 
“O X-y temos - 
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0,30 
Cv 6 [or Oy 
sos 60(105) = 
RR ii, Es) 200(10º) Pa 200(10º) Pa 
Ty v —6 Ty 0,30 + 
= Dos 246(10 
“CE E“ Gude. 200(10º) Pa 200(10º) Pa 
o; =294MPa — o,= 580MPa 


A tensão de cisalhamento é determinada pela lei de Hooke 
para cisalhamento. Todavia, em primeiro lugar temos de cal- 
cular G. 


E 200 GPa 
EAR v») 21+03) ff data 
Assim, 
Ty = GY Tr = 769(109)[-149(109)] = —11,46 MPa 


O círculo de Mohr para esse estado plano de tensão tem um 
ponto de referência A(29,4 MPa, —11,46 MPa) e centro em 
O ea = 43,7 MPa (Figura 10.25b). O raio é determinado pelo 
triângulo sombreado. 


R= V(437 — 29,4)? + (11,46)? = 18,3 MPa 


Portanto, 
o, = 43,7 MPa + 18,3 MPa = 62,0 MPa Resposta 
o, = 43,7 MPa — 18,3 MPa = 25,4 MPa Resposta 


OBSERVAÇÃO: Cada uma dessas soluções é válida desde 
que o material seja linear elástico e isotrópico, pois,nesse caso, 
os planos principais de tensão e deformação coincidem. 


EXEMPLO 10.10 


A barra de cobre na Figura 10.26 está sujeita a uma car- 
ga uniforme ao longo de suas bordas, como mostra a figura. 
Se tiver comprimento a = 300 mm, largura b = 50 mm e 
espessura t = 20 mm antes da aplicação da carga, determine 
seus novos comprimento, largura e espessura após a aplica- 
ção da carga. Considere E, = 120 GPa,v. = 0,34, 


800 MPa : sal : ? l | 
500 MPa 


Figura 10.26 
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SOLUÇÃO 


Por inspeção, a barra está sujeita a um estado plano de ten- 
são. Pelas cargas, temos 
c,=800MPa o =-S00MPa 7,=0 o,=0 


As deformações normais associadas são determinadas pela 
leide Hooke generalizada, Equação 10.18; isto é, 


O v 


4>2" El?» + 04) 
End, 0% (500 MPa) = 0,00808 
120(10º) MPa 120(103) MPa 
0; v 
€y = a - Ele ai o:) 
—500 MPa 0,34 
800 MPa + 0) = — 
120(10%) MPa — 120(10) MPa! ER A 
o v 
€, = — (x +0y) 
0,34 
= 0 — —— SÉ (800 MPa — 500 MPa) = —0,000850 
120(10) MPa 


Os novos comprimento, largura e espessura da barra são, 
portanto, 


a” = 300 mm + 0,00808(300 mm) = 302,4 mm Resposta 
b' = 50 mm + (—0,00643)(50 mm) = 49,68 mm Resposta 
t' = 20 mm + (—0,000850)(20 mm) = 19,98 mm Resposta 


EXEMPLO 10.11 


Se o bloco retangular mostrado na Figura 10.27 estiver 
sujeito a uma pressão uniforme p = 20 kPa, determine a 
dilatação e a mudança no comprimento de cada lado. Con- 
sidere E = 600 kPa, v = 0,45. 


Figura 10.27 


SOLUÇÃO 


Dilatação. A dilatação pode ser determinada pela Equa- 
ção 10.23 com o, = a —20 kPa. Temos 


|=2 

e= E (eta) 

1 — 20,45) 
600 kPa 


= —0,01 em*/cm” 


[3(-20 kPa)] 
Resposta 
Mudança no comprimento. A deformação normal de 


cada lado pode ser determinada pela lei de Hooke, Equação 
10.18; isto é, 


ce= alo, — v(oy + 04)] 


= 00 EPal 20 kPa — (0,45)(—20 kPa— 20 kPa)] 


= —0,00333 cm/em 


Assim, a mudança no comprimento de cada lado é 


da = —0,00333(4 cm) = —0,0133 cm Resposta 
ôb = —0,00333(2 cm) = —0,00667 cm Resposta 


dc = —0,00333(3 cm) = —0,0100 cm Resposta 


Os sinais negativos indicam que cada dimensão diminuiu, 


PROBLEMAS 


10.34. Mostre que, para o caso do estado plano de tensão, à 
lei de Hooke pode ser expressa como 


E E 
=! + vey), 0y = - 7) 


Oy = (ey + VE) 


10.35. Use a lei de Hooke, Equação 10.18, para desenvol: 
ver as equações de transformação da deformação, equações 
10.5 e 10.6, a partir das equações de transformação de tensão. 
9.1€e 9.2. 


“0.36. Uma barra de liga de cobre é carregada em um equi 
pamento de ensaio de tração e constata-se que e, = M40(10 ) 
e o, = 100 MPa,o, = 0,0, = 0. Determine o módulo de elas: 
ticidade, E , e a dilatação, e, do cobre. v, = 0,35. 


10.37. As tensões principais no plano e as deformaçõe” 
associadas em um plano em um ponto são o, = 250 ME 
o, = 112 MPa,e, = 1,02(10º), e, = 0,180(10). Determiie * 
módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson. 


Lo, 
tidl 
det 
sur 


Determine o módulo de compressibilidade para bor- 


ha dura se E, = 5 GPae v, = 0,43. 


Às deformações principais em um ponto sobre a fu- 
gem dé alumínio de um avião a jato são e, = 780(107º) 
— 400(10-º). Determine as tensões principais associadas 
o pontono mesmo plano. E, = 70 GPa,v, = 0,33. Dica: Veja 


Problema 10.34. 


01.40. A haste é feita de alumínio 2014-T6. Se for subme- 
ja à carga de tração de 700 N e tiver diâmetro de 20 mm, 
etermine a deformação por cisalhamento máxima absoluta 
| haste em um ponto sobre sua superfície. 


Problema 10.40 


0,41. A haste é feita de alumínio 2014-T6. Se for subme- 
da à carga de tração de 700 N e tiver diâmetro de 20 mm, 
etermine as deformações principais em um ponto sobre a 
superfície da haste. 


Problema 10.41 


4.42. Uma haste tem raio de 10 mm. Se for submetida a 
“Uma carga axial de 15 N tal que a deformação axial na haste 
ja e, = 2,75(10"%), determine o módulo de elasticidade E e 
“a mudança em seu diâmetro. v = 0,23. 


10,43, As deformações principais em um paro sobre a 
superfície de alumínio de um tanque são e, = 630(107%) e 
é, = 350(10"). Se for um caso de estado Plano de tensão, de- 
termine as tensões principais associadas no ponto no mesmo 
plano. E, = 70 GPa, v, = 0,33. Dica: Veja o Problema 10.34. 


10,44. Uma carga periférica uniforme de 100 kN/m e 70 
KkN/m é aplicada a um corpo de prova de poliestireno. Se a 
rma original do corpo de prova for quadrada, de dimen- 
sõesa = 50 mm, b = 50 mme espessura t = 6 mm, determine 
suas novas dimensões a”, b' e t após a aplicação da carga. 
E -4GPaev, = 0,25. 


100kN/m 


Problema 10.44 


fície externa do vaso. O material é aço, para o qual E. 
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10.45. As tensões principais em um ponto são mostradas 
na figura. Se o material for grafite, para o qual E, = 5,6 GPa 
ev, = 0,23, determine as deformações principais. 


182 MPa 


Problema 10.45 


10.46. Oeixo tem raio de 15 mm e é feito de aço-ferramen- 
ta L2. Determine as deformações nas direções x' e y', se for 
aplicado um torque T = 2 kN :m ao eixo. 


Problema 10.46 


10.47. A seção transversal da viga retangular é submetida 
ao momento fletor M. Determine uma expressão para o au- 
mento no comprimento das retas AB e CD. O material tem 
módulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v. 


Problema 10.47 


“0.48. O vaso de pressão esférico tem diâmetro interno de 
2 me espessura de 10 mm. Um extensômetro com 20 mm 
de comprimento é ligado ao vaso e constata-se um aumento 
no comprimento de 0,012 mm quando o vaso é pressurizado. 
Determine a pressão que provoca essa deformação e calcule 
a tensão de cisalhamento máxima no plano e a tensão por 
cisalhamento máxima absoluta em um ponto sobre a super- 
= 200 


GPa e Dis 0,3. 
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Problema 10.48 


10.49. Uma haste tem raio de 10 mm. Se estiver sujeita a 
uma carga axial de 15 N tal que a deformação axial na haste 
seja e, = 2,75(107%), determine o módulo de elasticidade E e 
a mudança em seu diâmetro. v = 0,23. 


10.50. Um extensômetro colocado no plano vertical sobre a 
superfície externa a um ângulo de 60º em relação ao eixo do 
tubo dá uma leitura e, = —250(107%) no ponto A. Determine 
a força vertical P, se o tubo tiver diâmetro externo de 25 mm e 
diâmetro interno de 15 mm. O tubo é feito de bronze C86100. 


Problema 10.50 


10.51. Um extensômetro colocado no plano vertical sobre 
a superfície externa a um ângulo de 60º em relação ao eixo 
do tubo dá uma leitura e, = —250(107) no ponto A. Deter- 
mine as deformações principais no tubo no ponto 4. O tubo 
tem diâmetro externo de 25 mm e diâmetro interno de 15 
mm e é feito de bronze C86100. 


Problema 10.51 


“10.52. Um material está sujeito às tensões principais o, e 
o, Determine a orientação 6 de um extensômetro coloca. 
do em um ponto, de modo que sua leitura da deformação 
normal responda apenas a c, e não a o. Às constantes do 
material são E e v. 


Problema 10.52 


10.53. As tensões principais em um ponto são mostradas na 
figura. Se o material for alumínio, para o qual E, = 70GPae 
v, = 0,33, determine as deformações principais. 


182 MPa 


105 MPa 


70 MPa df 
Problema 10.53 


10.54. Um vaso de pressão cilíndrico de parede fina tem 
raio interno r, espessura f e comprimento L. Se for subne- 
tido a uma pressão interna p, mostre que o aumento em set 
raio interno é dr = re, = pr(1 — 1/2v)/Et e o aumento em 
seu comprimento é AL = pLr(1/2 — v)/Et. Com esses It 
sultados, mostre que a mudança no volume interno torna-se 
dV = ml + el + e)L — mr. Visto que e e e, são 
quantidades pequenas, mostre também que a mudança no 
volume por unidade de volume, denominada deformação vo- 
lumétrica, pode ser expressa como dV/V = pr(2,5 — 2u)/ Et. 


10.55. As extremidades do vaso de pressão cilíndrico são 
fechadas com tampas semiesféricas para reduzir à tensão de 
flexão que ocorreria se as tampas fossem planas. As tens6c 
de flexão nas linhas de junção entre as tampas e o corpo po 
dem ser eliminadas com a escolha adequada das espessu"" 
t, e t, das tampas e do cilindro, respectivamente. Isso ! equer 


que é 
semit 
Cont 
bos, « 
espet 


da pi 


"10,56 
Deter 
qdo de 


1,57, 

mio GU 
super 
peratul 
Pure 


adicior 


10,58, 

enfnio 
Pares 
eatem 
detom 
som um 


spansão radial seja a mesma para o cilindro e para as 
eras. Mostre que essa relação é t /t, = (2 — wW/(1-v). 
dere que O vaso é feito do mesmo material e que am- 
ilindro é semiesferas, têm o RIeano raio interno. Se à 

ra do cilindro for 12 mm, qual será a espessura exigi- 
as semiesferas? Considere v = 0,3. 


Problema 10.55 


10,56. O tubo de aço A-36 estásujeito à carga axial de 60 kN. 
Determine à mudança no volume do material após a aplica- 


60 kN 


| 0,5m 


Problema 10.56 


157, A cavidade de um corpo rígido liso está cheia com alumí- 
6061-T6 líquido. Quando frio, o líquido fica a 0,3 mm da parte 
or da cavidade. Se essa parte superior for coberta e a tem- 
altura aumentar 110ºC, determine as componentes da tensão 
1,e0, no alumínio. Dica: Use a Equação 10.18 com um termo 
* adicional AT para a deformação (Equação 4.4). 


“A cavidade de um corpo rígido liso está cheia com alu- 
606Í-T6 líquido. Quando frio, o líquido fica a 0,3 mm da 
re superior da cavidade. Se essa parte superior não for coberta 

temperatura aumentar 110ºC, determine as componentes da 
Srmação. e, e,ee,no alumínio. Dica: Use as Equações 10.18 
1 um termo adicional « AT para a deformação (Equação 4.4). 


Problemas 10.57/58 
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10.59. O vaso de pressão cilíndrico de parede finacomraio 
interno r e espessura t é submetido a uma pressão interna 
p. Se as constantes do material forem E e v, determine as 
deformações nas direções circunferencial e longitudinal. 
Com esses resultados, calcule o aumento no diâmetro e no 
comprimento de um vaso de pressão de aço cheio de ar e 
sob pressão manométrica de 15 MPa. O vaso tem 3 m de 
comprimento, raio interno de 0,5 m e espessura da parede 
de 10 mm. E, = 200GPa,v,, = 0,3. 


“10.60. Estime o aumento no volume do tanque do Proble- 
ma 10.59. Dica: Use os resultados do Problema 10.54 como 
confirmação. 


Problemas 10.59/60 


10.61. Um material macio está confinado no interior de um 
cilindro rígido que repousa sobre um suporte rígido. Consi- 
derando que e = 0e im O, determine qual será o fator de 
aumento do módulo de elasticidade quando é aplicada uma 
carga, se v = 0,3 para o material. 


Problema 10.61 


10.62. Um vaso de pressão esférico de parede fina com raio 
interno r e espessura f é submetido a uma pressão interna p. 
Mostre que o aumento de volumeno interior do vaso é AV = 
(Qpmr/Et)(1 — v). Use uma análise de pequenas deformações. 


“10.7 Teorias de falhas 


Quando um engenheiro enfrenta o problema de 
executar um projeto utilizando um material específi- 
co, torna-se importante estabelecer um limite superior 
para o estado de tensão que define a falha do mate- 
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rial. Se o material for dúctil, normalmente a falha será 
especificada pelo início do escoamento, ao passo que 
se for frágil, isso ocorrerá pela ruptura. Esses modos 
de falha são definidos prontamente se o elemento es- 
trutural estiver sujeito a um estado de tensão uniaxial, 
como no caso de tensão simples; todavia, se o elemen- 
to estrutural estiver sujeito a tensão biaxial ou triaxial, 
será mais difícil definir um critério para a falha. 

Nesta seção, discutiremos quatro teorias frequente- 
mente utilizadas na prática da engenharia para prever 
a falha de um material sujeito a um estado de tensão 
multiaxial. Essas teorias, e outras como elas, também 
são usadas para determinar as tensões admissíveis 
informadas em muitos manuais e códigos de projeto. 
Porém, não existe nenhuma teoria de falha única que 
possa ser aplicada a um material específico todas as ve- 
zes, porque um material pode comportar-se como dúc- 
tilou frágil dependendo da temperatura, taxa de carre- 
gamento, ambiente químico ou processo de fabricação 
ou moldagem. Quando usamos uma determinada te- 
oria de falha, em primeiro lugar é necessário calcular 
as componentes da tensão normal e de cisalhamento 
em pontos do elemento estrutural onde essas tensões 
são maiores. Para esse cálculo, podemos usar os funda- 
mentos da resistência dos materiais ou utilizar fatores 
de concentração de tensão onde aplicável ou, em situa- 
ções complexas, determinar as maiores componentes 
da tensão por análise matemática baseada na teoria da 
elasticidade ou por uma técnica experimental adequa- 
da. Seja qual for o caso, uma vez definido esse estado 
de tensão, as tensões principais nesses pontos críticos 
serão determinadas, uma vez que cada uma das teorias 
apresentadas a seguir é baseada no conhecimento das 
tensões principais. 


Materiais dúcteis 


Teoria da tensão de cisalhamento máxima. A cau- 
sa mais comum do escoamento de um material dúctil 
como o aço é o deslizamento, que ocorre ao longo dos 
planos de contato dos cristais orientados aleatoriamen- 
te e que formam o material. Esse deslizamento deve-se 
à tensão de cisalhamento e, se submetermos um corpo 
de prova com o formato de uma tira fina com alto po- 
limento a um ensaio de tração simples, poderemos ver 
como essa tensão provoca o escoamento do material 
(Figura 10.28). As bordas dos planos de deslizamento 
que aparecem na superfície da tira são denominadas 
linhas de Liider. Essas linhas indicam claramente os 
planos de deslizamento na tira, que ocorrem a aproxi- 
madamente 45º em relação ao eixo da tira. 

Considere agora um elemento do material tomado 
de um corpo de prova de ensaio de tração e que este- 
ja sujeito somente à tensão de escoamento o, (Figura 
10.29a). A tensão de cisalhamento máxima pode ser de- 
terminada traçando-se um círculo de Mohr para o ele- 
mento (Figura 10.29b). Os resultados indicam que 


inhas de Liider 
em uma tira 
de aço doce 


Figura 10.28 
[oi 
Tmáx = 2 (10,26) 


Além do mais, essa tensão de cisalhamento age em 
planos que estão a 45º em relação aos planos de tensão 
principal (Figura 10.29c), e esses planos coincidem com a 
direção das linhas de Liider mostradas no corpo de prova, 
indicando que, de fato, a falha ocorre por cisalhamento. 

Usando essa ideia de que os materiais dúcteis fa- 
lham por cisalhamento, Henri Tresca propôs, em 1868, 
a teoria da tensão de cisalhamento máxima, ou cri- 
tério de escoamento de Tresca. Essa teoria pode ser 
usada para prever a tensão de falha de um material 
dúctil sujeito a qualquer tipo de carga. A teoria da ten- 
são de cisalhamento máxima afirma que o escoamento 
do material começa quando a tensão de cisalhamento 
máxima absoluta no material atinge a tensão de ci: 
salhamento que provoca o escoamento desse mesmo 
material quando sujeito somente a tensão axial. Por- 
tanto, para evitar falha, a teoria da tensão de cisalha: 
mento máxima exige que 7... No material seja menor 
ou igual a 0,/2, onde o é determinada por um ensato 
de tração simples. 

Para aplicar a teoria, expressaremos a tensão de 
cisalhamento máxima absoluta em termos das tensões 
principais. O procedimento para tal foi discutido ná 
Seção 9.7 com referência à condição de estado plano 
de tensão, isto é, na qual a tensão principal fora do pla- 
no é nula. Se as duas tensões principais no plano tive: 
rem o mesmo sinal, isto é, forem ambas de tração 0! 
de compressão, a falha ocorrerá fora do plano €& pela 
Equação 9.15, 


— máx 
Tmáx = 


abs 2 


plano - 


Por outro lado, se as tensões principais no pel 
e, peli 


verem sinais opostos, a falha ocorrerá no plano 
Equação 9.16, 


— Omáx” Omín 


== 
a 2 
Por essas equações e pela 10.26, a teoria da tensão 
cisalhamento máxima para o estado plano de tensão 
de ser expressa para quaisquer duas tensões princi- 
ano como o, € O, pelos seguintes critérios: 


(a 


isno Pl 


omg | 
lol =. 6% 


l05| o. 


o. + IvS têm sinais opostos 


O, 9, têm Os mesmos sinais 


lo ne o) 


(10.27) 


“A Figura 10.30 apresenta um gráfico dessas equa- 
des. Fica claro que, se qualquer ponto do material es- 
tiver sujeito ao estado plano de tensão e suas tensões 
principais no plano forem representadas por uma co- 
ordenada (o, 0,) marcada no contorno ou fora da área 
hexagonal mostrada nessa figura, o material escoará 
no ponto e diz-se que ocorrerá a falha. 


T 


Ge 


Tensão axial 


(o) 
Figura 10.29 
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Teoria da tensão de cisalhamento máxima 


Figura 10.30 


Teoria da energia de distorção máxima. Na 
Seção 3.5, afirmamos que um material, quando de- 
formado por uma carga externa, tende a armazenar 
energia internamente em todo o volume. A energia por 
unidade de volume do material é denominada densi- 
dade de energia de deformação, e, se o material estiver 
sujeito a uma tensão uniaxial, o, a densidade de ener- 
gia de deformação, definida pela Equação 3.6, pode ser 
expressa como 


1 
u=C€ 


5 (10.28) 


É possível formular um critério de falha com base 
nas distorções causadas pela energia de deformação. 
Antes disso, entretanto, precisamos determinar a den- 
sidade de energia de deformação em um elemento de 
volume de material sujeito às três tensões principais, 
00,60, (Figura 10.31a). Aqui, cada tensão principal 
contribui com uma porção da densidade de energia de 
deformação total, de modo que 


1 1 
u=-01€ +>09€6 + 03 
29181 + 50262 + 517363 
Se o material comportar-se de maneira linear elás- 
tica, a lei de Hooke será aplicável. Portanto, substituin- 
do a Equação 10.18 na equação acima e simplificando, 
obtemos 


u o + o +03 — 2v(c;0, + c103 + 0305)| 


== 
| (10.29) 


Essa densidade de energia de deformação pode ser 
considerada como a soma de duas partes, uma que re- 
presenta a energia necessária para provocar uma mu- 
dança de volume no elemento sem mudar a forma do 
elemento e outra que representa a energia necessária 
para distorcer o elemento. Especificamente, a energia 
armazenada no elemento como resultado da mudan- 
ça em seu volume é causada pela aplicação da tensão 
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principal média, o q = (0, + o, + 0,)/3, visto que 
essa tensão provoca deformações principais iguais no 
material (Figura 10.31b). A porção remanescente da 
tensão, (0, — O e) (O, — Crea) (03 — O ea)) provoca a 
energia de distorção (Figura 10.31c). 

Evidências experimentais mostram que materiais 
não escoam quando submetidos a uma tensão (hidros- 
tática) uniforme, como o, ., que acabamos de discutir. 
O resultado é que, em 1904, M. Huber propôs que o 


o3 


(b) 


A 

(A 
Ea 
VA 


/ 


a- 
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f 


v 


/ 


(ce) 


Figura 10.31 


escoamento em um material dúctil ocorre quando q 
energia de distorção por unidade de volume do mate. 
rial é igual ou ultrapassa a energia de distorção por 
unidade de volume do mesmo material quando sub. 
metido a escoamento em um ensaio de tração simples, 
Essa teoria é denominada teoria da energia de dis. 
torção máxima e, visto que mais tarde foi redefinida 
independentemente por R. von Mises e H. Hencky, às 
vezes ela também porta os nomes desses cientistas. 

Para obter a energia de distorção por unidade de vo- 
lume, substituiremos as tensões (0, — O (0, — AR 
(0, — O e) POr Cp O, e o, respectivamente, na Equação 
10.29, percebendo que o, = (0, + 0, + 0,)/3. Expan- 
dindo e simplificando, obtemos 


1l+v 
6E 


Uq = [(o1 — 02)? + (02 — 03)? + (03 — 01] 
No caso da tensão plana, o, = 0, essa equação re- 
duz-se a 


1+»v 


ES AR 


(o1? — 04109 + 0?) 


Para um ensaio de tração uniaxial, o, = 
co, = 0, portanto, 


Ce 0, = 


1l+»v 


Como a teoria da energia de distorção máxima exi- 
ge que u, = (ue, então, para o caso de tensão no pla- 
no ou biaxial, temos 


cf ="0109 + o? = o2 


(10.30) 
Essa equação representa uma curva elíptica (Figura 
10.32). Assim, se um ponto no material sofrer uma tensão 
tal que a coordenada da tensão é marcada no contorno 
ou fora da área sombreada, diz-se que o material falha. 


2 


q 
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Figura 10.32 


o2 


Cisalhamento puro 


q 


(a-8) 


(-06— Ce) 


Figura 10.33 


Uma comparação entre os dois critérios de falha 
que descrevemos até aqui é mostrado na Figura 10.33. 
Observe que ambas as teorias dão os mesmos resul- 
tados quando as tensões principais são iguais, isto é, 
pelas equações 10.27 e 10.30,0, = o, = o, ou, quando 
uma das tensões principais for igual a zero e a outra 
tiver valor o. Por outro lado, se o material for subme- 
tido à cisalhamento puro, 7, então as teorias demons- 
tram a maior discrepância na previsão da falha. As 
coordenadas da tensão desses pontos sobre as curvas 
foram determinadas considerando o elemento mostra- 
do na Figura 10.34a. Pelo círculo de Mohr associado 
para esse estado de tensão (Figura 10.34b), obtemos 
S tensões principais o, = 7 e o, = —7. Aplicando as 
equações 10.27 e 10.30, a teoria da tensão de cisalha- 
mento máxima e a teoria da energia de distorção máxi- 
maproduzemo, =0,/2e0,=0,V 3, respectivamente 
(Figura 10.33). 

Ensaios de torção reais, usados para desenvolver 
Uma condição de cisalhamento puro em um corpo de 
prova dúctil, mostraram que a teoria da energia de 
distorção máxima dá resultados mais precisos para 
falha por cisalhamento puro do que a teoria da ten- 
são de cisalhamento máxima. Na verdade, visto que 
(/V 30 12) = 1,15,a tensão de cisalhamento para 
escoamento do material, como dada pela teoria da 
energia de distorção máxima, é 15% mais precisa do 
gue a dada pela teoria da energia da tensão de cisalha- 
mento máxima. 


(a) (b) 
Figura 10.34 
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Materiais frágeis 


Teoria da tensão normal máxima. Afirmamos an- 
teriormente que materiais frágeis, como ferro fundido 
cinzento, tendem a falhar repentinamente por ruptu- 
ra, sem nenhum escoamento aparente. Em um ensaio 
de tração, a ruptura ocorre quando a tensão normal 
atinge o limite de resistência o, (Figura 10.35a). Além 
disso, em um ensaio de torção, a ruptura frágil ocorre 
devido à tensão de tração máxima, desde que o plano 
de ruptura para um elemento esteja a 45º em relação 
à direção de cisalhamento (Figura 10.35b). Portanto, 
a superfície de ruptura é helicoidal, como mostra a fi- 
gura.” Testes experimentais mostraram também que, 
durante torção, a resistência do material não é muito 
afetada pela presença da tensão principal de compres- 
são associada que está em ângulo reto em relação à 
tensão de tração principal. Por consequência, a tensão 
de tração necessária para romper um corpo de pro- 
va durante um ensaio de torção é aproximadamente 
a mesma necessária para romper um corpo de prova 
sob tensão simples. Por causa disso, a teoria da tensão 
normal máxima afirma que um material frágil falha- 
rá, quando a tensão principal máxima o, no material 
atingir um valor limite igual ao limite de resistência à 
tensão normal que o material pode suportar quando 
submetido à tração simples. 

Se o material estiver sujeito ao estado plano de ten- 
são, exige-se que 


(10.31) 


Falha de um material 
frágil sob torção 


Falha de um material 
frágilsob tração 


(a) (b) 
Figura 10.35 


* Um pedaço de giz escolar quebra desse modo quando suas extre- 
midades são torcidas com os dedos. 
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92 


Teoria da tensão normal máxima 


Figura 10.36 


Essas equações são mostradas no gráfico da Figu- 
ra 10.36. Aqui, vemos que, se a coordenada da tensão 
(o, o,) em um ponto no material cair sobre o contor- 
no ou fora da área sombreada, diz-se que o material 
sofreu ruptura. Essa teoria é geralmente atribuída a 
W. Rankine, que a propôs em meados do século XIX. 
Constatou-se, por meios experimentais, que a teoria 
está de acordo com o comportamento de materiais 
frágeis cujos diagramas tensão-deformação são seme- 
lhantes sob tração e sob compressão. 


Critério de falha de Mohr. Em alguns materiais 
frágeis, as propriedades sob tração e sob compressão 
são diferentes. Quando isso ocorre, podemos usar um 
critério baseado na utilização do círculo de Mohr 
para prever a falha do material. Esse método foi de- 
senvolvido por Otto Mohr e, às vezes, é denominado 
critério de falha de Mohr. Para aplicá-lo, em primeiro 
lugar é preciso realizar três ensaios no material. Um 
ensaio de tração uniaxial e um ensaio de compressão 
uniaxial são usados para determinar o limite de resis- 
tência às tensões de tração e compressão, (0) e (0). 
respectivamente. Além disso, é realizado um ensaio 
de torção para determinar o limite de resistência à 
tensão de cisalhamento 7 do material. Em seguida, é 
construído o círculo de Mohr para cada uma dessas 
condições de tensão, como mostra a Figura 10.37. O 
círculo A representa a condição de tensão o, = o, = 0, 


2 
0, = —(0,); O círculo B representa as condições de 


tensão c,=(0)),0,=0;= 0,e ocírculo C representa 
a condição de tensão de cisalhamento puro provoca- 
da por 7,. Esses três círculos estão contidos em um 
'envelope de falha” indicado pela curva em cinza ex- 
trapolada, desenhada na tangente a todos os três cír- 
culos. Se uma condição de tensão plana em um ponto 
for representada por um círculo que estiver contido 
no interior do envelope, diz-se que o material não fa- 
lhará. Todavia, se o círculo for tangente ao envelope 
em um ponto, ou estender-se para fora de seu contor- 
no, então diz-se que ocorrerá falha. 


Figura 10.37 


Critério de falha de Mohr 


Figura 10.38 


Também podemos representar esse critério em um 
gráfico de tensões principais o, e o(o, = 0), mostrado 
na Figura 10.38. Aqui, ocorre falha quando o valor ab- 
soluto de qualquer uma das tensões principais atinge 
um valor igual ou maior do que (c,), ou (o), ou, em 
geral, se o estado de tensão em um ponto for definido 
pela coordenada da tensão (o, o,), marcada sobre o 
contorno ou fora da área sombreada. 

Qualquer um desses dois critérios pode ser usado 
na prática para prever a falha de um material frágil. 
Todavia, devemos entender que sua utilidade é bas- 
tante limitada. Uma ruptura por tração ocorre muito 
repentinamente e, em geral, seu início depende de con- 
centrações de tensão desenvolvidas em imperfeições 
microscópicas do material como inclusões ou vazios, 
entalhes na superfície e pequenas trincas. Como cada 
uma dessas irregularidades varia de um corpo de pro- 
va para outro, torna-se difícil especificar a falha com 
base em um único ensaio. Por outro lado, trincas e OU 
tras irregularidades tendem a fechar-se quando O Ea 
po de prova é comprimido e, portanto, não formam E 
pontos de falha que formariam quando se submete ! 
corpo de prova à tração. 


O tubo de aço mostrado na Figura 10.39a tem diâmetro 
“interno de 60 mm e diâmetro externo de 80 mm. Se estiver 
sujeito a um momento de torção de 8 kN :m e a um mo- 
“mento fletor de 3,5 kN - m, determine se essas cargas provo- 
tamfalha como definido pela teoria da energia de distorção 
“máxima. A tensão de escoamento para o aço determinada 
or ensaio de tração é o, = 250 MPa. 


SOLUÇÃO 


“Para resolver esse problema, temos de investigar um ponto 
sobre o tubo que esteja sujeito a um estado de tensão críti- 
ca máxima. Ambos, momento de torção e momento fletor, 
são uniformes ao longo do comprimento do tubo. Na se- 
ção arbitrária a-a (Figura 10.39a), essas cargas produzem 
as distribuições de tensão mostradas nas figuras 10.39b e 
10.39c. Por inspeção, os pontos A e B estão sujeitos ao mes- 
to estado de tensão crítico. Aqui, investigaremos o estado 
de tensão em A. Assim, 


Tc | (8.000N:m)(0,04m) 
JT (m/2)[(0,04m)! — (0,03 m)'] 


As = 116,4 MPa 


p= Me (S50Nm(004m) pa 
41 (=/4(0,04m)! — (0,03 m)'] 


Esses resultados são mostrados em uma vista tridimensional 

de um elemento de material no ponto A (Figura 10.39d) e, 

uma vez que o material está sujeito ao estado plano de tensão, 
ele também é mostrado em duas dimensões (Figura 10.39e). 


O centro do círculo de Mohr para esse estado plano de 
tensão está localizado em 


— 101,9 
Cméd E o = —50,9 MPa 


PONTOS IMPORTANTES 
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(b) 


Figura 10.39 
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O ponto de referência A(O, — 116,4 MPa) é marcado e o cír- 
culo, construído (Figura 10.39f). Aqui, o raio calculado pelo 
triângulo sombreado é R = 127,1 e, portanto, as tensões prin- 
cipais no plano são 


o, = —50,9 + 127,1 = 76,1 MPa 
o, = —50,9 — 127,1 = —178,0 MPa 
Pela Equação 10.30, exige-se 


a RD) 
o, TN TtO/<=o, 


(76,12 — (76,1(=178,0) + (—178,02 = (250)? 
51.000 < 62.500 OK 


Considerando-se que o critério foi cumprido, o material no 
interior do tubo não escoará ('falhará”), de acordo com a 
teoria da energia de distorção máxima. 


EXEMPLO 10.13 


O eixo maciço de ferro fundido mostrado na Figura 
10.40a está sujeito a um torque T = 400 N - m. Determine 
seu menor raio de modo que não falhe de acordo com a 
teoria da tensão normal máxima. O limite de resistência de 
um corpo de prova de ferro fundido determinado por um 
ensaio de tração é (o), = 150 MPa. 


SOLUÇÃO 


A tensão crítica ou máxima ocorre em um ponto localizado 
sobre a superfície do eixo. Considerando que o eixo tem raio 
r,a tensão de cisalhamento é 


2 Te (400 Nm 25465 Nm 
ui J (7/2)! PP 
T=400N:m 


Tmáx 


o2 o 


—Tmáx 


(b) 
Figura 10.40 


O círculo de Mohr para esse estado de tensão (cisalhamento 
puro) é mostrado na Figura 10.40b. Como R = 7, ,., então 


q =>" = Tmáx 


— 254,65 Nm 
3 


F 
A teoria da tensão normal máxima, Equação 10.31, exige 


loil so 


25465 150 x 109 N/m? 


3 


k 


Assim, o menorraio do eixo é determinado por 


254,65 
P 
r = 0,01193m = 11,93m 


= 150 x 10º N/m? 


Resposta 


“ee 


| EXEMPLO 10.14 | 10.14 


O eixo maciço mostrado na Figura 10.41a tem raio de 0,5cm 
e é feito de aço com tensão de escoamento o, = 360 MPa, 
Determine se as cargas provocam a falha do eixo de acordo 
com a teoria da tensão de cisalhamento máxima e a teoria da 
energia de distorção máxima. 


SOLUÇÃO 
O estado de tensão no eixo é provocado pela força axial e pelo 


torque. Visto que a tensão de cisalhamento máxima causada 
pelo torque ocorre na superfície externa do material, temos 


= - =D = -19,10kN/cm? = 191 MPa 


165,5 MPa 


191 MPa 


(b) 
Figura 10.41 


= 325 Nm oem = 16,55 kN/cm? = 165,5 MPa 
E (0,5 cm) 


A ação das componentes da tensão sobre um elemento 
o material no ponto À é mostrada na Figura 10.41b. Em vez 
e usar O círculo de Mohr, as tensões principais também po- 
em ser obtidas pelas equações de transformação de tensão, 


2 
+19 2 
) + Ty 


2 
sai EO a (os — ') 1:-(165,5) 
2 2 
= — 955 +1911 

o, = 95,6 MPa 

o, = — 286,6 MPa 


quações 9.5. 


Giz * 2 


oria da tensão de cisalhamento máxima. Visto que as 
tensões principais têm sinais opostos, pela Seção 9.7, a defor- 
mação por cisalhamento máxima absoluta ocorrerá no plano 
e, portanto, aplicando a segunda das Equações 10.27, temos 


loy— oo] = de 
195,6 — (—286,6) 1 £ 360 
382,2 > 360 


ssim, a falha por cisalhamento do material ocorrerá de 
acordo com essa teoria. 


Teoria da energia de distorção máxima. 
Equação 10.30, temos 


Aplicando a 


— 01092 + 02) ES of 


(286,6) 7] E (360)? 
118.677,9= 129.600 


(o? 


(95,6(-286,6) 


[(95,6)? 


Por essa teoria, não ocorrerá falha. 


PROBLEMAS | 


10.63. Um material está sujeito ao estado plano de tensão. 
Expresse a teoria da falha de energia de distorção em termos 
de 090, Ty 


10.64. Um material está sujeito ao estado plano de tensão. 
Expresse a teoria da falha da tensão de cisalhamento máxi- 
Ma em termos de 0,0, e 7, Considere que as tensões prin- 
eipais têm sinais algébricos diferentes. 


o 10.65. As componentes do estado plano de tensão em um 
Ponto crítico de uma carcaça de aço estrutural A-36 são mos- 
* tradas na figura. Determine se ocorreu falha (escoamento) 
* Som base na teoria da tensão de cisalhamento máxima. 
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125 MPa 


na 


75 MPa 


80 MPa 


Problema 10.65 


10.66. As componentes do estado plano de tensão em um 
ponto crítico de uma carcaça de aço estrutural A -36 são mos- 
tradas na figura. Determine se ocorreu falha (escoamento) 
com base na teoria da energia de distorção máxima. 


125 MPa 


Problema 10.66 


10.67. A tensão de escoamento para uma liga de magnésio 
ezircônio é o, = 107 MPa. Se uma peça de máquina for fa- 
bricada com esse material e um ponto crítico no material for 
submetido às tensões principais no plano oe o, = —0,50,, 
determine o valor de o, que provocará escoamento de acor- 
do com a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 


*10.68. Resolva o Problema 10.67 usando a teoria da ener- 
gia de distorção máxima. 


10.69. Se um eixo for feito de um material para o qual 
o, = 350 MPa, determine a tensão de cisalhamento por tor- 
ção máxima exigida para provocar escoamento pela teoria 
da energia de distorção máxima. 


10.70. Resolva o Problema 10.69 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. As duas tensões principais têm si- 
nais opostos. 


10.71. A tensão de escoamento para um material plástico 
é o, = 110 MPa. Se esse material estiver sujeito ao estado 
plano de tensão e ocorrer uma falha elástica quando uma 
tensão principal for 120 MPa, qual será o menor valor da 
outra tensão principal? Use a teoria da energia de distorção 
máxima. 


“10.72. Resolva o Problema 10.71 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. Ambas as tensões principais têm o 
mesmo sinal. 


10.73. A chapa é feita de bronze Tobin, que escoa a 
o, = 175 MPa. Pela teoria de falha da tensão de cisalhamento 
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máxima, determine a tensão de tração máxima o, que pode 
ser aplicada à chapa, se também for aplicada uma tensão de 
tração o, = 0,750. 


10.74. A chapa é feita de bronze Tobin, que escoa a o, = 175 MPa. 
Pela teoria da energia de distorção máxima, determine a ten- 
são de tração máxima o, que pode ser aplicada à chapa, se 
também for aplicada uma tensão de tração o,= = 0,750. 


oy= 0,50% 


Problemas 10.73/74 


10.75. Uma liga de alumínio 6061-T6 deve ser usada para fa- 
bricar um eixo de acionamento maciço que transmita 33 kW 
a 2.400 rev/min. Usando um fator de segurança de 2 para o 
escoamento, determine o menor diâmetro do eixo que pode 
ser selecionado com base na teoria da tensão de cisalhamen- 
to máxima. 


“10.76. Resolva o Problema 10.75 usando a teoria da ener- 
gia de distorção máxima. 


10.77.  Umaliga de alumínio deve ser usada para fabricar um 
eixo de acionamento que transmita 20 kW a 1.500 rev/min. 
Usando um fator de segurança de 2,5 para escoamento, deter- 
mine o menor diâmetro do eixo que pode ser selecionado com 
base na teoria da energia de distorção máxima. o, = 25 MPa, 


10.78. Uma barra com área de seção transversal quadrada é fei- 
ta de um material cuja tensão de escoamento é o, = 840 MPa. Se 
a barra for submetida a um momento fletor de 10kN -m, deter- 
mine o tamanho exigido para a barra de acordo com a teoria 
da energia de distorção máxima. Use um fator de segurança 
de 1,5 para o escoamento. 


10.79. Resolva o Problema 10.78 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. 


“10.80. As tensões principais de deformação no plano que 
agem sobre um elemento diferencial são mostradas na figu- 
ra. Se o material for aço-máquina com tensão de escoamento 
= 700 MPa, determine o fator de segurança para escoa- 
mento usando a teoria da energia de distorção máxima. 


475 MPa 


480 MPa 


Problema 10.80 


10.81. As tensões principais no plano que agem sobre um 
elemento diferencial são mostradas na figura. Se 0 material 
for aço-máquina com tensão de escoamento o, = 700 MPa, 
determine o fator de segurança para escoamento, se for con. 
siderada a teoria da tensão de cisalhamento máxima. 


50 MPa 


80 MPa 


Problema 10.81 


10.82. O estado de tensão que age sobre um ponto crítico 
em um elemento de máquina é mostrado na figura. Determi- 
ne a menor tensão de escoamento para um aço que possa ser 
selecionado para a fabricação da peça com base na teoria da 
tensão de cisalhamento máxima. 


28 MPa 
56 MPa 


Problema 10.82 


10.83. A tensão de escoamento para uma liga de urânio é 
o, = 160 MPa. Se uma peça de máquina for fabricada com 
esse material e um ponto crítico no material for submetido 
ao estado plano de tensão de modo tal que as tensões prin- 
cipais sejam o, e o, = 0,250,, determine o valor de o, que 
causará escoamento de acordo com a teoria da energia de 
distorção máxima. 


*10.84. Resolva o Problema 10.83 usando a teoria da tensão 
de cisalhamento máxima. 


10.85. Uma liga de alumínio deve ser usada para fabricar 
um eixo de acionamento maciço que transmita 25 kN a 
1.200 rev/min. Usando um fator de segurança de 2,5 para es- 
coamento, determine o menor diâmetro do eixo que pode 
ser selecionado com base na teoria da tensão de cisalhamen- 
to máxima. o, = 70 MPa. 


10.86. O estado de tensão que age sobre um ponto crítico ha 
estrutura de um banco de automóvel durante uma colisão 
é mostrado na figura. Determine a menor tensão de escoa” 
mento para um aço que possa ser selecionado para fabricar 
o elemento estrutural com base na teoria da tensão de cisa* 
lhamento máxima. 


175 MPa 


o esa MPa 


Problema 10.86 


0.87. Resolva o Problema 10.86 usando a teoria da ener- 
gia de distorção máxima, 


175 MPa 


É -— 560 MPa 


Problema 10.87 


10,88. Se uma peça de máquina for feita de titânio (Ti- 
AÍ-4V) e um ponto crítico no material for submetido ao 
stado plano de tensão de modo tal que as tensões principais 
são ceo,=050, determine o valor de o, em MPa que 
provocará escoamento de acordo com (a) a teoria da tensão 
€ cisalhamento máxima e (b) teoria da energia de distorção 
áxima. 

0,89. Deduza uma expressão para um torque equivalen- 
te T, que, se aplicado sozinho a uma barra maciça de seção 
transversal circular, provocaria a mesma energia de distor- 


ção que a aplicação combinada de um momento fletor M e 
Um torque 7. 


10.90, Uma liga de alumínio 6061-T6 deve ser usada para 
fabricar um eixo de acionamento que transmita 40 kN a 
1,800 rev/min. Usando um fator de segurança FS = 2 para 
Stoamento, determine o menor diâmetro do eixo que pode 
€1 selecionado com base na teoria da energia de distorção 


TRANSFORMAÇÃO DA DEFORMAÇÃO 397 


10.91. Deduza uma expressão para um momento fletor 
equivalente M, que, se aplicado sozinho a uma barra maciça 
de seção transversal circular, provocaria a mesma energia de 
distorção que a aplicação combinada de um momento fletor 
M e um torque T. 


“810.92. O resultado do cálculo das cargas internas em uma 
seção crítica ao longo do eixo de acionamento de aço de um 
navio são um torque de 3,45 kN - m, um momento fletor de 
2,25 kN -m e uma propulsão axial de 12,5 kN. Se os limites de 
escoamento para tração e cisalhamento forem o, = 700 MPa e 
T, = 350 MPa, respectivamente, determine o diâmetro exigido 
para o eixo pela teoria da tensão de cisalhamento máxima, 


7 345 kNm 


ger 


12,5kN 


Problema 10.92 


10.93. O elemento está sujeito às tensões mostradas na Fi- 
gura. Se o, = 350 MPa, determine o fator de segurança para 
essa carga com base na (a) teoria da tensão de cisalhamento 
máxima e (b) teoria da energia de distorção máxima. 


56 MPa 


84 MPa 


Problema 10.93 


10.94. O estado de tensão que age em um ponto crítico so- 
bre uma chave de porca é mostrado na figura. Determine 
a menor tensão de escoamento para o aço que poderia ser 
selecionado para a fabricação da ferramenta com base na 
teoria da energia de distorção máxima. 


10.95. O estado de tensão que age em um ponto crítico so- 
bre uma chave de porca é mostrado na figura. Determine 
a menor tensão de escoamento para o aço que poderia ser 
selecionado para a fabricação da ferramenta com base na 
teoria da tensão de cisalhamento máxima. 
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OMPa 


175 MPa 


Problemas 10.94/95 


“10.96. O pequeno cilindro de concreto com diâmetro de 
50 mm está sujeito a um torque de 500 N -m e a uma força 
de compressão axial de 2 kN. Determine se ele falhará de 
acordo com a teoria da tensão normal máxima. O limite de 
resistência do concreto é o, = 28 MPa. 


mMações que ocorrem 
plano, ele sofre defor- 
Se as componentes da 

efo mação e,, E € y, forem conheci- 
'das para uma orientação específica do 
| elemento, as deformações que agem 
em alguma outra orientação do ele- 
mento poderão ser determinadas pe- 
las equações da transformação da de- 
formação no plano. Da mesma forma, 
as deformações principais normais e a 
deformação pot cisalhamento máxima 
no plano poderão ser determinadas 

- por equações de transformação. 


2kN 
Problema 10.96 


10.97. Se um eixo maciço de diâmetro d for submetido a 
um torque T e um momento M, mostre que, pela teoria da 
tensão normal máxima, a tensão principal máxima admissí- 
velé om (167 AM + VM + T), 


Problema 10.97 


Ex E o O a 
7 os 20 3 se 


EO DD 
(25) sen 20 + “Ecos 28 


e,)2 (= E É 
ES atos. 
leo 


Problemas de transformação da defor- 
mação também podem ser resolvidos 
de maneira parcialmente gráfica usan- 
do o círculo de Mohr. Para traçar o 
círculo, definem-se Os eixos e é y/2 e. 
traçam-se no gráfico o centro do cfr- 
culo € [(e, + e,)/2,0] é o ponto de re- 


ferência' A(e,. y,/2). O raio do círculo 


estende-se entre esses dois pontos e é 
determinado por trigonometria. 
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mento máxima no plano desde 
1s deformações principais no pla- 
nham sinais opostos. Se tiverem o 
no sinal, então a deformação por. 

mento máxima absoluta ocor- 


e Hooke pode ser expressa 
rês dimensões, onde cada defor- 
o 
onentes da tensão normal pelas 
iedades do material E e v, 


dE vt, + €4)] 


= Soy — v(0,+ 09] 


1 
E EIS: = p(Oy + DE É 


E e v forem conhecidas, então G 


eser determinada. : E 


“Cpo + 


ilatação é uma med 
ção volumétrica, O módulo de 
mpressibilidade é usado para medir 
rigidez de um volume de material. 


tensões principais 
a um material sejam conhecidas, 
emos usar uma teoria de falha 
o a base para um projeto. 
teriais dúteis falham sob cisalha- 
o e, nesse caso, a teoria da tensão 
cisalhamento máxima ou a teoria 
energia de distorção máxima po- 
ser usadas para prever falha. Am- 
teorias fazem comparações com 
de escoamento de um corpo 
submetido à tensão uniaxial. 
riais frágeis falham sob tração, . 
anto a teoria da tensão normal 
xima ou o critério de falha de Mohr 
em ser usados. Nesse caso, as com- 
ações são feitas com o limite de 
iência à tensão de tração desen- 
ida em um corpo de prova. 
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PROB À DER AO 


10.98. As tensões principais que agem em um ponto sobre 


um vaso de pressão cilíndrico de parede fina são o, = prt, 


o, =pri2te o, = 0. Se a tensão de escoamento for o, deter- 
mine o valor máximo de p com base na (a) teoria da tensão 
de cisalhamento máxima e (b) teoria da energia de distorção 
máxima. 


10.99. Um vaso de pressão esférico de parede fina tem 
raio interno r e espessura t e está sujeito a uma pressão 
interna p. Se as constantes do material forem E e v, deter- 
mine a deformação na direção circunferencial em termos 
dos parâmetros citados. 


“10.100. As componentes da deformação no ponto 4 sobre 
a carcaça são e, = 250(10º), e, = = 400(10" 2750108), 
c,=0. Determine (a) as deformações principais em A,(b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano x-y,e (c) a 
deformação por cisalhamento máxima absoluta. 


Problema 10.100 


10.101. Um elemento diferencial é submetido à de- 
formação no plano que tem as seguintes componentes: 
e, = 950(10º), e, = = 420(10%), y,, = —325(10"%). Use as equa- 
ções de transformação da deformação e determine (a) as de- 
formações principais e (b) a deformação por cisalhamento 
máxima no plano e a deformação média associada. Em cada 
caso, especifique a orientação do elemento emostre como as 
deformações distorcem o elemento. 


10.102. As componentes do estado plano de tensão em um 
ponto crítico sobre uma carcaça fina de aço são mostradas 
na figura. Determine se ocorre falha (escoamento) com base 
na teoria da energia de distorção máxima. A tensão de escoa- 
mento para o aço é o, = 650 MPa. 


340 MPa 


65 MPa 


55 MPa 


Problema 10.102 


10.103. Resolva o Problema 10.102 pela teoria da tensão de 
cisalhamento máxima. 


340 MPa 


55 MPa 


Problema 10.103 


“10.104. A roseta de deformação a 60º está montada sobre 
uma viga. As seguintes leituras foram obtidas para cada ex- 
tensômetro: e, = 600(107%),e, = —700(107*) e e, = 350(10-9), 
Determine (a) as deformações principais no plano e (b) a 
deformação por cisalhamento máxima no plano e a defor- 
mação normal média. Em cada caso, mostre o elemento dis- 
torcido devido a essas deformações. 


60º 
60º 
b 
60º 
Cc 
Problema 10.104 


10.105. A viga de alumínio tem a seção transversal retat: 
gular mostrada na figura. Se for submetida a um momento 
fletor M = 7,5 kN - m, determine o aumento na dimensão de 
50 mm na parte superior da viga e a redução dessa dimensão 
na parte inferior da viga. E, = 70 GPa e», = 0,3. 


aa e 


Problema 10.105 


BJETIVOS DO CAPÍTULO 


est 


sistência a momentos fletores e de torção. 


Base para o projeto 
de vigas 


1 


'  Vigas são elementos estruturais projetados para 
* suportar cargas aplicadas perpendicularmente a seus 
* eixos longitudinais. Por causa dessas cargas, elas desen- 
volvem uma força de cisalhamento interna e um mo- 
'* mento fletor que, em geral, variam de ponto a ponto ao 
“longo do eixo da viga. Algumas delas também podem 
“estar sujeitas a umaforça axial interna; todavia, os efei- 
tos dessa força costumam ser desprezados no projeto 
“visto que, em geral, a tensão axial é muito menor do 
que as tensões desenvolvidas por cisalhamento e fle- 
'xão. Quando escolhemos uma viga para resistir a am- 
bas as tensões de cisalhamento e flexão, diz-se que ela 
é projetada com base na resistência. O projeto de uma 
viga de acordo com esse conceito exige a utilização das 
fórmulas de cisalhamento e flexão desenvolvidas nos 
capítulos 6 e 7. Entretanto, a aplicação dessas fórmu- 
las limita-se a vigas feitas de material homogêneo que 
apresente comportamento linear elástico. 

A análise de tensão de uma viga geralmente despreza 
os efeitos provocados por cargas distribuídas externas 
€ forças concentradas aplicadas à viga. Como mostra a 
“Figura 11.1, essas cargas criarão tensões adicionais na 
viga diretamente sob a carga. Nota-se especificamente 


Ty 


Figura 11.1 


Projeto de vigas e eixos 


e capítulo, discutiremos como projetar uma viga de modo que ela possa resistir a cargas de flexão e cisa- 
amento. Especificamente, desenvolveremos métodos usados para projetar vigas prismáticas e determinar a 
rma de vigas totalmente solicitadas. No final do capítulo, consideraremos o projeto de eixos com base na 


que, além da tensão de flexão o, e da tensão de cisalha- 
mento 7,, que discutimos anteriormente, também será 
desenvolvida uma tensão de compressão o. Todavia, 
por meio de métodos de análise avançados, como os da 
teoria da elasticidade, podemos mostrar que a tensão 
g, diminui rapidamente por toda a altura (ou profun- 
didade) da viga e, na maioria das relações vão/altura 
usadas na prática da engenharia, o valor máximo de 
o, em geral representa apenas uma pequena porcenta- 
gem em comparação com a tensão de flexão o ,, isto é, 
0,» 0, Além disso, a aplicação direta de cargas concen- 
tradas é geralmente evitada no projeto de vigas. Em 
vez disso, utilizam-se chapas de assento para distribuir 
essas cargas com maior uniformidade pela superfície 
da viga. 

Embora as vigas sejam projetadas sobretudo para 
resistência, elas também têm de ser escoradas de ma- 
neira adequada ao longo de seus lados para que não 
sofram flambagem ou tornem-se repentinamente ins- 
táveis. Além disso, em alguns casos as vigas têm de ser 
projetadas para resistir a uma quantidade limitada de 
deflexão, como ocorre quando suportam tetos de ma- 
terial frágil como gesso. Métodos para determinar a 
deflexão de vigas serão discutidos no Capítulo 12, e as 
limitações impostas à flambagem das vigas costumam 
ser discutidas em códigos e manuais de projeto estru- 
tural ou mecânico. 


11.2 Projeto de viga prismática 


Para projetar uma viga com base na resistência, exi- 
ge-se que as tensões de flexão e de cisalhamento ver- 
dadeiras na viga não ultrapassem aquelas admissíveis 
para o material, definidas por códigos e manuais de 
projeto estrutural ou mecânico. Se o vão livre da viga 
for relativamente longo, de modo que os momentos 
internos tornam-se grandes, o engenheiro considerará, 
em primeiro lugar, um projeto baseado na flexão e en- 
tão verificará a resistência ao cisalhamento. Um pro- 
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jeto para flexão requer a determinação do módulo de 
resistência à flexão da viga, que é a relação entre Tec, 
isto é,.5 = 1/c. Pela fórmula da flexão, o= Mc/1, temos 


(11.1) 


Nessa expressão, M é determinado pelo diagrama de 
momento da viga, e a tensão de flexão admissível, O à.» 
é especificada em um código ou manual de projeto. Em 
muitos casos, o peso desconhecido da viga será pequeno 
e poderá ser desprezado em comparação com as cargas 
que a viga deve suportar. Todavia, se o momento adicio- 
nal provocado pelo peso tiver de ser incluído no projeto, 
o S escolhido terá de ser ligeiramente maior que S,.. 

Uma vez conhecido S,eg Se à forma da seção trans- 
versal da viga for simples, como um quadrado, um cír- 
culo ou um retângulo cujas proporções largura/altura 
sejam conhecidas, suas dimensões poderão ser deter- 
minadas diretamente por $S,,, visto que, por definição, 


r 


Dia = Ile. Contudo, se a seção transversal for com- 
posta por vários elementos, como uma seção de abas 
largas, poderá ser determinado um número infinito de 
dimensões para a alma e para as abas que satisfaçam 
o valor de Seg? Entretanto, na prática, os engenheiros 
escolhem uma determinada viga que cumpra o requi- 
sito S > S,. em um manual que relacione as formas 
padronizadas oferecidas por fabricantes. Muitas vezes, 
há várias vigas com o mesmo módulo de resistência à 
flexão que podem ser selecionadas nessas tabelas. Se 
não houver restrições para as deflexões, normalmente 
se escolherá a viga que tenha a menor área de seção 
transversal, já que a quantidade de material utilizado 
em sua fabricação é menor e, portanto, ela será mais 
leve e mais econômica do que as outras. 

A discussão acima considera que a tensão de flexão 
admissível do material é a mesma sob tração e sob com- 
pressão. Se for esse o caso, a viga que tenha seção trans- 
versal simétrica em relação ao eixo neutro deverá ser es- 
colhida. Contudo, se as tensões de flexão admissíveis sob 
tração e sob compressão não forem as mesmas, a escolha 
de uma seção transversal assimétrica poderá ser mais 
eficiente. Nessas circunstâncias, o projeto da viga deverá 
levar em conta a resistência ao maior momento positivo, 
bem como ao maior momento negativo no vão. 

Uma vez selecionada a viga, podemos usar a fór- 
mula do cisalhamento 7, = VOQ/It para confirmar se a 
tensão de cisalhamento admissível não foi ultrapassa- 
da. Muitas vezes esse requisito não será um problema. 
Todavia, se a viga for “curta” e suportar grandes cargas 
concentradas, a limitação à tensão de cisalhamento po- 
derá ditar o tamanho dela. Essa limitação é particular- 
mente importante no projeto de vigas de madeira, por- 
que a madeira tende a rachar ao longo de suas fibras 
devido ao cisalhamento (veja a Figura 7.6). 


Vigas fabricadas. Uma vez que as vigas são ge. 
ralmente feitas de aço ou madeira, agora discutiremos 
algumas das propriedades tabeladas de vigas feitas 
desses materiais. 


Seções de aço. A maioria das vigas de aço fabrica- 
das é produzida por laminação a quente de um lingote 
até se obter a forma desejada. As propriedades dessas 
formas, denominadas perfis laminados, são tabeladas 
no manual do American Institute of Steel Construction 
(AISC). Uma lista representativa de vigas de abas 
largas retiradas desse manual é dada no Apêndice B, 
Como observado nesse apêndice, os perfis de abas 
largas são projetados segundo sua altura e peso por 
unidade de comprimento; por exemplo, W460 x 68 in- 
dica uma seção transversal de abas largas (W) com 460 
mm de altura e 0,68 kN/m de peso (Figura 11.2). Para 
qualquer seção dada, são informados o peso por com- 
primento, as dimensões, a área da seção transversal, o 
momento de inércia e o módulo de resistência à fle- 
xão. Está incluído também o raio de giração r, que é uma 
propriedade geométrica relacionada com a resistência 
da seção à flambagem. Isso será discutido no Capítulo 
13. O Apêndice Be o Manual do AISC (AISC Manual) 
também apresentam listas de dados de outros elementos 
estruturais como vigas em U e cantoneiras. 


Seções de madeira. A maioria das vigas feitas de ma- 
deira tem seção transversal retangular porque são fáceis 
de fabricar e manusear. Manuais como os da National 
Forest Products Association apresentam listas de di- 
mensões de madeiras frequentemente utilizadas no pro- 
jeto de vigas. Muitas vezes são informadas as dimensões 
nominais e também as reais. A madeira bruta é iden- 
tificada por suas dimensões nominais, como 50 x 100 
(50 mm por 100 mm); todavia, suas dimensões'acabadas' 
são menores (37,5 mm por 87,5 mm). A redução das di- 
mensões deve-se à exigência de obter superfícies lisas da 
madeira bruta serrada. É óbvio que as dimensões reais 
devem ser usadas no cálculo de vigas de madeira. 


Seções compostas. Uma seção composta é construída 
com duas ou mais peças unidas para formar uma úni- 
ca unidade estrutural. Como indicado pela Equação 
11.1, a capacidade da viga de resistir a um momento 
varia diretamente com seu módulo de resistência 


15,4 mm 
| 


I 
9,14mm 


459 mm 


W460 x 68 


ES 
--154 mm 
Figura 11.2 


Soldada 


Parafusada 
Vigas-mestras de chapas de aço 


Figura 11.3 


visto que S = Jc, então S aumenta se I aumentar. Para 
umentar 1,a maior parte do material deve ser coloca- 
a o mais longe do eixo neutro quanto for possível. É 
o, evidentemente, que torna uma viga de abas largas 
e grande altura tão eficiente na resistência a um mo- 
ento. Todavia, para cargas muito grandes, o módulo 
de resistência de uma viga de aço laminado disponível 

ode não ser grande o suficiente para suportar um de- 
terminado momento. Em vez de usar várias vigas dis- 
poníveis para suportar a carga, Os engenheiros geral- 
ente “constroem” uma viga com chapas e cantoneiras. 
Uma seção em duplo T alta que tenha essa forma é 
denominada uma viga-mestra de chapa. Por exemplo, 
«duas abas da viga-mestra de aço na Figura 11.3 são 
hapas que podem ser soldadas ou, se forem utilizadas 
ifitoneiras, parafusadas à chapa da alma. 
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Viga-caixão de madeira Viga de lâminas coladas 
(a) (b) 
Figura 11.4 


Vigas de madeira também são “construídas”, em 
geral na forma de uma seção de viga-caixão (Figura 
11.4a). Elas podem ser feitas com almas de compensa- 
do e tábuas maiores para as abas. Quando os vãos são 
muito grandes, usam-se vigas de lâminas coladas. Esses 
elementos estruturais são feitos com várias tábuas la- 
minadas unidas por cola de modo a formar uma única 
unidade (Figura 11.4b). 

Exatamente como ocorre com as seções laminadas 
ou vigas feitas de uma única peça, o projeto de seções 
compostas exige que as tensões de flexão e cisalha- 
mento sejam verificadas. Além disso, deve-se verificar 
a tensão de cisalhamento nos elementos de fixação 
como solda, cola, pregos etc., para assegurar que a viga 
aja como uma única unidade. Os princípios para fazer 
isso foram descritos na Seção 7.4. 


PONTOS IMPORTANTES 


suportam cargas aplicadas perpendicularme 

ão resistir às tensões de cisalhamento e 

idera-se que a tensão de flexão máxima n 
cação de cargas na superfície da viga. 


mula da flexão, S = : 
Uma vez determinado Sia) as:dimensões da seção transversal para formas simples podem: ser. calculadas, visto que 

q He. 
€ forem usadas seções de aço laminado, vários valores possíveis dé :S podem ser selecionados em tabelas apresen- 
adas no Apêndice B. Escolha entre elas a que tenha a menor área da seção transversal, visto que essa viga terá o 
Menor peso e, portanto, será a mais econômica. 
Certifique-se de que o módulo de resistência, $, é:ligeiramente maior que. S 


> IDÓX 


tado pelo peso da viga seja considerado. 


eus eixos. Se forem projetadas com base na resistênc 
issíveis. E 
uito maior do que as tensões localizadas provocadas pela 


se; de modo que o momento adicional 
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Tensão: de cisalhamento 


e Vigas curtas que suportam grandes cargas, sobretudo as de madeira, em geral são inicialmente projetadas para resistir ao 
cisalhamento e,em seguida, examinadas no que se refere ao cumprimento dos requisitos da tensão de flexão admissível, 
e Usando a fórmula do cisalhamento, verifique se a tensão de cisalhamento admissível não é ultrapassada; isto é, use 


f 


Via. 


= 
adm, 


e Se a viga tiver seção transversal retangular maciça, a fórmula do cisalhamento será 7 


> L5(V. 


m 


1/4) (Equação 


adm 


7.5) e, se a seção transversal for uma aba larga, em geral será adequado considerar que a tensão de cisalhamento é 


constante na;área da-seção transversal da alma da viga, de modo quer, = V/A 


onde 4 é determinada pelo 


máx” alma? 


produto entre a altura da viga e a espessura da alma (veja a Seção 7.3). 


Adequação dos elementos de fixação 


e A adequação dos elementos de fixação usados em vigas compostas depende da tensão de cisalhamento à qual és- 
ses elementos podem resistir. Especificamente, o espaçamento exigido entre pregos ou parafusos de um tamanho 
particular é determinado pelo fluxo de cisalhamento admissível, q,,, = VOJII, calculado em pontos sobre a seção 
transveérsal'onde os elementos de fixação estão localizados (veja a Seção 7.4). 


Uma viga será feita de aço que tem tensão de flexão 
admissível o q — 170 MPa e tensão de cisalhamento ad- 
missível 7,4, = 100 MPa. Selecione uma forma W adequada 
para suportar a carga mostrada na Figura 11.5a. 


120kN 60 kN 


fo ER = 
Lo m da m “es ge) 
(a) 


V(kN) 
dd x (m) 
-90 
M (kNm) 60 
L. e N ; Re 
-— 2,667 m + > no) 
—120 
(b) 


Figura 11.5 


SOLUÇÃO 


Diagramas de força cortante e momento fletor. As rea- 
ções nos apoios foram calculadas e os diagramas de força 
cortante e momento fletor são mostrados na Figura 11.5b, 
Por esses diagramas, V. = 90kNe M = 120kN -m, 


Tensão de flexão. O módulo de resistência exigido para a 
viga é determinado pela fórmula da flexão, 


eq Ê =D = 706 x 10º mm” 
o Cám 170(10”) KN/m 


Pela tabela no Apêndice B, as seguintes vigas são adequadas: 


W460 x 60 S=1.120x 10 mm” 
W410 x 67  S=1.200x 10 mm? 
W360 x 64 S=1030x10mm 
W310x74 S=1.060x10 mm 
W250 x 80 S=984 x 10 mm? 
W200 x 100 S= 987 x 10º mm” 


A viga escolhida será a que tiver o menor peso por metro, 
isto é, 
W460 x 60 

O momento máximo verdadeiro M ., que inclui o peso 
da viga, pode ser calculado e a adequação da viga selecio” 
nada pode ser verificada. Todavia, em comparação com o 
cargas aplicadas, o peso da viga, (60,35 kg/m)(981 NAO 
m) = 3.552,2 N = 3,55 kN, provocará apenas um pequer” 
aumento em s,, q Apesar disso, 


S 4 = 706(10)mmê < 1.120(10)mm? ok 


ode cisalhamento. Como a viga é uma seção de abas 
a tensão de cisalhamento média no interior da alma será 
rada. Aqui, admitimos que a alma estende-se da parte 
: i erior até a mais inferior da viga. Pelo Apêndice B, 
a viga W460 X 60,d = 455 mm, t,—. = 8mm. Logo, 


alma 


3 
a 9010?) N 


E SAMA 
Áima (455 mm(8 mm) 


=24,7 MPa< 100MPa OK 


uma W460 X 60. Resposta 


“AvigaT de madeira mostrada na Figura 11.6a é composta 
r duas tábuas de 200 mm X 30 mm. Se a tensão de flexão ad- 
fvelfor O, = 12 MPa e a tensão de cisalhamento admis- 
elfer 7, — 08 MPa, determine se a viga suportará com 
gurança a carga mostrada. Especifique também o espaça- 
ento Máximo exigido entre os pregos para manter as duas 
buas Unidas, se cada prego puder resistir com segurança a 
50 kN de cisalhamento. 


SOLUÇÃO 


t agramas de força cortante e momento fletor. A Figu- 
1 6bmostra as reações na viga e os diagramas de força cor- 
tante é momento fletor. Aqui, V,.. = 1,5 kN, Máx — 2kN-m. 


ão de flexão. O eixo neutro (centroide) será locali- 
em relação à parte inferior da viga. Trabalhando em 
unidades métricas, temos 


(0,1 m)(0,03 m)(0,2 m) + 0,215 m(0,03m)(0,2m) 


0,03 m(0,2 m) + 0,03m(0,2m) 
0,1575 m 


1 
17 (003 m)(0;2 m)º+(0,03 m)(0,2m (0,1575 m — 0,1 m)? 
12 

=60,125 (109) m* 


1 
+= (0,2 m)(0,03 m)º + (0,03 m)(0,2 m)(0,215 m— 0,1575 m/] 


Visto que c = 0,1575 m (e não 0,230 m — 0,1575m = 0,0725 m), 
Exige-se 


M máx€ 
E > máx 
adm I 


2kN-m(0,1575m) 


2 10º) kPa > 
60,125(109) mº 


5,24(10º) kPa OK 
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Tensão de cisalhamento. A tensão de cisalhamento máxi- 
ma na viga depende dos valores de Q e t, Ela ocorre no eixo 
neutro, considerando-se O máxima nesse ponto e eixo neu- 
tro na alma, onde a espessura t = 0,03 m da seção transversal 
é a menor. Para simplificar, usaremos a área retangular abai- 
xo do eixo neutro para calcular O, em vez da área composta 
por duas partes acima desse eixo (Figura 11.6c). Temos 


1,SkN 


05%N/m 1,5kN 


V (kN) 
1,5| 
0,5 
— x (m) 
ne -1 
M (kNm) 
2 
x (m) 
(b) 
0,0725 m 
A 
0,1575m 
[00725 m 
A 


(d) 
Figura 11.6 
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1575 
Q=YA'= (Sm ossos m)(0,03 m)] 
= 0,372(10º) mº 
de modo que 


a > VmáxO 
Tt 


1,5 KN[0,372(10*)] mº 
800 kPa > l = do 1 = 309 kPa OK 
60,125(10-) m* (0,03 m) 


Espaçamento dos pregos. Pelo diagrama de cisalhamen- 
to, vemos que ele varia ao longo de todo o vão. Como o es- 
paçamento dos pregos depende do valor do cisalhamento na 
viga, por simplicidade (e para sermos conservadores), calcu- 
laremos o espaçamento tendo como base V = 1,5 kN para a 
região BCe V = 1 kN para a região CD. Visto que os pregos 
unem a aba à alma (Figura 11.6d), temos 


Q=7A' = (0,0725m — 0,015 m)[(0,2 m)(0,03m)] 
= 0,345(10*) m? 


O fluxo de cisalhamento para cada região é, portanto, 


VecQ 1,5 kN[0,345(10%)] mº 


8,61 kN 

disc 1 60,125(107) m/ di 
V 1 kN[0,345(102)] m? 

dep = creo E 


60,125(10 9) m* 


Um prego pode resistir a 1,50 kN sob cisalhamento, portanto, 
o espaçamento torna-se 


1,50 kN 


SBC = 861k N/m — 0,174 m 


1,50 kN 


Ara RRE 
“CD sgkNm “UM 


Para facilitar a medição, use 
Sac = 150 mm Resposta 


Scp 250 mm Resposta 


EXEMPLO 11,3 


A viga de madeira laminada mostrada na Figura 11.7a 
suporta uma carga distribuída uniforme de 12 kN/m. Se for 
necessário que a viga tenha uma relação altura/largura de 
1,5, determine sua menor largura. A tensão de flexão admis- 
sível é 0, = 9 MPa e a tensão de cisalhamento admissível 
É Tum — 0,6 MPa. Despreze o peso da viga. 


if faiasm (m) 
V 
—6 
(b) 
Figura 11.7 


SOLUÇÃO 


Diagramas de força cortante e momento fletor. Asrca- 
ções dos apoios em 4 e B foram calculadas e os diagramas 
de força cortante e momento fletor são mostrados na Figura 
11:7b. Aqui,V . — 20KN,M (= 10,67 kNem. 


Tensão de flexão. Aplicando a fórmula da flexão, obtemos 


Mo a 
Se = et = JO6TEN OM — oomgm? 
CTadm 9(10 )kN/m 


Considerando que a largura é a, a altura é h = 1,5a (Figura 
11.7a). Logo, 


1 la(LSa)? 
qc (0,75) 
a = 0,003160 mº 

a = 0,147m 


S, 


= 0,00119m” 


Tensão de cisalhamento. Aplicando a fórmula do cisa- 
lhamento para seções retangulares (que é um caso especial 


de 7. = VO/It), temos 
Vmáx 20 kN 
Tmáx = 15 A E (1,5) (0,147 m)(1,5)(0,147 m) 
= 0,929 MPa > 0,6 MPa 
EQUAÇÃO 


: Eta ' vigã 
Considerando-se que o critério do cisalhamento falhou, a “e 


: to. 
tem de ser calculada novamente com base no cisalhaménl 


3 Vmax 
Tadm — 2 A 
2. 3 20 kN 
600 kN/M = 5 (a)(1,5) 


( 
a = 0,183m = 183 mm Resposta 


seção maior também resistirá adequadamente à tensão 


|, A viga simplesmente apoiada é feita de madeira com 
ensão de flexão admissível Om — 6,5 MPa e tensão de ci- 
amento admissível Tm = 500 kPa. Determine as dimen- 
«ões da viga se ela tiver de ser retangular e apresentar rela- 
ção altura/largura de 1,25. 


Er 


8 kN/m 


2m E 4m EE 2m 


Problema 11.1 


11,2, As vigas do assoalho de um galpão de depósito de- 
ser selecionadas em função de vigas quadradas de ma- 
“ deira feitas de carvalho. Se cada viga tiver de ser projetada 
“pata suportar uma carga de 1,5 KN/m sobre um vão sim- 
* plesmente apoiado de 7,5 m, determine a dimensão a de sua 
“seção transversal quadrada com aproximação de múltiplos 
“de5mm.A tensão de flexão admissível é o, = 32MPa ea 
ensão de cisalhamento admissível é Ta, — 0,875 MPa. 


Problema 11.2 


H3 À viga de madeira deve ser carregada como mostra a 
figura. Se as extremidades suportarem somente forças ver- 
cais, determine o maior valor de P que pode ser aplicado. 
Sm = 25 MPa, 7,4, = 700 kPa. 
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Problema 11.3 


“1.4. Selecione no Apêndice B a viga de aço de abas lar- 
gas de menor peso que suportará com segurança a carga da 
máquina mostrada na figura. A tensão de flexão admissível 
É Om = 168 MPa e a tensão de cisalhamento admissível é 
Tam 98 MPa. 


ad 


25kN 


25kN 


25kN  25kN 


[* 


Ba ligas | 0,6m ig 


Problema 11.4 


11.5. A viga simplesmente apoiada é feita de madeira com 
tensão de flexão admissível o, = 7 MPa e tensão de cisalha- 
mento admissível 7,;m = 0,5 MPa. Determine as dimensões 
da viga se ela tiver de ser retangular e apresentar relação 
altura/largura de 1,25. 


75kN/m 


b 


Problema 11.5 


11.6. A viga de madeira tem seção transversal retangular e 
é usada para suportar uma carga de 6 kN. Se a tensão de fle- 
xão admissível for o, ,, = 14 MPa a tensão de cisalhamento 
admissível for 7 = 5 MPa, determine a altura h da seção 
transversal com aproximação de múltiplos de 5 mm, se ela 
tiver de ser retangular e ter largura b = 75 mm. Considere 
que os apoios em 4 e B exercem somente reações verticais 
sobre a viga. 
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11.7. Resolva o Problema 11.6 se a seção transversal tiver 
largura desconhecida, mas tiver de ser quadrada, isto é, h = b. 


O, dn 
to] 


6 kN 


Problemas 11.6/7 


“11.8. A viga simplesmente apoiada é composta por duas 
seções W310 x 33 montadas como mostra a figura. Determi- 
ne a carga uniforme máxima w que ela suportará se a tensão 
de flexão admissível for o, = 160 MPa e a tensão de cisa- 
lhamento admissível for 7,,, = 100 MPa. 


Problema 11.8 


11.9. A vigasimplesmente apoiada é composta por duas se- 
ções W310 x 33 montadas como mostra a figura. Determine 
se ela suportará com segurança uma carga w = 30 kN/m. A 
tensão de flexão admissível é o ,,, = 160 MPa e a tensão de 
cisalhamento admissível for 7, = 100 MPa. 


Problema 11.9 


11.10. Selecione no Apêndice B a viga de aço de abas lar- 
gas de menor peso que suportará com segurança as cargas 
mostradas na figura, na qual w = 100 kN/m e P = 25 kN. 
A tensão de flexão admissível é o, = 160 MPa e a tensão 
de cisalhamento admissível é 7,,, = 100 MPa. 


11.11. Selecione no Apêndice B a viga de aço de abaslargas 
de menor peso e menor altura que suportará com segurança 
as cargas mostradas na figura, na qual w = 0e P = SOkN. 
A tensão de flexão admissível é o, = 168 MPa e a tensão 
de cisalhamento admissível é 7,,, — 100 MPa. 


Problemas 11.10/11 


11.12. Determine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, 
a largura mínima da viga que suportará com segurança a car. 
ga P= 40kN.A tensão de flexão admissível é o ,,, = 168MPa 
e a tensão de cisalhamento admissível é T,,, = 105 MPa. 


P 


E, 


150mm| FERE ZA 


Problema 11.12 


11.13. Selecione no Apêndice B a viga de aço de abas largas 
de menor peso que suportará com segurança as cargas mostra- 
das na figura. A tensão de flexão admissível é o, = 168 MPa 
e a tensão de cisalhamento admissível é 7, = 100 MPa. 


75 kN 


7,5kN/m 


Problema 11,13 


11.14. Selecione no Apêndice B a viga estrutural de aço 
de abas largas de menor peso e menor altura que suportará 
com segurança a carga mostrada na figura. A tensão de fle- 
xão admissível é o,,, — 168 MPa e a tensão de cisalhamento 
admissível é 7, = 100 MPa. 


120 kN /m 


k 2m Ê 


Problema 11.14 


11.15. Selecione no Apêndice B a viga de aço de abas lar- 
gas mais curta e de menor peso que suportará com segurançã 
as cargas mostradas na figura. À tensão de flexão admissível 
é Om + 160 MPa e a tensão de cisalhamento admissível é 
Tam + 84 MPa. 


adi 


Problema 11.15 


A viga é feita de um material cerâmico cuja tensão de 
ão admissível É O, — ? MPae tensão de cisalhamento 7, = 
o Determine a largura b da viga, se a altura for h = 2h. 


75 kN 50kN 


1,2kN/m 


[LISA 


Problema 11.16 


1.17. A viga T de aço em balanço foi montada com duas 
hapas soldadas como mostra a figura. Determine as cargas 
“máximas P que podem ser suportadas com segurança pela 
“viga, se a tensão de flexão admissível for o,,,, = 170 MPa e a 


adm 


| tensão de cisalhamento admissível for 7,, | = 95 MPa. 


150 mm 
E ab mm 


af [iso mm P 


A 


15mm 
Problema 11.17 


“4418. Trace osdiagramas de força cortante emomento fletor 
para a viga W310 x 21 e verifique se ela suportará com segu- 
'Fança a carga mostrada na figura. A tensão de flexão admissí- 
“veléo q = 160 MPa e a tensão de cisalhamento admissível é 
Taim — 84 MPa, 


25 kN/m 


Fogesadnas 


im 


Problema 11.18 


15 kNm 


14.19, Selecione no Apêndice B a viga de aço de abas largas 

de menor peso que suportará com segurança as cargas mos- 
tradas na figura. A tensão de flexão admissível é o, — 160 
MPa e a tensão de cisalhamento admissível é Taim — 84 MPa. 


25 kN/m 


| Eure 
io a a a 


Problema 11.19 


75 kN.m 
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“11.20. A viga composta foi feita com duas seções unidas 
por um pino em B. Use o Apêndice B e selecione a viga de 
abas largas leve que seria segura para cada seção, se a tensão 
de flexão admissível for Cj, = 168 MPa e a tensão de cisa- 
lhamento admissível for 7, = 100 MPa. A viga suporta a 
carga de um tubo de 6 kN e 9 kN, como mostra a figura. 


9kN 


B 
18m 1,8m 24m — 3m 


Problema 11.20 


11.21. A viga de aço tem uma tensão de flexão admissível 
Com — 140 MPa e uma tensão de cisalhamento admis- 
sível 7a = 90 MPa. Determine a carga máxima que ela pode 
suportar com segurança. 


20 mm Rod 
150 qu 
P 


50 mm U 50 mm 
20 mm 


Problema 11.21 


11.22. A viga de madeira tem seção transversal retangular. 
Se sua largura for 150 mm, determine a altura h de modo 
que atinja simultaneamente sua tensão de flexão admissí- 
vel Om 10 MPa e uma tensão de cisalhamento admissível 
Taim = 0,35 MPa. Calcule também a carga máxima P que a 
viga pode suportar. 


Problema 11.22 


11.23. A viga será usada para suportar a máquina que tem 
peso de 80 kN e centro de gravidade em G. Se a tensão de 
flexão máxima não puder ultrapassar Cm & 160 MPa, de- 
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termine a largura b exigida para as abas. Os apoios em B e 
C são lisos. 


“11.24. A largura das abas da viga é b = 200 mm. Se a ten- 
são de flexão máxima não puder ultrapassar o ,,, = 160 MPa, 
determine o maior peso da máquina que a viga pode supor- 
tar. O centro de gravidade da máquina encontra-se em G e 
os apoios em Be C são lisos. 


Hb (12 mm 
12 mm-f [175 mm 


big T2 mm 
B 


1,8 m— ts dá [Sm : 18m 
Problemas 11.23/24 


11.25. A viga-caixão tem tensão de flexão admissí- 
vel Om = 10 MPa e tensão de cisalhamento admissível 
Taim E 775 MPa. Determine a intensidade máxima w da car- 
ga distribuída que ela pode suportar com segurança. Calcule 
também o espaçamento máximo seguro entre os pregos para 
cada terço do comprimento da viga. Cada prego pode resistir 
a uma força de cisalhamento de 200 N. 


Problema 11.25 


11.26. A viga foi construída com três tábuas como mostra a 
figura. Se cada prego puder suportar uma força de cisalhamen- 
to de 250 N, determine o espaçamento máximo entre os pre- 
gos, s,s' e s”, para as regiões AB, BC e CD, respectivamente. 


6 kN 


E 
15m 


4 1200 mm 
25 mm — Hi q 


150 mm 


+ e 
“25 mm 25 mm 


Problema 11.26 


11.27. A vigafoi construída com duas tábuas como mostra 
a figura. Se cada prego puder suportar uma força de cisalha- 
mento de 1 kN, determine o espaçamento máximo entre os 
pregos, s, s' e s” com aproximação de 25 mm para as regiões 
AB, BCe CD,respectivamente. 


25kN 


15m 


Problema 11.27 


*11.28. Trace os diagramas de força cortante e momento 
fletor para o eixo e determine, com aproximação de míl- 
tiplos de 5 mm, o diâmetro exigido se om = 50 MPa e 
Tamo 20 MPa. Os mancais em 4 e D exercem somente rea- 
ções verticais sobre o eixo. A carga é aplicada às polias em B, 
Ce E. Considere P = 550 N. 


11.29. Trace os diagramas de força cortante e momento 
fletor para o eixo e determine, com aproximação de múl- 
típlos de 5 mm, o diâmetro exigido, se o = 50 MPa e 
Taim + 20 MPa. Os mancais A e D exercem somente reações 
verticais sobre o eixo. A carga é aplicada às polias em B,Ce 
E. Considere P = 400 N. 


350 Mia 500 de Eis 


400 N 
P 


Problemas 11.28/29 


11.30. A viga com avanço foi construída com duas peças 
de madeira de 50 mm por 100 mm escoradas como mostra a 
figura. Se a tensão de flexão admissível for o, = 42 MPa, 
determine a maior carga P que pode ser aplicada. Calcule 
também o espaçamento máximo associado, s, entre os pregos 
ao longo da seção AC da viga, se cada um deles puder resistir 
a uma força de cisalhamento de 4 kN. Considere que a viga 
está unida por pinos em A, B e D. Despreze a força axial 
desenvolvida na viga ao longo de DA. 


a O , 


0,6m 


Problema 11.30 


1.3 Vigas totalmente solicitadas 


Na seção anterior, desenvolvemos um método para 
eterminar as dimensões da seção transversal de uma 
jau prismática de modo que ela resista ao momento má- 
imo, M, ,» em seu vão. Visto que, em geral, o momento 
a viga varia ao longo do seu comprimento, a escolha 
e uma viga prismática costuma ser ineficiente, pois ela 
unça é totalmente solicitada em pontos ao longo da viga 
nde M <M («Para refinar o projeto de modo a reduzir 
peso de uma viga, às vezes os engenheiros escolhem 
ma com área de seção transversal variável tal que, em 
a seção transversal ao longo dela, a tensão de flexão 
nja seu valor admissível máximo. Vigas com área da 
ção transversal variável denominam-se não prismáti- 
15 e São muito usadas em máquinas, uma vez que podem 
1 fundidas rapidamente. A Figura 11.8a mostra alguns 
«emplos. Em estruturas, essas vigas podem ser “arquea- 
as como mostra a Figura 11.8b. Elas também podem 
1 compostas! ou fabricadas em uma oficina usando 
hapas. Um exemplo é uma viga-mestra feita com uma 
à prismática laminada coberta com chapas soldadas 
na região onde o momento é máximo (Figura 11.8c). 

A análise de tensão de uma viga não prismática é ge- 
ralmente muito difícil de executar e está além do escopo 
éste livro. Na maioria das vezes, esses tipos de viga são 
nalisados por métodos experimentais ou pela teoria da 
tlasticidade. Todavia, os resultados obtidos de tal aná- 
Se indicam que as premissas adotadas na dedução da 
ítmula da flexão são aproximadamente corretas para 
ever as tensões de flexão em seções não prismáticas, 
desde que a conicidade ou a inclinação do contorno 
perior ou inferior da viga não seja muito acentuada. 


Viga arqueada de concreto 
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Viga-mestra de aço coberta com chapas 


(c) 


Figura 11.8 


Por outro lado, a fórmula do cisalhamento não pode ser 
usada para o projeto de uma viga não prismática, por- 
que os resultados obtidos são muito enganadores. 
Embora seja aconselhável ter cautela ao aplicar a 
fórmula da flexão no projeto de uma viga não prismá- 
tica, aqui mostraremos, em princípio, como essa fór- 
mula pode ser usada como um meio aproximado para 
obter a forma geral da viga. Nesse sentido, as dimen- 
sões da seção transversal de uma viga não prismática 
que suporta uma determinada carga podem ser deter- 
minadas pela fórmula da flexão expressa como 


M 


Cadm 


S = 


Se expressarmos o momento interno M no tocante 
a sua posição x ao longo da viga, então, visto que o, é 
uma constante conhecida, o módulo de resistência $ ou 
as dimensões da viga tornam-se função de x. Uma viga 
projetada dessa maneira é denominada viga totalmen- 
te solicitada. Embora somente as tensões de flexão 
tenham sido consideradas para aproximar sua forma 
final, deve-se ter o cuidado de garantir também que 
ela resistirá ao cisalhamento, especialmente em pontos 
onde são aplicadas cargas concentradas. O resultado é 
que a forma ideal de uma viga não pode ser totalmente 
determinada apenas pela fórmula da flexão. 


Determine a forma de uma viga totalmente solicitada e 
simplesmente apoiada que suporta uma força concentrada 
em seu centro (Figura 11.9a). A viga tem seção transversal 


-bA 


(b) 


Figura 11.9 
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retangular de largura constante b, e a tensão admissível é 
[o 


adm” 
SOLUÇÃO 


O momento interno na viga (Figura 11.9b), expresso em fun- 
ção da posição, 0 < x < L/2,é 


Por consequência, o módulo de resistência exigido é 


M P 


S = = x 
Sadm 20 adm 


Visto que S = 1/c, para uma área de seção transversal h por 
b, temos 


I Sb P 


[5 h/2. 2Cadm ç 
2.0 3P 


de modo que 


Resposta 


Por inspeção, vemos que a altura h deve variar de 
uma maneira parabólica em relação à distância x. 


OBSERVAÇÃO: Na prática, essa forma constitui a base para 
o projeto de feixes de molas usados para suportar os eixos 
traseiros da maioria dos caminhões pesados ou vagões de 
trens. Observe que, embora esse resultado indique que h = O 


em x = 0, é necessário que a viga resista à tensão de cisalha. 
mento no apoio e, em termos práticos, exige-se que A > Onos 
apoios (Figura 11.9a). 


EXEMPLO 11.5 


A viga em balanço mostrada na Figura 11.10a tem for- 
ma trapezoidal com altura A, em A e altura 3h, em B. Se for 
submetida a uma carga P em sua extremidade, determine a 
tensão normal máxima absoluta na viga, que possui seção 
transversal retangular de largura constante b. 


SOLUÇÃO 


Em qualquer seção transversal, a tensão normal máxima 
ocorre nas superfícies superior e inferior da viga. Entretanto, 
visto que o. = M/S e o módulo de resistência S aumenta 
à medida que x aumenta, a tensão normal máxima absoluta 
não ocorre necessariamente na parede B, onde o momento 
é máximo. Pela fórmula da flexão, podemos expressar a ten- 
são normal máxima em uma seção arbitrária em relação a 
sua posição x (Figura 11.10b). Aqui, o momento interno tem 
valor M = Px, Uma vez que a inclinação da parte inferior da 
viga é 2h,/L (Figura 11.10a), a altura da viga na posição x é 


2h h 
h = + ho = Rc + L) 


Aplicando a fórmula da flexão, temos 


Me  Px(h/2) —  6PI?x (1) 
TO (Bb) bho(a+L? 


Para determinar a posição x na qual ocorre a tensão nor- 
mal máxima absoluta, temos de tomar a derivada de s em 
relação a x e igualá-la a zero, o que dá 


do (Ser) pe + LL)? — *(2)(2x + L)(2) 


=0 
(2x + L)! 


(a) 


Figura 11.10 
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Diagrama de momento causado 
pelas cargas no plano y— Z 


Logo, 


4 + 4xL+I2—- 8x —-4L=0 
I2-4x2=0 


Substituindo na Equação 1 e simplificando, a tensão normal 
áxima absoluta é, portanto, 


3 PL 
(o DP a 
mê 4 bhy Resposta 


Observe que, na parede, B, a tensão normal máxima é 


Mc  PL(1,5ho) 2 PL 
(O máx)B = I = 1 3 E 3 bh 2 
[5 b(3h0)º] o 


le é 11,1% menor QUE O max 
abs 


BSERVAÇÃO: É bom lembrar que a fórmula da flexão foi 
Eduzida apartir da premissa de que a viga é prismática. Visto 
que isso não ocorre aqui, devemos esperar algum erro nessa 


Diagrama de momento causado 
pelas cargas no plano x—y 


Diagrama de torque causado por torques 
aplicados em torno da linha central do eixo 


(d) 


(g) 


Figura 11.11 


análise e naquela do Exemplo 11.4. Uma análise matemática 
mais exata, usando-se a teoria da elasticidade, revela que a 
aplicação da fórmula da flexão, como fizemos neste exemplo, 
resultará em apenas pequenos erros para a tensão normal, 
se o ângulo de inclinação da viga for pequeno. Por exemplo, 
se esse ângulo for 15º,a tensão calculada neste exemplo será 
aproximadamente 5% maior do que a calculada pela análise 
mais exata. Vale a pena observar também que o cálculo de 
(O 4.)p foi efetuado com finalidade meramente ilustrativa, 
visto que, pelo princípio de Saint-Venant, a distribuição de 
tensão verdadeira no apoio (parede) é muito irregular. 


“11.4 Projeto de eixos 


Em geral, os eixos com seções transversais circula- 
res são utilizados em muitos tipos de máquinas e equi- 
pamentos mecânicos. O resultado é que muitas vezes 
estarão sujeitos a tensão cíclica ou de fadiga, causadas 
pelas cargas combinadas de flexão e torção que devem 
transmitir, ou às quais devem resistir. Além dessas 
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cargas, podem existir concentrações de tensão em um 
eixo devido a chavetas, acoplamentos e transições re- 
pentinas em sua área de seção transversal (Seção 5.8). 
Portanto, para projetar um eixo de forma adequada, é 
necessário levar em conta todos esses efeitos. 

Nesta seção, discutiremos alguns dos aspectos im- 
portantes do projeto de eixos uniformes usados para 
transmitir potência. Esses eixos são frequentemente 
submetidos a cargas aplicadas a polias e engrenagens 
acopladas, como mostra a Figura 11.11a. Visto que as 
cargas podem ser aplicadas ao eixo em vários ângulos, 
o momento fletor interno e o momento de torção em 
qualquer seção transversal podem ser determinados 
substituindo-se as cargas por suas contrapartes estati- 
camente equivalentes e então decompondo essas car- 
gas em componentes em dois planos perpendiculares 
(Figura 11.11b). A seguir, podemos traçar os diagra- 
mas de momento fletor para as cargas em cada plano, 
e o momento interno resultante em qualquer seção ao 
longo do eixo será determinado por adição vetorial, 
M=vVM2+ M/ (Figura 11.11c). Além de sujei- 
tos ao momento, os segmentos do eixo também estão 
sujeitos a diferentes torques internos (Figura 11.11b). 
Aqui, vemos que, para obter equilíbrio, o torque de- 
senvolvido em uma engrenagem tem de equilibrar o 
torque desenvolvido na outra engrenagem. Para le- 
var em conta a variação geral do torque ao longo do 
eixo, podemos traçar também um diagrama de torque 
(Figura 11.11d). 

Uma vez definidos os diagramas de momento e 
torque, é possível investigar certas seções críticas ao 
longo do eixo nas quais a combinação de um momen- 
to resultante M e um torque T cria a pior situação de 
tensão. A propósito, o momento de inércia do eixo é 
o mesmo em torno de qualquer eixo diametral e, visto 
que esse eixo representa um eixo principal de inércia 
para a seção transversal, podemos aplicar a fórmu- 
la da flexão usando o momento resultante para obter 
a tensão de flexão máxima. Como mostra a Figura 
11.11e, essa tensão ocorrerá em dois elementos, C e 
D, cada um localizado no contorno externo do eixo. 
Se essa seção também tiver de resistir a um torque 
T, então desenvolve-se também uma tensão de cisa- 
lhamento máxima nesses elementos (Figura 11.11f). 
Além do mais, as forças externas também criarão 
tensão de cisalhamento no eixo determinada por 
7 = VOIIt todavia, essa tensão geralmente contribui- 
rá com uma distribuição de tensão muito menor na 
seção transversal em comparação com a desenvolvi- 
da por flexão e torção. Em alguns casos, ela deve ser 
investigada, porém, por simplicidade, desprezaremos 
seu efeito na análise que faremos em seguida. Então, 
em geral, o elemento crítico D (ou C) sobre o eixo 
está sujeito ao estado plano de tensão, como mostra a 
Figura 11.11g, na qual 


- Me ao 

[o I e di 
Se a tensão normal admissível ou a tensão de ci- 
salhamento admissível for conhecida, as dimensões 
do eixo serão baseadas na utilização dessas equações 
e na seleção de uma teoria da falha adequada. Por 
exemplo, se soubermos que o material é dútil, então 
seria adequado usar a teoria da tensão de cisalhamen- 
to máxima. Como dissemos na Seção 10.7, essa teoria 
exige que a tensão de cisalhamento admissível, que é 
determinada pelos resultados de um teste de tração 
simples, seja igual à tensão de cisalhamento máxima 
no elemento. Usando a equação de transformação de 
tensão (Equação 9.7), para o estado de tensão na Figu- 


ra 11.11g, temos 
2 
+ 
2 


JET) 


Visto que 1 = mc!/4e J = qrc'/2, essa equação torna-se 


Tadm — 


sec Mº + Tº 
TC 


Tadm 


Resolvendo para o raio do eixo, obtemos 


1/3 
c= e Mº + Tº? 


TTadm 


(11.2) 


A aplicação de qualquer outra teoria da falha rc- 
sultará, é claro, em uma formulação diferente para c. 
Todavia, em todos os casos poderá ser necessário apli- 
car essa formulação a várias “seções críticas” ao longo 
do eixo para determinar a combinação particular de M 
e Tque dá o maior valor para c. 

O exemplo a seguir ilustra o procedimento nune- 
ricamente. 


O eixo na Figura 11.12a é suportado por mancais €M 


Ae B. Devido à transmissão de potência de e para O eixo: 
as correias das polias estão sujeitas às tensões mostrad 
Determine o menor diâmetro do eixo pela teoria da tens 
de cisalhamento máxima, com 7, = 50 MPa. 


SOLUÇÃO 


As reações dos apoios foram calculadas e são mestria f 
diagrama de corpo livre do eixo (Figura 11.12b). Os dig 


mas de momento fletor para M e M são mostrados nas 
É de torque 


ras 11.12ce 11.12d, respectivamente. O diagrama 
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ostrado na Figura 11.12e. Por inspeção, os pontos críticos 
ata o momento fletor ocorrem em Cou B. Além disso, ime- 
latamente à direita de C e em B, o momento de torção é 7,5 
N - m. Em C,o momento resultante é 


Me = V(11875 Nm)? + (37,5 Nm)? = 124,5N-m 
“ passo que é menor em B, a saber 
M,=75N:m 


“Vistoqueo projeto é baseado na teoria da tensão de cisa- 
“mento máxima, pode-se aplicar a Equação 11.2. O radical 
Mº + Tºserá o maior de todos em uma seção imediata- 
Ate à direita de C. Temos 


=-— 0,250m —| 0,150m 
- 475 N 650 N 500 N 
MA(Nm) | 
É 75 Nm 
fe =—— y(m) 
(d) 
— 0,250 m —=— 0,250 m 0,150 m 
Ty (Nm) 
| | » (m) 


Figura 11.12 


E a —s — 1/8 
o (amado N7md (1245 N m) + (7,5N-m) 


= 0,0117m 
Assim, o menor diâmetro admissível é 


d = 2(0,0117 m) = 233 mm Resposta 
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PROBLEMAS 


11.31. A viga mostrada na figura suporta uma força con- 
centrada P em seu centro. Se for feita de uma chapa com 
largura constante b, determine a tensão de flexão máxima 
absoluta na viga. 


Problema 11.31 


“1.32. Determine a variação do raio r da viga em balanço 
que suporta a carga distribuída uniforme, de modo que ela 
tenha uma tensão de flexão máxima constante o, em todo 
o seu comprimento. 


Problema 11.32 


11.33. Determine a variação na altura d de uma viga em 
balanço que suporta uma força concentrada P em sua extre- 
midade, de modo que ela tenha uma tensão de flexão máxi- 
ma constante o, em todo o seu comprimento. A viga tem 
largura constante b,, 


Problema 11.33 


11.34. A viga tem a forma de um tronco de cone reto com 
diâmetro de 12 mm em A e de 300 mm em B. Se ela suportar 
uma força de 750 N em 4, determine a tensão de flexão má- 
xima absoluta na viga e especifique sua localização x. 


750N 


Problema 11.34 


11.35. A vigatemlargura we altura que varia como Mostra 
a figura. Se ela suportar uma força concentrada P em má 
extremidade, determine a tensão de flexão máxima absolua 
na viga e especifique sua localização x. 


Problema 11.35 


“11.36. A viga mostrada na figura suporta uma carga distribui. 
da uniforme w. Se for feita de uma chapa com largura constante 
b, determine a tensão de flexão máxima absoluta na viga. 


Problema 11.36 


11.37. A viga afunilada simplesmente apoiada suporta à 
força concentrada P em seu centro. Determine a tensão de 
flexão máxima absoluta na viga. 


P 


Problema 11.37 


11.38. Os mancais em 4 e D exercem somente as compo 
nentes y e z da força sobre o eixo. Se 7,,, = 60 MPa, deter 
mine, com aproximação de 1 mm, o eixo de menor diâmcir» 
que suportará a carga. Use a teoria da falha da tensão dr 
cisalhamento máxima. 


11.39. Resolva o Problema 11.38 usando a teoria de falha 
da energia de distorção máxima como, ,, = 180 MPa. 


Problemas 11.38/39 


ER 
mo 
for 
xin 
ra 


EE 
Mo 
for: 
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40. Os mancais em 4 e D exercem somente as compo-  ximação de 1 mm, o diâmetro exigido para o eixo. Use a teoria 
nies yez da força sobre o eixo. Se Tam T 60 Nip deter- de falha da energia de distorção máxima, Tui 140 MPa. 

ine, com aproximação de 1 mm, o eixo de menor diâmetro 
E suportará a carga. Use a teoria da falha da tensão de 


salhamento máxima. 


Problema 11.43 


“11.44. O eixo está apoiado sobre mancais que não ofere- 
cem resistência a carga axial. Se a tensão normal admissível 
para o eixo for o,,, = 80 MPa, determine, com aproximação 
de 1 mm,o menor diâmetro do eixo que suportará a carga. 
Use a teoria de falha da energia de distorção máxima. 


Problema 11.40 


11,41, Os mancais em A e D exercem somente as compo- 
nentes y e z da força sobre o eixo. Se Tam + 60 MPa, deter- 
“Mine, com aproximação de 1 mm, o eixo de menor diâmetro 
que suportará a carga. Use a teoria de falha da energia de 
distorção máxima. o 4, = 130 MPa. 


Problema 11.44 


11.45. O eixo está apoiado sobre mancais que não oferecem 
resistência a carga axial. Se a tensão de cisalhamento admissí- 
vel para o eixo for 7, = 35 MPa, determine, com aproxima- 
ção de 1 mm,o menor diâmetro do eixo que suportará a carga. 
Use a teoria de falha da tensão de cisalhamento máxima. 


F, = 3kN 


1 


50 mm 


Problema 11.41 


42. As polias acopladas ao eixo estão carregadas como 
mostra a figura. Se os mancais em 4 e B exercerem somente 
“ forças horizontais e verticais sobre o eixo, determine, com apro- 
Ximação de 1 mm, o diâmetro exigido para o eixo usando a teo- 
Tia de falha da tensão de cisalhamento máxima. 7,,, = 84 MPa. 


Problema 11.45 


11.46. O eixo é suportado por mancais em 4 e B que exer- 
cem sobre o eixo somente as componentes da força nas di- 
reções x e z. Se a tensão normal admissível para o eixo for 
Om + 105 MPa, determine, com aproximação de 1 mm, o 
menor diâmetro do eixo que suportará a carga da engrena- 
gem. Use a teoria de falha da energia de distorção máxima. 


Problema 11.42 


tias, As polias acopladas ao eixo estão carregadas como 
“Mostra a figura. Se os mancais em 4 e B exercerem somente 
forças horizontais e verticais sobre o eixo, determine, com apro- 
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“2100 mm He = 1.250 N 


Problema 11.46 


11.47. O eixo é suportado por mancais em A e B que exercem 
sobre o eixo somente as componentes da força nas direções x 
e z. Se a tensão normal admissível para o eixo for o, = 105 
MPa, determine, com aproximação de 1 mm,o menor diâmetro 
do eixo que suportará a carga da engrenagem. Use a teoria de 
falha da tensão de cisalhamento máxima com 7, = 42 MPa. 


N 


00 mm H, = 1.250 N 


Problema 11.47 


“11.48. A polia acoplada à extremidade do eixo está sujeita 
à carga mostrada na figura. Se os mancais em 4 e B exer- 


cerem somente as componentes y e z da força sobre o eixo, 
determine o torque de equilíbrio T na engrenagem C e en- 
tão determine, com aproximação de 1 mm, o menor diâmetro 
do eixo que suportará a carga. Use a teoria de falha da ten- 
são de cisalhamento máxima com 7,,, = 60 MPa. 


F,=1,5kN 
Problema 11.48 


11.49. A polia acoplada à extremidade do eixo está sujeita à 
carga mostrada na figura. Se os mancais em 4 e B exercerem 
somente as componentes y e z da força sobre o eixo, determi- 
ne o torque de equilíbrio T' na engrenagem C e então deter- 
mine, com aproximação de 1 mm, o menor diâmetro do eixo 
que suportará a carga. Use a teoria de falha da energia de 
distorção máxima com o, = 80 MPa. 


Problema 11.49 


Ocorre falha de uma viga quando o cisalhamento in- 
terno ou.o momento na viga é máximo. Portanto, para 
resistir a essas cargas, é importante que a tensão de ci- 
salhamento máxima e à tensão de flexão associadas não 
ultrapassem valores admissíveis determinados em códi- 
gos é manuais de engenharia. Normalmente, o projeto 


nação da resistência à tensão de flexão admissível 


EE Max 
Cadm T 


da seção transversal de uma viga começa pela determi- 
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seguida, é verificada a tensão de cisalhamento admis- 
vel. Para seções retangulares, Taim > LV 1/4) e para 
jes de abas largas, é adequado usar 7, > V/A 
peral, Use 


os de fixação ou a resistência da cola ou solda é deter- 
nada pelo fluxo de Cisalhamento admissível 


gas totalmente solicitadas são não prismáticas e pro- 
etadas de modo tal que cada seção transversal ao longo 
a viga resistirá à tensão de flexão admissível. Isso defi- 
jirá o formato da viga. 


im geral, um eixo mecânico é projetado para resistir 
tensões de torção é de flexão. Normalmente, a flexão 
ode ser decom posta em dois planos e, portanto, é ne- 
sário traçar os diagramas de momento para cada 
mponente do momento fletor e então selecionar a o 
jento máximo: com base na adição vetorial. Uma 
determinadas as tensões de flexão e de cisalhamen- 
máximas, dependendo. do tipo de material, usa-se 
ja teoria da falha adequada para comparar a tensão 
missível com a tensão exigida, 


PROBLEMAS DE REVISÃO 


11,50. Trace os diagramas de força cortante e momento fletor 
para eixo e,em seguida, determine o diâmetro exigido com apro- 
+imiação de 1 mm se o, = 140 MPa er, = 80 MPa. Os man- 
sem Ae B exercem somente reações verticais sobre o eixo. 


1.500 N 


600 mm 


Problema 11.51 


Problema 11.50 

, “11.52. A viga simplesmente apoiada é feita de madeira 
si, Avigaem balanço tem seção transversalcircular.Seela com tensão de flexão admissível o am — 8 MPa e tensão de 
“UPortar uma força P em sua extremidade, determine seuraio y cisalhamento admissível Tam + 750 kPa. Determine suas di- 


a função de x, de modo que seja submetida a uma tensão de | mensões se ela tiver de ser retangular e a relação altura/lar- 
*ã0 máxima constante o, em todo o seu comprimento. gura tiver de ser A/b = 1,25. 
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300 N/m 


Problema 11.52 


11.53. A viga tem a forma de um tronco de cone reto com 
diâmetro de 0,3 m em A e diâmetro de 0,6m em B. Se supor- 
tar um momento de 12 kN - m em sua extremidade, determi- 
ne a tensão de flexão máxima absoluta na viga e especifique 
sua localização x. 


1,8m 


Problema 11.53 


11.54. Selecione no Apêndice B a viga com avanço de abas 
largas de aço que tenha o menor peso e que suportará com 
segurança as cargas. Considere que o apoio em A é um pino 
e que o apoio em B é um rolete. A tensão de flexão admissí- 
velé o, = 168 MPa e a tensão de cisalhamento admissível é 
Tom + 100 MPa. 


ad 


E 
AfriE 


24m E Dim 


10 kN 10 kN 
Problema 11.54 


11.55. Os mancais em 4 e B exercem somente as compo- 
nentes x e z das forças sobre o eixo de aço. Determine, com 
aproximação de 1 mm, o diâmetro do eixo, de modo que ele 
possa resistir às cargas das engrenagens sem ultrapassar uma 
tensão de cisalhamento admissível de 7,,, = 80 MPa. Use a 
teoria de falha da tensão de cisalhamento máxima. 


F.=5kN 


Problema 11.55 


*11.56. Os mancais em A e B exercem somente as compo- 
nentes x e z das forças sobre o eixo de aço. Determine, com 
aproximação de 1 mm, o diâmetro do eixo, de modo que 
ele possa resistir às cargas das engrenagens sem ultrapas- 
sar uma tensão de cisalhamento admissível 7,,, = 80 MPa, 
Use a teoria de falha da energia de distorção máxima com 
O am S 200 MPa. 


ad 


Problema 11.56 


11.57. Selecione no Apêndice B a viga de abas largas de aço 
que tenha o menor peso e que suportará com segurança as car- 
gas mostradas. A tensão de flexão admissível é o, ,, — 160 MPa 
e a tensão de cisalhamento admissível é 7, — 84 MPa. 


40kN 50kN 40kN 


A dd 
-—sm A Es 


Problema 11.57 
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Deflexão em vigas 
e eixos 


“OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


12.1 Alinha elástica 


Antes de determinar a inclinação ou o deslocamen- 
to em um ponto de uma viga (ou eixo), geralmente 
convém traçar um rascunho da forma defletida da viga 
quando carregada, de modo a “visualizar” quaisquer 
“tesultados calculados e, com isso, fazer uma verifica- 
“ção parcial desses resultados. O diagrama da deflexão 
do eixo longitudinal que passa pelo centroide de cada 
área da seção transversal da viga é denominado linha 
“elástica. Na maioria das vigas, o rascunho da linha elás- 
tica pode ser traçado sem muita dificuldade. Todavia, 
antes disso é necessário saber como a inclinação ou o 
“deslocamento da viga são restringidos pelos vários ti- 
“pos de apoio. Em geral, os apoios que resistem a uma 
força, como um pino, restringem o deslocamento, e os 
apoios que resistem a um momento, como uma parede 
“fixa, restringem a rotação ou a inclinação bem como o 
“deslocamento. Com isso em mente, mostramos na Fi- 
gura 12.1 dois exemplos típicos de linhas elásticas para 
vigas ou eixos carregados, traçados em escala ampliada. 
Se a linha elástica de uma viga parecer difícil de se 
determinar, sugerimos primeiramente traçar o diagra- 
“Ma de momento fletor da viga. Utilizando a convenção 
“de sinal estabelecida na Seção 6.1, um momento inter- 
ho positivo tende a curvar a viga com a concavidade 


fe po 


Figura 12.1 


muitas Vezes é preciso limitar o grau de deflexão que uma viga ou eixo pode sofrer quando submetido a 
uma carga; portanto, neste capítulo discutiremos vários métodos para determinar a deflexão e a inclinação 
em pontos específicos de vigas e eixos. Os métodos analíticos incluem o método da integração, a utilização 
de funções de descontinuidade e o método da superposição. Além desses será apresentada uma técnica 
parcialmente gráfica denominada método dos momentos de áreas. No final do capítulo usaremos esses mé- 
todos para determinar as reações dos apoios em vigas ou eixos estaticamente indeterminados. 


para cima (Figura 12.2a). Da mesma maneira, um mo- 
mento negativo tende a curvar a viga com a concavi- 
dade para baixo (Figura 12.2b). Portanto, se o diagra- 
ma de momento for conhecido, será fácil representar a 
linha elástica. Por exemplo, considere a viga na Figura 
12.3a e seu diagrama de momento associado mostrado 
na Figura 12.3b. Devido aos apoios de rolete e pino, 
o deslocamento em B e D deve ser nulo. Dentro da 
região de momento negativo, AC (Figura 12.3b), a li- 
nha elástica deve ser côncava para baixo, e dentro da 
região de momento positivo, CD, ela deve ser côncava 
para cima. Por consequência, deve haver um ponto de 
inflexão em C, no qual a curva passa de côncava para 
cima a côncava para baixo, visto que o momento nes- 
se ponto é nulo. Utilizando esses fatos, a Figura 12.3c 
mostra o rascunho da linha elástica da viga em escala 
ampliada. Devemos observar também que os desloca- 
mentos À e À, são especialmente críticos. No ponto 
E, a inclinação da curva elástica é nula e, ali, a deflexão 
da viga pode ser máxima. Porém, o que determina se 
A, é realmente maior que À , são os valores relativos 
de Pe P,e a localização do rolete em B. 

Seguindo esses mesmos princípios, observe agora 
como foi construída a curva da linha elástica na Figu- 
ra 12.4. Nesse caso, a viga está em balanço, engastada 
no apoio fixo em 4 e, portanto, a curva elástica deve 
ter deslocamento e inclinação nulos nesse ponto. Além 
disso,.o maior deslocamento ocorrerá em D, onde a 
inclinação é nula, ou em €. 


Momento interno positivo Momento interno negativo 
concavidade para cima concavidade para baixo 


(a) (b) 
Figura 12.2 
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| 
pos ad Diagrama de momento fletor 
(o) B Ag D 
M| cas am Cc Ea 
A Ponto de inflexão 
Linha elástica 
Figura 12.3 
P 
(a) A O - a e 
M 
(b) st , 
- Diagrama de momento fletor 
(6) 
OT Ag 
Ponto de inflexão D 
Linha elástica 
Figura 12.4 


Relação momento-curvatura. Agora desen- 
volveremos uma importante relação entre o momen- 
to fletor interno na viga e o raio de curvatura p (rô) 
da curva da linha elástica em um ponto. A equação 
resultante será usada em todo o capítulo como base 
para estabelecer cada um dos métodos apresentados para 
determinar a inclinação e o deslocamento da linha 
elástica para uma viga (ou eixo). 

A análise a seguir, que faremos nesta e na próxima 
seção, exigirá a utilização de três coordenadas. Como 
mostra a Figura 12.5a, o eixo x estende-se na direção 
positiva para a direita, ao longo do eixo longitudinal 
inicialmente reto da viga. Ele é usado para localizar o 
elemento diferencial, cuja largura não deformada é dx. 


O eixo v estende-se na direção positiva para cima em 
relação ao eixo x e mede o deslocamento do centroide 
na área da seção transversal do elemento. Com essas 
duas coordenadas, mais tarde definiremos a equação 
da curva da linha elástica, v, em função de x. Por fim, 
usa-se uma coordenada y localizada” para especificar 
a posição de uma fibra no elemento da viga. Essa coor- 
denada é positiva para cima em relação ao eixo neutro, 
como mostra a Figura 12.5b. Lembre-se de que essa 
mesma convenção de sinal para x e y foi usada na de- 
dução da fórmula da flexão. 

Para deduzir a relação entre o momento interno e 
Pp; limitaremos a análise ao caso mais comum de uma 
viga inicialmente reta que é deformada elasticamente 
por cargas aplicadas de modo perpendicular ao eixo x 
da viga e que se encontra no plano de simetria x—v para 
a área da seção transversal da viga. Devido à carga, a 
deformação da viga é provocada pela força cortante 
interna, bem como pelo momento fletor. Se o compri- 
mento da viga for muito maior do que sua altura, a 
maior deformação será causada por flexão e, portanto, 
concentraremos nossa atenção em seus efeitos. Defle- 
xões causadas por cisalhamento serão discutidas mais 
adiante neste capítulo. 


Antes da 
deformação 


Após a 
deformação 


(b) 
Figura 12.5 


Quando O momento fletor interno M deforma o 
mento da viga, O ângulo entre as seções transversais 
e dg (Figura 12.5b). O arco dx representa uma 
linha elástica que intercepta o eixo neutro 
para cada seção transversal. O raio de curvatura para 

se arco é definido como a distância p, que é medida 
d centro de curvatura O" até dx. Qualquer arco sobre 
“o elemento, exceto dx, está sujeito a uma deformação 
normal. Por exemplo, a deformação no arco ds, locali- 
sado em uma posição y em relação ao eixo neutro, é 
=(ds — ds)/ds. Todavia, ds = dx = pd6 e ds" = (p — y)dô 
portanto, e = [(p — y)do — p doJlp do ou 


orna-s 
orção da 


PETS SS o (12.1) 


Se o material for homogêneo e comportar-se de 
ma maneira linear elástica, a lei de Hooke, e = o/E, 
aplicável. Além disso, a fórmula da flexão também 
e aplica, o = —M)ylI. Combinando essas equações e 
ubstituindo na equação anterior, temos 


M 


1 
DS EL (12.2) 


onde 


p = raio de curvatura em um ponto específico so- 
bre a curva da linha elástica (1/p é denomina- 
do curvatura) 

M = momento fletor interno na viga no ponto onde 
p deve ser determinado 

E = módulo de elasticidade do material 

I = momento de inércia calculado em torno do 
eixo neutro 


O produto El nessa equação é denominado rigidez 
flexão e sempre representa uma quantidade positiva. 
ortanto, o sinal de p depende da direção do momen- 
8. Como mostra a Figura 12.6, quando M é positivo, p 
rolonga-se acima da viga, ou seja, na direção positiva 
€ v; quando M é negativo, p prolonga-se abaixo da 
“Viga, na direção negativa de v. 

* Autilização da fórmula da flexão o = —My/I tam- 
bém nos permite expressar a curvatura em termos da 
“tensão na viga, a saber, 


Ss 


o 
+ 
LM el, Ê 
* Ponto de 
inflexão 


M=0 


Figura 12.6 
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1 foi 


p  Ey (12.3) 


Ambas as equações, 12.2 e 12.3, são válidas para 
raios de curvatura pequenos ou grandes. Todavia, O 
valor calculado de p é quase sempre uma quantidade 
muito grande. Por exemplo, considere uma viga de aço 
A-36 construída com um perfil W360 x 70 (Apêndice 
B), onde E,, = 200 GPa e o, = 350 MPa. Quando o 
material nas fibras externas, y = +180 mm, está a pon- 
to de escoar, então, pela Equação 12.3, p = 6.144 m. 
Valores de p calculados em outros pontos ao longo da 
curva da linha elástica da viga podem ser ainda maio- 
res, já que o não pode ser maior do que o nas fibras 
externas. 


12.2 Inclinação e deslocamento 


por integração 


A curva da linha elástica para uma viga pode ser 
expressa matematicamente como o = f(x). Para se ob- 
ter essa equação, em primeiro lugar temos de repre- 
sentar a curvatura (1/p) em termos de v e x. A maioria 
dos livros de cálculo mostra que essa relação é 


1 dv/dx 
p [+ (dvd? 


Substituindo na Equação 12.2, obtemos 


dv/dx? M 
[1 + (dv/dx PPP EI 


(12.4) 


Essa equação representa uma equação diferencial 
não linear de segunda ordem. Sua solução, denomi- 
nada elástica, dá a forma exata da linha elástica con- 
siderando, é claro, que as deflexões na viga ocorram 
apenas por flexão. A utilização de matemática superior 
nos fornece soluções da elástica apenas para casos sim- 
ples de geometria e carga de vigas. 

Para facilitar a solução de um número maior de pro- 
blemas de deflexão, a Equação 12.4 pode ser modifica- 
da. A maioria dos códigos e manuais de engenharia es- 
pecifica limitações para as deflexões visando a questões 
de tolerância ou estética, e o resultado é que as defle- 
xões elásticas para a maioria das vigas e eixos formam 
uma curva rasa. Por consequência, a inclinação da linha 
elástica determinada por dv/dx será muito pequena e o 
quadrado dessa inclinação será desprezível em com- 
paração com a unidade.” Portanto, a curvatura, como 
definimos anteriormente, pode ser aproximada por 


* 


Veja o Exemplo 12.1, 
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1/p = ?vidx?. Usando essa simplificação, agora a Equa- 
ção 12.4 pode ser expressa como 


Po M 


dx EI (12.5) 


Também é possível escrever essa equação de duas 
formas alternativas. Se diferenciarmos cada lado em 
relação a x e substituirmos V = dM/dx (Equação 6.2), 
obteremos 


(12.6) 


Se diferenciarmos mais uma vez, usando —w = dV/dx 
(Equação 6.1), obteremos 


(12.7) 


Na maioria dos problemas, a rigidez à flexão será 
constante ao longo do comprimento da viga. Conside- 
rando que seja esse o caso, os resultados que obtivemos 
serão reordenados no seguinte conjunto de equações: 


dt 

Era = —w(x) (12.8) 
dv 

Era = V(x) (12.9) 
dv 

ER MEO) (12.10) 


A solução de qualquer dessas equações requer in- 
tegrações sucessivas para obter a deflexão v da linha 
elástica. Para cada integração é necessário introduzir 
uma “constante de integração" e então resolver para 
todas as constantes de modo a obter uma solução úni- 
ca para um problema particular. Por exemplo, se a car- 
ga distribuída for expressa em função de x e a Equação 
12.8 for usada, teremos de avaliar quatro constantes 
de integração; contudo, se o momento fletor interno M 
for determinado e a Equação 12.10 for usada, teremos 
de determinar somente duas constantes de integração. 
A escolha da equação com a qual começar depende 
do problema. Entretanto, de modo geral é mais fácil 
determinar o momento interno M em função de x, in- 
tegrar duas vezes e avaliar somente duas constantes de 
integração. 

Lembre-se de que na Seção 6.1 dissemos que se a 
carga sobre uma viga for descontínua, isto é, consistir 
em uma série de várias cargas distribuídas e concentra- 
das, teremos de escrever várias funções para o momen- 
to interno, cada uma delas válida dentro da região entre 


P 
Ww 
ana 
B 6 
(a) 
P 
Ww 
mms 
B 
X3 
(b) 
P 


a 
L 13] 


Figura 12.7 


as descontinuidades. Além disso, por questão de con- 
veniência ao escrever cada expressão de momento, a 
origem de cada coordenada x pode ser selecionada ar- 
bitrariamente. Por exemplo, considere a viga mostrada 
na Figura 12.7a. O momento interno nas regiões AB, 
BC e CD pode ser expresso em termos das coordena- 
das selecionadas x,,x, e x, como mostra a Figura 12.7b 
ou 12.7c ou, na verdade, de qualquer maneira que re- 
sulte M = f(x) na forma maissimples possível. Uma vez 
integradas essas funções com a utilização da Equação 
12.10 e das constantes de integração determinadas, as 
funções darão a inclinação e a deflexão (linha elástica) 
para cada região da viga para a qual são válidas. 


Convenção desinaise coordenadas. Quan- 
do aplicarmos as equações 12.8 a 12.10, é importante 
usar os sinais corretos para M, V ou w, como estabeleci- 
do pela convenção de sinais que foi usada na dedução 
dessas equações. A título de revisão, esses termos são 
mostrados em suas direções positivas na Figura 12.8. 
Além do mais, lembre-se de que a deflexão positiva, “, 
é para cima, e o resultado é que o ângulo de inclinação 
positiva 6 será medido na direção anti-horária em rela: 
ção ao eixo x, quando este for positivo para a direita A 
razão disso é mostrada na Figura 12.8b. Nesse caso, 68 
aumentos positivos dx e dv em x e v provocam um at” 
mento em 6 no sentido anti-horário. Por outro lado, S€ 
x positivo for orientado para a esquerda, então 6 sera 
positivo em sentido horário (Figura 12.8c). 


+V +V 
Convenção de sinal positivo 


(a) 


+dv 4 | 
+v 


+1———— dx+ 


Convenção de sinal positivo 


(b) 


o v 

+p 

Linha elástica +p 
") 
do ds 
ns | +u 
x 

pdxt— +x — 


Convenção de sinal positivo 


(o) 
Figura 12.8 


Devemos salientar que, considerando dv/dx mui- 
to pequeno, o comprimento horizontal original do eixo 
da viga e o arco de sua linha elástica serão aproxima- 
damente os mesmos. Em outras palavras, ds nas figuras 
12.8b e 12.8c será aproximadamente igual a dx, visto que 
ds=V(dx)2 + (dv)? = VI + (duldx)? dx = dx. O re- 
“sultado é que consideramos que pontos sobre a linha 
elástica são deslocados no sentido vertical e não hori- 
zontal. Além disso, visto que o ângulo de inclinação 0 
será muito pequeno, seu valor em radianos pode ser 
determinado diretamente por 0 = tg O = dvldx. 


Condições de contorno e continuidade. As 
constantes de integração são determinadas pela ava- 
liação das funções para cisalhamento, momento, incli- 
Nação ou deslocamento em um determinado ponto na 
viga no qual o valor da função é conhecido. Esses valo- 
“ressão denominados condições de contorno. A Tabela 
12.1 apresenta várias condições de contorno possíveis 
“J4tilizadas frequentemente para resolver problemas de 
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Extremidade livre 
E 
EE 


M=0 
Pino ou articulação interna 


deflexão em uma viga (ou eixo). Por exemplo, se a viga 
estiver apoiada sobre um rolete ou um pino (1,2,3,4), 
o deslocamento será nulo nesses pontos. Além disso, se 
esses apoios estiverem localizados nas extremidades da 
viga (1, 2), o momento fletor interno na viga também. 
deve ser nulo. No caso do apoio fixo (5), a inclinação e 
o deslocamento são ambos nulos, ao passo que a viga 
de extremidades livres (6) tem momento e cisalha- 
mento nulos. Por fim, se dois segmentos de uma viga 
estiverem ligados por um pino ou articulação “interna” 
(7), o momento deve ser nulo nesse acoplamento. 

Se não for possível usar uma única coordenada x 
para expressar a equação para a inclinação ou para a 
linha elástica de uma viga, deve-se usar as condições 
de continuidade para calcular algumas das constantes 
de integração. Por exemplo, considere a viga na Figu- 
ra 12.9a. Aqui ambas as coordenadas x escolhidas têm 
origem em A. Cada uma delas é válida somente dentro 
dasregiõesO =x saea=x = (a+ b). Uma vez 
obtidas as funções para a inclinação e a deflexão, elas 
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devem dar os mesmos valores para a inclinação e a de- 
flexão no ponto B, de modo que a linha elástica seja fi. 
sicamente contínua. Expresso em termos matemáticos, 
isso exige que 0 (a) = 0,(a) e v,(a) = v;(a). Então essas 
equações podem ser usadas para avaliar duas constan- 
tes de integração. Por outro lado, se a curva elástica 
for expressa em termos das coordenadas O = x, =ae 
(a) 0=x,= b, como mostra a Figura 12.95, a continuidade 
da inclinação e da deflexão em B exige 0,(a) = —6(b) 
e v, (a) = vb). Nesse caso particular, é necessário um 
sinal negativo para podermos combinar as inclinações 
em B visto que x, é positivo para a direita ao passo 
que x, é positivo para a esquerda. Por consequência, 
9, é positivo em sentido anti-horário e 9, é positivo em 
sentido horário. Veja as figuras 12.8b e 12.8c. 


(b) 
Figura 12.9 


O seguinte procedimento fornece um método para determinar a inclinação e a deflexão de uma viga (ou eixo) 
Utilizando o método da integração. 


“Linha elástica 
'* Desenhe uma vista em escalà ampliada da linha elástica da viga. Lembre-se de que inclinação e deslocamento nulos | 
ocorrem em todos os apoios fixos e que o deslocamento nulo ocorre em todos os apoios de pino e rolete. | 

« Estabeleça os eixos coordenados x e v. O eixo x deve ser paralelo à viga sem deflexão e pode ter uma origem em 
qualquer ponto ao longo da viga, com uma direção positiva para a direita ou para a esquerda. 

“e Se várias cargas descontínuas estiverem presentes, estabeleça coordenadas x válidas para cada região da viga entre 
" as descontinuidades. Escolha essas coordenadas de modo que elas simplifiquem o trabalho algébrico subseguente. 

“e Em todos os casos, o eixo v positivo associado deve ser orientado para cima. 


Função da carga ou do momento fletor | 


e Para cada região na qual haja uma coordenada x,expresse a carga w ou o momento interno M em função de x. Em t 
particular, sempre considere que M age na direção positiva quando aplicar a equação de equilíbrio de momento para H 
determinar M = fx). 


“Inclinação e curva da linha elástica 


e Desde que EI seja constante, aplique a equação de carga EI d'vldx! = —w(x), que requer quatro integrações para 
obter v = v(x), ou a equação de momento ET dv/dx? = M(x), que requer somente duas integrações. É importante. 
incluir uma constante de integração para cada integração. 

* As constantes são calculadas utilizando as condições de contorno para os apoios (Tabela 12.1) e as condições de L 
continuidade aplicáveis à inclinação e ao deslocamento em pontos onde duas funções se encontram. Uma vez calcu- d 
ladas as constantes e substituídas nas equações da inclinação e da deflexão, estas podem ser determinadas em pontos | 
específicos sobre a linha elástica. 

e Osvalores numéricos obtidos podem ser comprovados graficamente comparando-os com o rascunho da linha elás- 
tica. Entenda que valores positivos para a inclinação estarão em sentido anti-horário, se O eixo x for positivo pala 
a direita, e em sentido horário, se O eixo x for positivo para a esquerda. Em qualquer desses casos, o deslocamento 


positivo np cima: 
A 


EXEMPLO. 1210 interno pode ser representado em toda a viga utilizando uma 
as única coordenada x. 


A viga em balanço mostrada na Figura 12.10a está sujei- 
ta a uma carga vertical P em sua extremidade. Determine a 
equação da linha elástica. EI é constante. 


SOLUÇÃO | 


E R Edi . so 12.10€ 
Linha elástica. A carga tende a provocar deflexão da viga Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.1 
como mostra a Figura 12.10a. Por inspeção, o momento fletor integrando duas vezes, obtemos 


Função do momento fletor. Pelo diagrama de corpôó livre, 
com M agindo na direção positiva (Figura 12.10b), temos 


M= —Px 


Re elástica ; 
| 
(a) 
I 
j ) vi 
ey 
() 
Figura 12.10 
2 
Er = —Px (1) 
dx 
dv Px? 
Un 
Px 
Dad aaa RÃ o qua (3) 


Utilizando as condições de contorno dvdx = 0emx = Le 
v=0emx = L, as equações 2 e 3 tornam-se 


: PL? 
=-D + 
0 e 6 


BE 
0= Co + CL Ee C, 


Logo, C, = PL2 e C, = —PL*/3, Substituindo esses resulta- 
dos nas equações 2 e 3 onde 6 = dv/dx, obtemos 


= P Dl=. abr 
ET A 
= LAI 
v GETS x 3L'x — 2L ) Resposta 


A inclinação e o deslocamento máximos ocorrem em A(x = 0), 
para o qual 


«PR (4) 
94 =5EI 
PL 
asp 5 
“AS C3EI 6) 
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O resultado positivo para 6 , indica rotação em sentido anti- 
-horário e o resultado negativo para v, indica que v, é para 
baixo, o que está de acordo com os resultados esboçados na 
Figura 12.10a. 

Para ter uma ideia do valor real da inclinação e do des- 
locamento na extremidade A, considere que a viga na Figu- 
ra 12.10a tenha 5 m comprimento, suporta uma carga P = 
30 kN e é feita de aço A-36 com E, = 200 GPa. Utilizando 
os métodos de Seção 11.3, se essa viga fosse projetada sem 
um fator de segurança considerando-se que a tensão nor- 
mal admissível é igual à tensão de escoamento o, = 250 
MpPa, verificaríamos que um perfil W310 x 39 seria adequa- 
do [7 = 84,4(10º) mm?']. Pelas equações 4 e 5 obtemos 


- 30 kN(10º NAN) x [5 m(10º mnym)?]? 
2[200(10º) N/mm? )(84,8(10º) mm?) 


a 0,0221 rad 


3 3 3 
ade 30 kN(10 da as [5 m(10 da Da 
3200(10º) Nímm* X84,8(10º) mm”) 


Visto que 8º, (dv/dx)* = 0,000488 < 1, isso justifica a utili- 
zação da Equação 12.10, em vez da aplicação da Equação 12.4, 
mais exata, para calcular a deflexão das vigas. Além disso, visto 
que essa aplicação numérica é para uma viga em balanço, ob- 
tivemos valores maiores para 8 e v do que teríamos obtido se a 
viga fosse sustentada por pinos, roletes ou outros apoios fixos. 


SOLUÇÃO |I 


Esse problema também pode ser resolvido utilizando-se 
a Equação 12.8, ET d'vidx! = —w(x). Aqui w(x) = O para 
0 =x = L (Figura 12.102), de modo que, após integrarmos 
uma vez, obtemos a forma da Equação 12.9, isto é, 


A constante de cisalhamento C”, pode ser calculada em 
x = 0, visto que V, = —P (negativa de acordo com a convenção 
de sinal para vigas) (Figura 12.8a). Desse modo, C”, = —P. Inte- 
grando novamente obtemos a forma da Equação 12.10, isto é, 


a? 
EIS =P 
dx 
2 
EIS = Pr+C=M 


AquiM = 0emx = 0,portanto C€', = 0 e obtemos como 
resultado a Equação 1. A solução prossegue como antes. 


EXEMPLO 12.2 | 
A viga simplesmente apoiada mostrada na Figura 12.11a 


suporta a carga triangular distribuída. Determine sua defle- 
xão máxima. El é constante. 
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(b) 
Figura 12.11 


SOLUÇÃO | 


Linha elástica. Devido à simetria, basta determinar uma 
coordenada x para a solução, neste caso, 0 = x = L/2. A viga 
sofre deflexão como mostra a Figura 12.11a. Observe que a 
deflexão máxima ocorre no centro, visto que a inclinação é 
igual a zero nesse ponto. 


Função do momento fletor. A carga distribuída age para 
baixo e, portanto, é positiva de acordo com nossa convenção 
de sinal. Um diagrama de corpo livre do segmento da es- 
querda é mostrado na Figura 12.11b. A equação para a carga 
distribuída é 


pur, (1) 


Por consequência, 


2 
WwoX / x woL 
= O +— | — ——— = 
W2Mn4a= O M L (2) 4 (x) = 0 
E wo woL 
ER ee 


Inclinação e linha elástica. 
integrando duas vezes, temos 


Utilizando a Equação 12.10 e 


EI—=M=-L3$+4D, (2) 


dv —-W woL 


— = Ed ee do 
e ao Up 
Wo ss, Wol 
I + 
Elv GOL” A * + Cx + € 


As constantes de integração são obtidas aplicando-se a con- 
dição de contorno v = 0 em x = 0 e a condição de simetria 
dvldx = Oem x = L/2. Isso resulta em 


é SwoL? Bet 
: 192 E» 
Por consequência, 
gs? ERA dr woL 3. Swol? 
dx 12L 8 192 
3 
pipes 


GOL" CSoA O oa O 
Determinando a deflexão máxima em x = L/2, temos 


woL! 


Umáx = “DOEI Resposta 


SOLUÇÃO II 


Começando com a carga distribuída (Equação 1), e aplican- 
do a Equação 12.8, temos 


d'y 2W0 
o) qd da 
dx* L 
Ê w 
Era =v=-D+Ci 


Como V = +w,L/4 em x = 0, então C", = w,L/4. Integrando 
novamente, temos 


dv Wo woL 
EI V 2 + 
dx? L A 4 
dv wo wo 
EIDS=M=-D%+—x+C 
A? 3L ido 


Aqui M = Oem x = 0, portanto C; = 0. Isso dá a Equação 2. 
Agora a solução prossegue como antes. 


A viga simplesmente apoiada mostrada na Figura 12.1 já 
é submetida à força concentrada P. Determine a deflexão 
máxima da viga. El é constante. 


eee evemsict 


(c) 
Figura 12.12 


SOLUÇÃO 


Linha elástica. A viga sofre deflexão como mostra a Figura 
12.12b. Temos de usar duas coordenadas, visto que o momen- 
to torna-se descontínuo em P. Aqui consideraremos x, e x,, 
que têm a mesma origem em A, de modo que 0 = x, < 2a e 
2a <x, <3a. 


Função do momento fletor. Pelos diagramas de corpo 
livre mostrados na Figura 12.12c, 


P 
Mi = 9% 
P 
M, = 3 X P(x, 2a) Ts (3a X2) 


Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.10 
Para M, e integrando duas vezes obtemos 
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dv, P 
EIS 
dx 3 ei 
dv 
Do q = =x + C; 
dx1 6 (1) 
Ps 
Elo, =X + Cixy + C, 
18 (2) 
Da mesma maneira para M,, 
dv, 2P 
I =—>(3a — x 
dx? 3 ( 2) 
dy 2P g 
CERA = Tal [ia = É) + Cs (3) 
DPL gro GO 
Elo, 3 3 4% 6 RI Cax3 TE Cy (4) 


As quatro constantes de integração são calculadas utilizan- 
do-se duas condições de contorno, a saber, x, = 0,v, = 0 e 
x, = 3a, v, = 0. Além disso, devemos aplicar duas condições 
de continuidade em B, isto é, dv dx, = dv /dx,emx, = x, = 2a 
ev =vemx, =x, = 2a. A substituição como especificada 
resulta nas quatro equações a seguir: 


v=0emx, =0,0=0+0+C, 


2P [3 3a)? 
v=0emx,=3a; O 2 ato? Co |osem+c 


3 


du(2a) dv(2a) Pq 2P (2a)? ã 
— . D2— ———— + 
Fa dE 6 (20) + €, 3 3a(2a) Z Cc 


vi(2a) = va(2a); 


(20)? eo + Ca(20) + Cy 


Po 2p[3 
13 (24) + Ci(2a) + C, = 3 [a 


Resolvendo essas equações obtemos 


4 
Ci= Eri C=0 


= Lo sousa 
C3 = gra Cy = Pa 


Assim, as equações 1 a 4 tornam-se 
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dy P 4Pa 
dx GEL! 9EI (5) 
Poco APR 6 
“qe ge" (6) 
dv, 2Pa P des 22Pa? 
do EL? 3EI? EI (7) 


Pay Ps 22Pa? | | 4Pá E 
“EI? o” EI” 3EI (8) 


vz 


Por inspeção da linha elástica (Figura 12.12b), a deflexão 
máxima ocorre em D, em algum lugar dentro da região AB. 
Neste ponto, a inclinação deve ser nula. Pela Equação 5, 


1 4 
Gu — 9? =0 
x, = 1,633a 


Substituindo na Equação 6, 


P 3 
UE —0,484 Resposta 


O sinal negativo indica que a deflexão é para baixo. 


é 
EXEMPLO 12.4 


A viga na Figura 12.13a está sujeita à carga P em sua 
extremidade. Determine o deslocamento em C. ET é cons- 
tante. 


(b) 
Figura 12.13 


SOLUÇÃO 


Linha elástica. A viga sofre deflexão até chegar à forma 
mostrada na Figura 12.13a. Devido à carga, duas coordena. 
das x serão consideradas, a saber, 0 < x, < 24 e 0 = x <a 

. ur x , 
onde x, está orientada para a esquerda em relação a C, visto 
que o momento interno é fácil de formular. 


Funções do momento fletor. Utilizando os diagramas de 
corpo livre mostrados na Figura 12.13b, temos 


M, = —Px, 


Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.10, 


dv, P 
Para0<x <2m El-5=-5M 
dx1 2 
d P 
Br e cÊqrro, 
dx, 4 (1) 
Elv = ——>x" + Cx + 6, 
E (2) 


a 
Paral=x,<a: EIS = —Px, 
d 


X9 
dv, P 
rr = So + C3 (3) 
P 3 
Elo, = aç: o Cax, + Cu (4) 


As quatro constantes de integração são determinadas utilizan- 
do-se três condições de contorno, a saber, v, = 0 em x, = 0, 
v=0emx =2aev, =0emx, = a, e uma equação de 
continuidade. Aqui a continuidade da inclinação no rolete 
requer dv /dx, = —dv/dx, em x, = 2a e x, = a. Por que há 
um sinal negativo nessa equação? (Observe que a contintii- 
dade do deslocamento em B foi considerada indiretamente 
nas condições de contorno, visto que v, = v, = Oem X; =2a 
ex, = a). Aplicando essas quatro condições, obtemos 


v, = 0emx, =0; 0=0+0+C 
P 
v = 0emx, = 2a; 0 = egito” + Ci(2a) + & 
P 
v; = 0emx, = q; a ca 
do(a) da) Pp PaltG 
5 202 + C, = —|->(a) . 
dx dx, * que) ' | zé o 


a, 
zand 
inclir 
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“12.4. Determine as equações da linha elástica para a viga 
utilizando as coordenadas x, e x,. Especifique a deflexão má- 
7 xima da viga. ET é constante. 


sea 7Pa? Pa 
vz t2 2 E 
6EI 6ET EI : 
4 — 
L 
deslocamento em C é determinado fazendo x, = 0; assim = il 2 
Pê Problema 12.4 
UCS ——— Resposta : . : dim 
EI 12.5. Determine as equações da linha elástica utilizando as 


coordenadas x, e x,. ETé constante, 


P 


12.1. Uma tira de aço L2 com 3 mm de espessura e 50 mm 
de largura é curvada até formar um arco circular de 15 m de 
raio. Determine a tensão de flexão máxima na tira. 


12.2. A figura de um homem executando um salto em altura 
m Vara permitiu estimar por medição que o raio de curvatu- 
a mínimo da vara é 4,5 m. Se a vara tiver 40 mm de diâmetro x — t—axz | 
e for feita de plástico reforçado com fibra de vidro, determine 

xy E o Problema 12.5 
a tensão de flexão máxima na vara. E, = 131 GPa, 


12.6. Determine as equações da linha elástica para a viga uti- 
lizando as coordenadas x, e x,. Especifique a deflexão máxi- 
ma da viga. El é constante. 


Problema 12.6 


Problema 12.2 12.7. Determine as equações da linha elástica para a viga 


utilizando as coordenadas x, e x,. Especifique a inclinação 


23, Determine a equação da linha elástica para a viga utili- 
a qo ne PER ' em A e o deslocamento no centro do eixo. EI é constante. 


ando a coordenada x válida para O = x < L/2. Especifique a 
inclinação em A e a deflexão máxima da viga. ET é constante. 


e 


X9 — 
L L y| 


Problema 12.7 


Problema 12.3 
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“12.8. Determine as equações da linha elástica para o eixo 
utilizando as coordenadas x, e x,. Especifique a inclinação 
em A e a deflexão no centro do eixo. ET é constante. 


142m 12m , 


Problema 12.13 


12.14. Determine a equação da linha elástica para a viga 
utilizando a coordenada x, Especifique a inclinação em A e à 
deflexão máxima. ET é constante. 


12.15. Determine a deflexão no centro da viga e a inclina- 
ção em B. El é constante. 


Problema 12.8 


12.9. A viga é composta por duas hastes e está sujeita à car- 
ga concentrada P. Determine a deflexão máxima da viga, se 
os momentos de inércia das hastes forem 1, e 1, e o módu- 
lo de elasticidade for E. 


12.10. A viga é composta por duas hastes e está sujeita à 
carga concentrada P. Determine a inclinação em C. Os mo- 
mentos de inércia das hastes são 7, e [,. e o módulo de elas- 
ticidade é E. 


a 


Problemas 12.14/15 


12.16. Uma chave de torque é usada para apertar a por- 

ca de um parafuso. Se o mostrador indicar que foi aplicado 

um torque de 90 kN-m quando o parafuso estiver totalmente a 
apertado, determine a força P que age no cabo da ferramen- a 
ta e a distância s até onde a agulha se desloca ao longo da e 
escala. Considere que somente a porção AB da viga sofre f 
distorção. A seção transversal é quadrada e mede 12 mm por 
12 mm. E = 200 GPa. Ti 


Problemas 12.9/10 


12.11. A barra é suportada por um rolete restritivo em B, 
que permite deslocamento vertical, mas resiste a carga axial 
e a momento. Se a barra for submetida à carga mostrada, 
determine a inclinação em A e a deflexão em €. ET é cons- 
tante. 


“12.12. Determine a deflexão em B na barra do Problema 
12.11. 


12 
A B m 
T== a 
a : 
E 2 Problema 12.16 
Problemas 12.11/12 ot de apoie 
12.17. O eixo é suportado em A por um mancal de apf ê 
, , ÇA a, ai : m É 4 
12.13. A tábua de cerca está entrelaçada entre os três mou- | que exerce somente reações verticais sobre o eixo & a EE 
rões lisos fixos. Se os mourões estiverem instalados ao longo por um mancal de encosto que exerce reações pai for 
da mesma linha reta, determine a tensão de flexão máxima — verticais sobre o eixo. Trace o diagrama de a de 
; ; ê : : ã ri 
na tábua. A largura e a espessura da tábua são 150 mm e — para O eixo e a seguir, por esse diagrama, trace à € Deles 
12 mm, respectivamente. E = 12 GPa. Considere que o des- deflexão ou linha elástica para a linha central do eixo. de o 
; j a. E a a PA adas &; 
locamento de cada extremidade da tábua em relação a seu mine as equações da linha elástica usando as coordenadãs B, 


centro seja 75 mm. 


“ex, ETé constante. 


ias 
dia 


E, 


1218. Determine as equações da linha elástica utilizando 
as coordenadas x, €x,e especifique a deflexão e a inclinação 
em G. EI é constante. 


400 mm 
Problema 12.17 


12.19. Determine as equações da linha elástica utilizando 
as coordenadas x, e x, e especifique a inclinação em A. EI 
é constante. 


= 


Problemas 12.18/19 


“12.20. Determine as equações da linha elástica utilizando 
coordenadas x, e x, e especifique a inclinação e a deflexão 
em B. El é constante. 


12.21, Determine as equações da linha elástica utilizando 
as coordenadas x, e x, e especifique a inclinação e a deflexão 
no ponto B. El é constante. 


B 


pas 


E 
ES 
L 


Problemas 12.20/21 
12.22. Determine a inclinação máxima e a deflexão máxi- 


ma da viga simplesmente apoiada submetida ao momento 
M, EI é constante. 


Mo 


L 
Problema 12.22 


223. As partes centrais das duas fitas métricas de madei- 
estão separadas por um cilindro rígido liso de 50 mm de 
âmetro. Determine a força F que deve ser aplicada a cada 
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extremidade de modo que suas extremidades apenas se to- 
quem. Cada fita tem 20 mm de largura e 5 mm de espessura. 
E, = 11 GPa. 


F 


| 9,5m 


Problema 12.23 


Ft 0,5m 


“12.24. Podemos considerar que o tubo está apoiado em 
ambas extremidades por roletes e no centro por uma haste 
rígida C. A haste descansa sobre um cabo que está ligado 
aos apoios. Determine a força que deve ser desenvolvida no 
cabo, se a haste impedir que o tubo ceda ousofra deflexão no 
centro. O tubo e o fluido dentro dele têm um peso combina- 
do de 2 kN/m. El é constante. 


0,3m 
Problema 12.24 


12.25. Determine as equações da linha elástica utilizando 
as coordenadas x, e x, e especifique a inclinação em Ce o 
deslocamento em B. El é constante. 


12.26. Determine as equações da linha elástica utilizando 
as coordenadas x, e x, e especifique a inclinação em B e a 
deflexão em C. ET é constante. 


Problemas 12.25/26 


12.27. Determine a linha elástica para a viga simplesmente 
apoiada utilizando a coordenada x onde O = x = L/2. De- 
termine também a inclinação em A e a deflexão máxima da 
viga. El é constante. 


Wo 


plo | 


Problema 12.27 
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“12.28. Determine a curva da linha elástica para a viga em 
balanço utilizando a coordenada x. Determine também a in- 
clinação máxima e a deflexão máxima. ET é constante. 


Wo 


= “e 


L | 
Problema 12.28 


12.29. A viga é feita de um material com peso específico 7. 
Determine o deslocamento e a inclinação em sua extremi- 
dade A devido a seu peso. O módulo de elasticidade para o 
material é E. 


Problema 12.31 te 


“12.32. A viga cônica mostrada na figura tem largura cons- 
tante b. Se ela suportar uma carga P em sua extremidade, , 
determine a deflexão em B.A carga P é aplicada a uma curta 8 
distância s da extremidade B, onde s < L. E Té constante. 


Problema 12.29 


12.30. A viga é feita de um material com peso específico y. 
Determine o deslocamento e a inclinação em sua extremi- 
dade A devido a seu peso. O módulo de elasticidade para o 
material é E. 


Problema 12.32 


12.33. Uma haste delgada e flexível de 6 m de comprimento 
e 10 N/m de peso repousa sobre uma superfície lisa. Se uma 
força de 15 N for aplicada a sua extremidade para levantá-la, 
Problema 12.30 determine o comprimento suspenso x e o momento máximo 


12.31. O feixe de molas foi projetado de modo a estar su- pese nN ONO datos 


jeito à mesma tensão de flexão máxima em todo seu compri- 
mento. Se a espessura das chapas de cada lâmina for t e se 
uma puder deslizar livremente entre a outra, mostre que o 
feixe de molas deve ter a forma de um arco de círculo para 
que a mola inteira fique achatada quando for aplicada uma 
carga P suficientemente grande. Qual é a tensão normal má- 
xima no feixe de molas? Considere que ele foi construído 
com n tiras cortadas de uma chapa em forma de losango com 
espessura t e largura b. O módulo de elasticidade para o ma- 
terial é E. Dica: Mostre que o raio de curvatura do feixe de 
molas é constante. Problema 12.33 


12.3 Funções de 
descontinuidade 


método da integração, usado para determinar a 
equação da linha elástica para uma viga ou eixo, é con- 
Veniente se a carga ou o momento interno puder ser 
expresso como uma função contínua por todo o com- 
primento da viga. Entretanto, se várias cargas diferen- 
tes agem sobre à viga, a aplicação do método torna-se 
mais cansativa porque será preciso escrever funções 
separadas de carga ou momento para cada região da 
viga. Além disso, a integração dessas funções requer o 
cálculo de constantes de integração utilizando-se con- 
dições de contorno e/ou de continuidade. Por exem- 
plo aviga mostrada na Figura 12.14 requer que sejam 
escritas quatro funções de momento que o descrevem 
“nas regiões 4B, BC, CD e DE. Quando aplicarmos 

a relação momento/curvatura, EI Pvldx” = M, e in- 
tegrarmos cada equação de momento duas vezes, te- 
remos de calcular oito constantes de integração. Esse 
cálculo envolverá duas condições de contorno que exi- 
gem deslocamento nulo nos pontos 4 e E e seis con- 
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Nesta seção, discutiremos um método para deter- 
minar a equação da linha elástica para uma viga com 
cargas múltiplas utilizando uma única expressão, ou for- 
mulada em função da carga sobre a viga, w = w(x), ou 
em função do momento interno da viga, M = M(x). 
Se a expressão para w for substituída em EI dvidx* 
= —w(x) e integrada quatro vezes, ou a expressão 
para M for substituída em EI dºvldx? = M(x) e inte- 
grada duas vezes, as constantes de integração serão 
determinadas somente pelas condições de contor- 
no. Visto que as equações de continuidade não se- 
rão envolvidas, a análise será muito simplificada. 


Funções de descontinuidade. Para expres- 
sar a carga sobre a viga ou o momento interno dentro 
dela usando uma única expressão, utilizaremos dois ti- 
pos de operadores matemáticos conhecidos como fun- 
ções de descontinuidade. 

Funções de Macaulay. Para a finalidade de defle- 
xão em vigas ou eixos, podemos usar as funções de 
Macaulay, nome do matemático W. H. Macaulay, para 
descrever cargas distribuídas. Elas podem ser escritas, 
na forma geral, como 


dições de continuidade para a inclinação, bem como 
pata o deslocamento nos pontos B, C e D. pe Sayriz 0 parax <a 
(x-— a). parax=a (12.11) 
P w n>0 
FS an] 
, * a JE Aqui, x representa a coordenada da posição de um 
B Ci/D O ponto ao longo da viga, e a é o local na viga onde ocor- 
re “descontinuidade”, a saber, o ponto onde uma carga 
Figura 12.14 distribuída começa. Observe que a função de Macaulay 
Carga Função da carga Cisalhamento Momento 
w = wix) V= —fwpodx M = /Vax 
w= My<x-a>”? V=-Mp<x-a>" M = —-My<x-a>" 
(2) P 
w=P<x-a>" V=-P<x-a>! M = -P<x-a>! 


(3) Wo 


w=wo<x—a>! 


W 
V=-wo<x-a>! M = a <x-a>? 


(4) Inclinação = m 


E 


w=m<x-a>! 


o <x-a>? M = e <x-a>? 
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(x— a)! é escrita entre parênteses angulares para distin- 
gui-la da função comum [x — a)", escrita entre parênte- 
ses comuns. Como mostra a equação, somente quando 
x>a(x-a = (x — a)", caso contrário é nula. Além 
disso, essas funções são válidas somente para valores ex- 
ponenciais n = 0. A integração das funções de Macaulay 
segue as mesmas regras das funções comuns, isto é, 


' (x "a ape 
(x — a)" dx = CR +C (1212) 


Observe agora como as funções de Macaulay des- 
crevem a carga uniforme w (n = 0), bem como a carga 
triangular (n = 1), mostradas na Tabela 12.2, itens 3 e 
4. Esse tipo de descrição pode, é claro, ser estendido a 
cargas distribuídas que tenham outras formas. Também 
é possível usar superposição com as cargas uniformes e 
triangulares para criar a função de Macaulay para uma 
carga trapezoidal. Utilizando integração, as funções de 
Macaulay para cisalhamento, V = — /w(x)dx. e mo- 
mento, M = /Vdx, também são mostradas na tabela. 


Funções de singularidade. Essas funções são usadas 
somente para descrever a localização do ponto de forças 
concentradas ou momentos conjugados que agem sobre 
uma viga ou eixo. Especificamente, uma força concentra- 
da P pode ser considerada como o caso especial de uma 
carga distribuída no qual a intensidade da carga é w = Ple, 
tal que sua largura é e, onde e > 0 (Figura 12.15). A área 
sob esse diagrama de carga é equivalente a B positiva para 
baixo, portanto utilizaremos a função de singularidade 


SB ra O parax £'a 
id das P parax=a (12.13) 
para descrever a força P. Observe que aquin = —1, de 


modo que as unidades para w são força por compri- 
mento como devem ser. Além do mais, a função assu- 
me o valor, de P somente no ponto x = a onde a carga 
ocorre, caso contrário é nula. 

De maneira semelhante, um momento conjugado 
M, considerado positivo em sentido anti-horário, é 
uma limitação quando e > 0 de duas cargas distribuí- 
das como mostra a Figura 12.16. Aqui a seguinte fun- 
ção descreve seu valor. 


0 parax a 
= ="qy/2= 
w=Molx — a) E Mura (12.14) 
O expoente n = —2 é para assegurar que as unida- 


des de w, força por comprimento, sejam mantidas. 

A integração das duas funções de singularidade 
apresentadas segue as regras operacionais do cálculo e 
dá resultados diferentes dos das funções de Macaulay. 


Figura 12.15 


P| 
PM, 
€ e 


Mg 


Especificamente, 


Figura 12.16 


ft Pad (a e ad os) 


Aqui, somente o expoente n aumenta uma unida- 
de e nenhuma constante de integração será associada 
com essa operação. Ao utilizar essa fórmula, observe 
como M, e P, descritos na Tabela 12.2, itens 1 e 2, são 
integrados uma vez e depois duas vezes, para se obte- 
rem o cisalhamento interno e o momento na viga. 

A aplicação das equações 12.11 a 12.15 proporciona 
um meio bastante direto de expressar a carga ou o mo- 
mento interno em de um viga em função de x. Quando 
fizermos isso, devemos prestar muita atenção aos sinais 
das cargas externas. Como afirmado anteriormente e 
mostrado na Tabela 12.2, forças concentradas e cargas 
distribuídas são positivas para baixo, e momentos con- 
jugados são positivos em sentido anti-horário. Se essa 


convenção de sinal for seguida, o cisalhamento interno 
e o momento fletor estarão de acordo com a convenção 
de sinal para vigas estabelecida na Seção 6.1. 

Como exemplo da aplicação das funções de descon- 
tinuidade para descrever a carga ou momento interno 
em uma viga, consideraremos a viga carregada como 
mostra a Figura 12.17a. Aqui a força de reação R cria- 
da pelo pino (Figura 12.17b) é negativa visto que age 
para cima, e M, é negativo, visto que age em sentido 
horário. Utilizando a Tabela 12.2, a carga em qualquer 
ponto x sobre a viga é, portanto, 


ni = 


M M 


a 
pa E 


(b) 
Figura 12.17 


w=-Ri(x—01+P(x-—a)! 
— Motx — b)? + wolx — 0)! 


A força reativa no rolete não está incluída nessa 
expressão, uma vez que x nunca é maior do que L 
e, além disso, esse valor não tem nenhuma impor- 
tância no cálculo da inclinação ou da deflexão. Ob- 
serve que quando x = a, w = P, sendo todos os ou- 
tros termos iguais a zero. Além disso, quando x > c, 
w=wetce. : 

Integrando essa equação duas vezes, obtemos a ex- 
pressão que descreve o momento interno na viga. As 
constantes de integração serão ignoradas aqui, uma 
vez que as condições de contorno, ou o cisalhamento 
e o momento final, foram calculadas (V = R e M = 
0) e esses valorgs são incorporados na carga da viga 
w. Também podemos obter esse resultado diretamente 
da Tabela 12.2. Em qualquer caso, 


M = Ri(x — 0)! 


(12.16) 
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E 


2,75 kN (b) j 
Figura 12.18 


A validade dessa expressão pode ser verificada por 
meio do método das seções, digamos, dentro da região 
b<x<c (Figura 1217b). O equilíbrio de momento 
requer que 

M = Rx — P(x — a) + M (1217) 

Esse resultado está de acordo com o obtido pelas 
funções de descontinuidade, visto que, pelas equações 
12.11, 12.13 e 12.14, somente o último termo na Equa- 
ção 12.16 é igual a zero quando x < c. 

Como um segundo exemplo, considere a viga na 
Figura 12.18a. A reação do suporte em A foi calculada 
na Figura 12.18b e a carga trapezoidal foi subdividido 
em cargas triangulares e uniformes. Pela Tabela 12.2, a 
carga é, portanto, 


w = —275kN(x — 0) 1 — 1,5kN.m(x — 3m)? 
+ 3kN/m(x — 3m)º + 1kN/m?(x — 3m)! 


Podemos determinar a expressão para o momento 
diretamente pela Tabela 12.2 em vez de integrar essa 
expressão duas vezes. Em qualquer caso, 


M = 2,75kN(x — 0)! + 1,5 kN-m(x — 3m)º 


3kN/m 
2 


1kN/m? 
6 


2 


(x — 3m (x — 3m)? 


=275x+1,5(x-—3)º—1,5(x— 3) — Ela Rose 


A deflexão da viga pode ser determinada depois 
que essa equação for integrada duas vezes sucessivas e 
as constantes de integração forem calculadas utilizan- 
do-se as condições de contorno de deslocamento nulo 
em4eB. 
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O seguinte procedimento fornece um método para utilizar funções de descontinuidade para determinar a curva da 
linha elástica de uma viga. Esse método é particularmente vantajoso para resolver problemas que envolvam vigas ou 
eixos submetidos a várias cargas, visto que as constantes de integração podem ser calculadas utilizando-se somente as 
condições de contorno, enquanto as condições de compatibilidade são automaticamente satisfeitas. 


Linha elástica 


e Trace à curva da linha elástica da viga e identifique as condições de contorno nos apoios. 

e Ocorre deslocamento nulo em todos os apoios de pino e de rolete e ocorre inclinação e deslocamento nulos nos 
apoios fixos. 

e Estabeleça o eixo x de modo que ele se prolongue para a direita é tenha origem na extremidade esquerda da viga. 


Função da carga ou momento fletor 


e Calcule as reações no apoio e a seguir use as funções de descontinuidade da Tabela 12.2 para expressar a carga w ou 
' o momentointerno M em função de x. Não esqueça de obedecer a convenção de sinal para cada carga, já que ela se 
aplica a essa equação, 
' e Observe que as cargas distribuídas devem estender-se até a extremidade direita da viga para serem válidos. Se isso 
não ocorrer, use o método da superposição ilustrado no Exemplo 12.5. 


Inclinação e linha elástica 


o Substitua w em El d'vidx* = —w(x) ou M na relação momento/curvatura EI dºvldx? = M, e integre para obter as 
equações para a inclinação é a deflexão da vipa. 

e Calcule as constantes de integração utilizando as condições de contorno e substitua essas constantes nas equações 
de inclinação e deflexão para obter os resultados finais. 

* Quando as equações da inclinação e da defiexão são calculadas em qualquer ponto sobre a viga, a inclinação positiva 
é no sentido anti-horário, é o deslocamento positivo é para cima. 


; SkN/m 12kN 
o | TE som 

Determine a equação da linha elástica para a viga em EEE lc 

balanço mostrada na Figura 12.19a. El é constante. B | raia 

SOLUÇÃO 5m + 4m | 

Linha elástica. As cargas provocam deflexão na viga como (a) 

mostra a Figural2.19a. As condições de contorno exigem in- 

clinação e deslocamento nulo em A. 258 N ê 8 o a 12kN 

Função da carga. As reações no suporte em A foram R VV) RERi ES Wo Ay 

calculadas por estática e são mostradas no diagrama de B - 

corpo livre na Figura 12.19b. Como a carga distribuída na kN 50 kN-m 8KN/m 

Figura 12.19a não se estende até C conforme exigido, po- sm L Am. | 

demos usar a superposição de cargas mostrada na Figura 

12.19b para representar o mesmo efeito. Pela nossa conven- (b) 

ção de sinal, o momento de 50 kN-m, a força de 52 kN em Figura 12.19 


Aea porção da carga distribuída de B a C na parte infe- 
rior da viga são todos negativos. Portanto, a carga da viga é Além disso, dM/dx = V, de modo que, integrando novamen- 
. te obtemos 
w = —52kN(x — 0)! + 258 kN m(x — 0)72 À 
+ BkN/m(x — 0º M = —258(x — 0)? + 52(x — 0) — — (Blz — o? 


— 50kN -m(x — Sm)? — 8kN/m(x — 5 m)º 
Em + 50(x — 5)º + 2 (Mx — 5? 

A carga de 12 kN não está incluída aqui, visto que x não pode 

ser maior que 9 m. Como dV/dx = —w(x),então, porintegra- = (-258 + 52x — 4x2 + 50(x — 5)º) + 4(x — S2kN-m 

ção, e desprezando a constante de integração uma vez que as 

reaçõesestão incluídas na função de carga, temos 


Esse mesmo resultado pode ser obtido diretamente da Tabela 12.2. 
V=52x-0)-258(x-0)1-8(x-—0)! 


Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.10 e 
+ 50x —5)1+8(x— 5)! integrando duas vezes, temos 


7) 
Sa =-2588+52x- 472 +50(x-—-5)+4(x—S5) 
x 
dv 2 4a, yr 3 
El 58x + 26x GU + 50(x — 5)! + 74% 5P+C 
2,263 14 241 4 
Elv 129xº + 3% 3% +25(x — 5) + ata 5É+Ca+C, 


Visto que dv/dx= Oem x = 0,C,=0;ev=0emx = 0,por- 
tanto C, = 0. Logo, 


1 2,263. 14 é ) 
p= [— +58 -=3!+25(x— =(x— 
) al 129x 303% 25(x — 5) + 34% 5 )m 


Resposta 


Determine a deflexão máxima da viga mostrada na Fi- 
gura 12.20a. ET é constante. 


SOLUÇÃO 


Linha elástica. A viga sofre deflexão como mostra a Fi- 
gura 2.20a. As condições de contorno exigem deslocamento 
nulo em 4 e B. 


Função da carga. As reações foram calculadas e são mos- 
tradas no diagrama de corpo livre na Figura 12.20b. A função 
da carga para a viga pode ser escrita como 
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O momento fletor e a força em B não estão incluídos aqui, 
visto que estão localizadas na extremidade direita da vigae x 
não pode ser maior do que 30 m. Aplicando dV/dx = —w(x), 
obtemos 


V=-8x-0º+ 6x -— 10 
De forma semelhante, AM/dx = V fornece 


M=-8x- 0! + 6(x-— 10) 
= (—8x + 6(x — 10)) kN.m 


Observe como essa equação também pode ser determinada 
diretamente utilizando-se os resultados da Tabela 12.2 para 
o momento. 


Inclinação e linha elástica. Integrando duas vezes temos 


dy 
ao =-8r + 6x — 10) 
d 
ET e si ss LAO, 
dx 
Elv = so. +(x-103+Cx+G, (1) 


Pela Equação 1, a condição de contorno v = Oem x = 10m 
ev=0emx =30m dá 


0= —1.333+ (10 — 10)? + Ci(10) + CG; 
0= —36.000 + (30 — 102 + Ci(30) + €, 


w = 8kNg — 0)! — 6kNG — 10m) 1 
8kN 
| : 
an EA ES 
Ve Er vp 
= A 
10m -- 20 m 


“120 kNm 


t, kN 


(a) 
8 kN 
E: E se 
x = . kN 
10 == 
— 30m 
(b) 


Figura 12.20 
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Resolvendo essas equações simultaneamente para C e C,, 
obtemos €, = 1.333 e €C, = — 12.000. Logo, 


gre 4x2 + Xx — 102 + 1.333 (2) 
x 
Elv = Ea + (x — 10) + 1.333x — 12000 (3) 


Pela Figura 12.20a, o deslocamento máximo pode ocorrer 
em € ou em D, onde a inclinação dv/dx = 0. Para obter o 
deslocamento de C, faça x = 0 na Equação 3. Obtemos 


12.000 kN.m? 


Pe EI 


O sinal negativo indica que o deslocamento é para baixo 
como mostra a Figura 12.20a. Para localizar o ponto D, use a 
Equação 2 com x > 10m e dv/dx = 0, Isso dá 


0 = —4xp? + 3(xp — 102 4 


xp” + 60xp — 1.633 = 0 


1.333 


Resolvendo para a raiz positiva, 
x, = 20,3 m 


Por consequência, pela Equação 3, 


Elvp = (203) + (20,3 — 10)? + 1.333(20,3) — 12.000 


5.000 kN-mº 
v =————— 
D EI Resposta 
Comparando esse valor com v,, vemos que v | = vç. 
máx c 


12.34. O eixo suporta as cargas das duas polias mostradas 
na figura. Determine a equação da linha elástica. Os mancais 
em 4 e B exercem somente reações verticais sobre o eixo. 
El é constante. 


Problema 12.34 


12.35. Determine a equação da linha elástica. Especifique 
as inclinações em A e B. El é constante. 


RR: 


Problema 12.35 


“12.36. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. De- 
termine a equação da linha elástica. ET é constante. 


20 kN 


6 kN/m 


Problema 12.36 


12.37. O eixo suporta as cargas das duas polias mostradas 
na figura. Determine a equação da linha elástica. Os mancais 
em 4 e B exercem somente reações verticais sobre o eixo. 


El é constante. 


= 
Rad | 500 mm | 500 e) 


300 N 


Problema 12.37 


12.38. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Deter- 
mine a equação da linha elástica. El é constante. 


12.39. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. De- 
termine o deslocamento em x = 7 m e a inclinação em 4. EI 
é constante. 


á 


A 


Problemas 12.38/39 


+ 3m | 


“12.40. A viga está sujeita às cargas mostradas na figura. 
Determine a equação da linha elástica. El é constante. 


a 
E | 24m | 24m | 


24m 
Problema 12.40 


12.41. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Deter- 
mine a equação da linha elástica. EI é constante. 


6kN/m 20 kN 


Ali 
15m 


12.42. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. De- 
termine as equações da inclinação e da linha elástica. ET é 
constante. 


3m 


Problema 12.41 


3kN/m 


ia 


Problema 12.42 


12.43. Determine a equação da linha elástica. Especifique 
a inclinação em A e o deslocamento em C. EI é constante. 


ui JB 


Problema 12.43 


“12.44. Determine a equação da linha elástica. Especifique 
as inclinações em A e B. ET é constante. 


Problema 12.44 
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12.45. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Deter- 
mine a equação da linha elástica. E] é constante. 


20 kN 20kN 


Problema 12.45 


12.46. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Determi- 
ne as equações da inclinação e da linha elástica. EJ é constante. 


2kN/m 8kN:m 


e 
5m =| 3m 
Problema 12.46 


12.47. Aviga está sujeita à carga mostrada na figura. Determi- 
nc a inclinação em A e o deslocamento em €. El é constante. 


8 kNm 


[ o 


Problema 12.47 


“12.48. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. De- 
termine a equação da linha elástica. 


150 kN/m 


Problema 12.48 


12.49. Determine o deslocamento em € e a inclinação em 
A da viga. 


150 kN/m 


um 


3m 


Problema 12.49 
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12.50. Determine a equação da linha elástica. Especifique a 
inclinação em A. EI é constante. * 


12.51. Determine a equação da linha elástica. Especifique a 
deflexão em €. El é constante. 


“12.52. Determine a equação da linha elástica. Especifique 
a inclinação em B. ET é constante. 


ES To, 


Problemas 12.50/51/52 


12.53. O eixo é feito de aço e tem diâmetro de 15 mm. De- 
termine sua deflexão máxima. Os mancais em A e B exercem 
somente reações verticais sobre o eixo. E = 200 GPa. 


250 N 


80 N 
Problema 12.53 


42.4 Inclinação e deslocamento 


pelo método dos 
momentos de área 


O método dos momentos de área proporciona uma 
técnica parcialmente gráfica para determinar a incli- 
nação e o deslocamento em pontos específicos sobre 
a linha elástica de uma viga ou eixo. À aplicação do 
método exige o cálculo de áreas associadas ao diagra- 
ma de momento da viga; portanto, se esse diagrama 
consistir em formas simples, o método é muito conve- 
niente de usar. Normalmente é esse o caso quando a 
viga é carregada com forças concentradas e momentos 
conjugados. 

Para desenvolver o método dos momentos de área, 
adotaremos as mesmas premissas que usamos para o 
método da integração: a viga é inicialmente reta, é de- 
formada elasticamente por ação das cargas de modo 
tal que a inclinação e a deflexão da linha elástica são 
muito pequenas e as deformações são causadas por 
flexão. O método dos momentos de área baseia-se em 
dois teoremas usados para determinar a inclinação e o 
deslocamento em um ponto sobre a linha elástica. 


M 
EI 
M 
| é EI 
ms 
a 
M Diagrama 
EI 
(c) 
Figura 12.21 
Teorema 1. Considere a viga simplesmente apoia- 


da com sua linha elástica associada Figura 12.21a. Um 
segmento diferencial dx da viga é isolado na Figura 
12.21b. Vemos que o momento interno M da viga de- 
forma o elemento de modo tal que as tangentes à linha 
elástica em cada lado do elemento interceptam-se em 
um ângulo dô. Esse ângulo pode ser determinado pela 
Equação 12.10, escrita como 


dv d (dv ) 
EI = EI =M 
dx? dx (< 


Visto que a inclinação é pequena, 8 = dvldx e, por- 
tanto, 


M 
do = ——d 12.18 
9 =1%* (12.18) 
Se construirmos o diagrama de momento fletor 
para a viga e o dividirmos pelo momento de inércia 7 e 
pelo módulo de elasticidade E da viga (Figura 12.21c), 
então a Equação 12.18 indica que dp é igual à área sob 


o “diagrama M/ET' para o segmento de viga dx. Inte- 
grando entre um ponto 4 e outro ponto B seleciona- 
dos sobre a linha elástica, temos 


(12.19) 


Essa equação configura a base para o primeiro teo- 
rema de momentos de área. 


Teorema 1: O ângulo entreas tangentes em dois pon- 
tos quaisquer sobre a linha elástica é igual à área sob o 
diagrama M/ElT entre esses dois pontos. 


A notação 6,,, é denominada ângulo da tangente 
em B medido em relação à tangente em 4. Pela prova, 
deve ficar evidente que esse ângulo será medido em 
sentido anti-horário, da tangente A até a tangente B, se 
a área sob o diagrama M/El for positiva. Ao contrário, 
se a área for negativa, ou encontrar-se abaixo do eixo x, 
o ângulo 0, será medido em sentido horário, da tan- 
gente A até a tangente B. Além disso, pelas dimensões 


da Equação 12.19,0,,, será medido em radianos. 


Teorema 2. O segundo teorema dos momentos de 
área baseia-se no desvio das tangentes em relação à 
linha elástica. A Figura 12.22a mostra uma vista mui- 
tíssimo ampliada do desvio vertical dt das tangentes 
de cada lado do elemento diferencial dx. Esse desvio 
é provocado pela curvatura do elemento e foi medido 
ao longo de uma reta vertical que passa pelo ponto A 
localizado sobre a linha elástica. Visto que considera- 
mos que a inclinação da linha elástica e sua deflexão 
são muito pequenas, é razoável aproximar o compri- 
mento de cada reta tangente por x e o arco ds' por dt. 
Utilizando a fórmula do arco de círculo s = 0r, onde r 
é o comprimento x € s é dt, podemos escrever dt = xd6. 
Substituindo a Equação 12.18 nessa equação e integran- 
do de À a B,o desvio vertical da tangente em A em rela- 
ção à tangente em B pode ser determinado; isto é, 


(12.20) 


Visto que o centroide de uma área é determinado 
por X/dA = /xdAe /(M/Eldx representa a área sob 
o diagrama M/EI, também podemos escrever 


mo =*[ da 
ABS X DS x 


Nessa expressão, x é a distância de A até o centroide da 
área sob o diagrama M/El entre A e B (Figura 12.22b). 

Agora, o segundo teorema dos momentos de área 
pode ser enunciado da seguinte maneira: 


(12.21) 
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Teorema 2: O desvio vertical da tangente em um 
ponto (A) sobre a linha elástica em relação à tangente 
traçada desde outro ponto (B) é igual ao momento da 
área sob o diagrama M/ElI entre esses dois pontos (A e 
B). Esse momento é calculado em torno do ponto (A) 
onde o desvio vertical deve ser determinado. 


A distância t,, usada no teorema também pode 
ser interpretada como o deslocamento vertical desde 
o ponto localizado na tangente traçada do ponto B ao 
ponto A sobre a linha elástica. Observe que t,, não é 
igual a t,,,, O que é mostrado na Figura 12.22c. Espe- 
cificamente, o momento da área sob o diagrama M/EI 
entre 4 e B é calculado em torno do ponto A para 
determinar t,, (Figura 12.22b), e em torno do ponto B 
para determinar t,,, (Figura 12.22c). 

Se determinarmos o momento de uma área M/EI 
positiva de A a B para t, ,, ele indica que o ponto B 
está acima da tangente traçada desde o ponto A (Figura 
12.22a.) De maneira semelhante, áreas M/ET negativas 
indicam que o ponto B está abaixo da tangente traçada 


desde o ponto 4. Essa mesma regra aplica-se para t,,. 


wW 


B = 
Ah 
tia CORES Ea E 
tgB —T de 


(a) 


M 
EI 
| A E B 
Ad ——— 
(b) 
. tg B a 
Br À doa Seo e o 
O 15:77] 
tg À 
M 
EI 


EB 
(o) 


Figura 12.22 
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O seguinte procedimento fornece um método que pode ser usado para aplicar os dois teoremas de momentos de área. 


Diagrama M/El 


s Determine as reações no apoio e trace o diagrama M/EI da viga. Se a viga estiver carregada com forças concen- 
tradas, o diagrama M/EI consistirá em uma série de segmentos de reta e as áreas e seus momentos exigidos pelos 
teorema: dos momentos de área serão relativamente fáceis de calcular. Se a carga consistir em uma série de cargas 
distribuídas, O diagrama M/EI consistirá em curvas parabólicas ou, talvez, de ordens mais altas, e sugerimos que à 
tabela apresentada no final do livro seja usada para localizar a área e o centroide sob.cada curva. 


Linha elástica 


e Trace uma vista ampliada da curva da linha elástica da viga. Lembre-se de que os pontos de inclinação e deslocamento 
nulos sempre ocorrem em um apoio fixo e que em todos os suportes de pinos e roletes ocorre deslocamento nulo. 

e Se for difícil obter a forma-geral da curva da linha elástica, use o diagrama de momento (ou M/E1). Entenda que, 
quando à viga for submetida a um momento positivo, a flexão resultante será côncava para cia, ao passo que, com 
momento negativo, a flexão resultante na viga será côncava para baixo. Além disso, um ponto de inflexão ou mudan- 
ça na'curvatura ocorre onde o momento-na viga (ou M/Ef) é nulo. 

e O deslocamento e a:inclinação desconhecidos a serem determinados devem ser indicados sobre a curva. 

e Visto que o teorema dos momentos de área aplica-se somente entre duas tangentes, é preciso dar atenção ao modo 
como:as tangentes devem ser construídas de modo que os ângulos ou desvios entre elas levem à solução do pro- 
blema. A propósito, as tangentes nos apoios devem ser consideradas; visto que o deslocamento e/ou a inclinação nos 
apoios da viga normalmente é nulo. 


Teoremas dos momentos de área 


e Aplique o Teorema 1 para determinar o ângulo entre duas tangentes quaisquer sobre a linha elástica e o'Teorema 
2 para determinar o desvio tangencial. 

e O sinal:algébrico da resposta pode ser verificado pelo ângulo ou desvio indicado na linha elástica. 

* Um, Positivo representa uma rotação em sentido anti-horário da tangente em B em relação à tangente em 4, cum 

positivo indica que o ponto B sobre a linha elástica encontra-se acima da tangente traçada desde o ponto 4. 


Cora 


SOLUÇÃO 


i a . : Diagrama M/El. Veja Figura 12.23b, 
Determine a inclinação da viga mostrada na Figura 


12.23a nos pontos Be C. El é constante. Curva elástica. A força P provoca deflexão na viga como 
mostra a Figura 12.23c. (A linha elástica é côncava para bai- 


E xo, visto que M/El é negativo.) As tangentes em B e C são 
A B U indicadas, já que serão necessárias para determinar 0, e 0. 
E IC A tangente no apoio (4) também é mostrada, Ela tem uma 
L | L | E E 
| 2 : 3 | inclinação conhecida, zero. Pelo desenho, o ângulo entre tg A 
(a) e tg B, isto é, 0,,, é equivalente a 0,,ou 
& 0, o Oia 
L L Além disso 
E E 2 | 
a E E c nd 0 = Ora 
2 . Teorema dos momentos de área. Aplicando o Teorema 
“EI (b) 1,0,, é igual à área sob o diagrama M/El entre os pontos A 
e B; isto é, 
tg B 
a Re sf Eres (£) 
Rh DEI INS O DADE 
SPT 
> SEI Resposta 


Figura 12.23 


O sinal negativo indica que a orientação do ângulo medido 
da tangente em A até a tangente em B é em sentido horário. 
Isso está de acordo, uma vez que a viga inclina-se para baixo 
em B. 


De forma semelhante, a área sob o diagrama M/E] entre os 
pontos 4 e C é igual a 8,,,. Temos 


a Resposta 


Determine o deslocamento dos pontos B e € da viga 
mostrada na Figura 12.24a. El é constante. 


tg A 
fca= de 
(c) 
Cc 
tg C 
Figura 12.24 


SOLUÇÃO 


Diagrama M/El. Veja Figura 12.24b. 


Linha elástica. O momento conjugado em C provoca a de- 
flexão da viga como mostra a Figura 12.24c. As tangentes em 
Be C são indicadas já que são necessárias para determinar 
A, € Ap. À tangente no apoio (4) também é mostrada, uma 
vez que ela é horizontal. Os deslocamentos exigidos agora 
podem ser relacionados diretamente com os desvios entre às 
tangentes em Be Ae Ce A. Especificamente, A, é igual ao 
desvio da tg A em relação à tg By isto é, 
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e A 
A = oa 


Teorema dos momentos de área. Aplicando o Teorema 
2, ts,u é igual ao momento da área sombreada sob o diagrama 
M/EI entre À e B calculado em torno do ponto B (o ponto 
sobre a linha elástica), visto que esse é o ponto no qual o 
desvio tangencial deve ser determinado. Por consequência, 


pela Figura 12.24b, 


seem (9X) - 


Da mesma forma, para t,., temos de determinar o momento 
da área sob todo o diagrama M/EI de A a C em torno do 
ponto C (o ponto sobre a linha elástica). Temos 


2 
de = tem = (E) (eo |- Hr 


OBSERVAÇÃO: Como ambas as respostas são negativas, 
elas indicam que os pontos B e €C encontram-se abaixo da 
tangente em 4, o que está de acordo com a Figura 12.24c. 


My? 
8EI 


Resposta 


Resposta 


EXEMPLO 1219 | 


Determine a inclinação no ponto C da viga na Figura 
12.25a. El é constante. 


J 


D 
E 
Z 4 

( 


a) 


9cyp 


tg D (horizontal) 


(c) 
Figura 12.25 
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SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.25b. 


Linha elástica. Como a carga é aplicada simetricamente 
à viga, a linha elástica apresenta-se simétrica e a tangente 
em D,horizontal (Figura 12.25c). A tangente em € também 
é desenhada, visto que temos de determinar a inclinação 6... 
Pela figura, o ângulo 6, entre as tangentes D e C é igual a 
0,, isto é, 


de = cw 


Teorema dos momentos de área. Utilizando o Teorema 
1, 0,,p é igual à área sombreada sob o diagrama M/EI entre 
os pontos D e C. Temos 


nelê - (E) + (do - mo (E) = dia 
SEE RETINA 2Ã4E1 SEIN4 64EI 
Resposta 


O que o resultado positivo indica? 


Determine a inclinação no ponto C para a viga de aço na 
Figura 12.26a. Considere E, = 200 GPa, 7 = 17(10)mm*. 


16kN 


Figura 12.26 


SOLUÇÃO 
Diagrama M/EI. Veja a Figura 12.26b. 


Linha elástica. A linha elástica é mostrada na Figura 
12.26c. Mostra-se a tangente em € porque temos de determi- 
nar 9,. As tangentes nos apoios, A e B, também são traçadas 
como mostra a figura. O ângulo 6,., é aquele entre as tangen- 
tes em A e C. A inclinação em 4,6, na Figura 12.26c, pode 
ser determinada utilizando-se |9,| = lt,,l/L ;- Essa equação 
é válida visto que t,,, é, na realidade, muito pequena, de 
modo que +, , medida em metros pode ser aproximada pelo 
comprimento de um arco de círculo definido por um raio 
L,, = 8 me uma abertura 6, em radianos. (Lembre-se de 
que s = 9r.) Pela geometria da Figura 12.26c, temos 


ÍB/A 


g 17 |8cyal (1) 


cl = |94l — l0cjal = 


Observe que o Exemplo 12.9 também poderia ser resolvido 
por meio desse método. 


Teorema dos momentos de área. Utilizando o Teorema 


1, 9,,, equivale à área sob o diagrama M/El entre os pontos 


Ae Ciisto é, 


a Lo e) — 8kN:m? 
cia = 9Q ml E EI 


Aplicando o Teorema 2, t,,, equivale ao momento da área 


sob o diagrama M/El entre B e A em torno do ponto B (o 
pontosobre a linha elástica), visto que esse é o ponto onde o 
desvio tangencial deve ser determinado. Temos 


ta E (2m + =(6 má (6 m(2 Nm) 


"Gem )em(E)] 


— 320kN-mº 
EI 


Substituindo esses resultados na Equação 1, obtemos 


- 320kN-m? SkNm 32kN-m? 
Cc (8mEI EI EI 


Calculamos esse resultado nas unidades kN e m; portanto, 
convertendo EI para essas unidades, temos 


32 kN -m? 
[200(10º) kN/m2][17(10*) m*] 


Oc = = 0,00941 rad / 


Resposta 


EXEMPLO 12.41 


Determine o deslocamento em C para a viga mostrada 
na Figura 12.27a. El é constante. 


(a) 
M 
EI 
My Ma 
EI 


Figura 12.27 


SOLUÇÃO 


Diagrama M/ElI. Veja a Figura 12.27b. 


Linha elástica. A tangente em C é desenhada sobre a linha 
elástica, porque temos que determinar 4, (Figura 12.27c). 
(Observe que C não é a localização da deflexão máxima da 
viga, pois a carga e, por consequência, a linha elástica não 
são simétricas). As tangentes nos apoios 4 e B também são 
indicadas na Figura 12.27c. Vemos que À, = À' — tp Se 
tg for determinada, À” pode ser encontrado por triângulos 
proporcionais, isto é, A'(L/2) = t,glL ou À! = t,,/2. Por 
consequência, 


LA/B 


c> ic/B 
z (1) 


Teorema dos momentos de área. 


2 para determinar t,,, € ty temos 


1 1 Mo MoL? 
Pam = (20) iu(ã)| = “GET 
Mol? 


o = (E) (E (e) | - 


Aplicando o Teorema 
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Substituindo esses resultados na Equação 1 obtemos 


Pee Mol? ML? 
C 2A 6EI 48EI 
ML 

16EI 


Resposta 


Determine o deslocamento no ponto C para a viga de 
aço em balanço com projeção mostrada na Figura 12.28a. 
Considere Es = 200 GPa,1 = 50 x 10º mm*. 


Figura 12.28 


SOLUÇÃO 
Diagrama M/El. Veja a Figura 12.28b. 


Linha elástica. A carga provoca deflexão na viga como 
mostra a Figura 12.28c. Temos de determinar 4... Iraçando 
as tangentes em C e nos apoios 4 e B, verificamos que A 
= lteygl — 4". Todavia, À" pode ser relacionado com t 
semelhança de triângulos, isto é, 4'/8 = It,,, 
Por consequência, 


c 
Bia POT 
/4ouA'=2k,,.| 


BIA" 


A =ltcyal— 2ltg/al 
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Teorema dos momentos de área. Aplicando o Teorema 
2 para determinar t,., € t,, temos 


BIA? 
1 100 kNem 
tea = (4 DE (8 m) (e) 
= 1.600kN:mº 
EI 
1 1 100 kN:m 266,67 KN:m? 
e 4 es , 
ta = (4 m) (ami ) E 


Por que esses termos são negativos? Substituindo os resulta- 
dos na Equação 1 temos 


Ac 


1,600 kN-m! | 266,67 kNent | 1.066,66kNim” | 
EI EI EI 


Como os cálculos foram efetuados em unidades métricas 
(kN e m), temos 


— 1.066,66 kN -m (10º mm/m)? 


= — = 106,7 mm | 
€ (200 kN/mm?s0(10º) mm*] 


Resposta 


12.54. Determine a inclinação e a deflexão em C. ET é cons- 
tante. 


75 kN 


Th > 


Problema 12.54 


| 8m 


12.55. Determine a inclinação e a deflexão em B. El é cons- 
tante. 


Problema 12.55 


“12.56. Se os mancais exercerem somente reações verticais 
sobre o eixo, determine a inclinação nos mancais e a deflexão 
máxima do eixo. El é constante. 


Problema 12.56 


12.57. Determine a inclinação em B e a deflexão em C. EI 
é constante. 


Problema 12.57 


12.58. Determine a inclinação em C e a deflexão em B. EI 
é constante. 


Problema 12.58 


12.59. Uma ginasta de 60 kg está em pé no centro da trave 
(viga) de equilíbrio simplesmente apoiada. Se a trave for fei- 
ta de madeira e tiver a seção transversal mostrada na figura, 
determine a deflexão máxima. Consideramos que os apoios 
em 4 e B são rígidos. E = 12 GPa. 


125 mm 
150 mms 


cu 


Problema 12.59 


“12.60. O eixo é suportado por um mancal de apoio em 4, 
que exerce somente reações verticais sobre o eixo, e por um 
mancal de encosto em B, que exerce reações horizontais, 
bem como reações verticais sobre o eixo. Determine a incli- 
nação do eixo nos mancais. ET é constante. 
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o 300 mm | 300 mm - 


Problema 12.60 


Problema 12.64 


12.65. Se os mancais em A e B exercerem somente reações 
12.61. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. De- verticais sobre o eixo, determine a inclinação em C. ET é 
termine a inclinação em A e o deslocamento em C. Consi- constante. 
dere que o apoio em A é um pino e em B, um rolete. EI é 
constante. 


Problema 12.65 


12.66. Determine a deflexão em Ce a inclinação da viga em 


Problema 12.61 A, Be C. Elé constante. 


12.62. A haste é composta por dois eixos para os quais o 
momento de inércia de AB é 7 e de BC, 21. Determine a in- A B -8kNem 


clinação e a deflexão máximas da haste devido à carga. O | 

% E) 

módulo de elasticidade é E. Aa Cl 
| 6m + 3m | 


Problema 12.66 


12.67. A barra é suportada pelo rolete em C, que permite 
deslocamento vertical, mas resiste a carga axial e momento. 
Se ela for submetida à carga mostrada na figura, determine a 
inclinação e o deslocamento em A. El é constante. 


Problema 12.62 


12.63. Determine a deflexão e a inclinação em C. Elé cons- 


P 
tante. | 
B 


L + L Problema 12.67 


Problema 12.63 “12.68. O acrobata pesa 750 N (= 75 kg) e está suspenso pe- 
los braços uniformemente no centro da barra alta. Determi- 
ne a tensão de flexão máxima no tubo (barra) e sua deflexão 
máxima. O tubo é feito de aço L2 e tem diâmetro externo de 
25 mm e espessura da parede de 3 mm. 


“12.64. Se os mancais em 4 e B exercerem somente rea- 
ções verticais sobre o eixo, determine a inclinação em 4. EI 
é constante. 
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ne 0,45 m Ns 4 “12.72. A viga está sujeita à carga P como mostra a figura 

pe + Fi ee Determine o valor da força F que deve ser aplicada na st 

A TB tremidade da extensão C de modo que a deflexão em € seja 
nula. ET é constante. y 


Problema 12.72 


12.73. A que distância a os mancais de apoio A e B devem 
ser colocados de modo que a deflexão no centro do eixo sej 
Problema 12.68 E R x E ; à Ja 
igual à deflexão em suas extremidades? Os mancais exercem 
12.69. Determine o valor de a de modo que o deslocamen- somente reações verticais sobre o eixo. E 1 é constante. 
to em C seja nulo. ET é constante. 


[mm PO) 


” 
” 
pe— 


B 
= 


L | Problema 12.73 


12.74. Determine a inclinação do eixo de aço A-36 de 51) 
mm de diâmetro nos mancais em 4 e B. Os mancais exercem 
somente reações verticais sobre o eixo. 


Problema 12.69 


12.70. A viga é feita de um material cerâmico. Para obter 
seu módulo de elasticidade, ela é submetida às cargas elásticas 
mostradas na figura. Se o momento de inércia for 7 e a deflexão 
máxima medida na viga for À, determine E. Os suportes em 4 e 800 mm 
D exercem somente reações verticais sobre a viga. 


500 mm 


= 


Problema 12.70 


o a 5 Problema 12.74 
L 


12.75. Determine a deflexão máxima do eixo de aço A-36 
de 50 mm de diâmetro. As extremidades A e B do eixo estão 
apoiadas em mancais que exercem somente reações verticais 


12.71. Determine a deflexão máxima do eixo. Eé constante. Sobre eixo. 


Os mancais exercem somente reações verticais sobre o eixo. ER 


a | 800 mm 


Problema 12.71 Problema 12.75 


12.76. Determine a inclinação do eixo de aço A-36 de 20 
mm de diâmetro nos mancais em A e B. Os mancais exercem 
somente forças verticais sobre o eixo. 


200 mm 


; --— 300 mm já 500 mm TT 
ED A | RC B 


350 N 
800 N 


Problema 12.76 


12.77. Determine o deslocamento do eixo de aço A-36 de 
20 mm de diâmetro em D. Os mancais em A e B exercem 
somente reações verticais sobre o eixo. 


500 mm SE 
B 


300 mm e 


Ez 


i 350 N 
800 N 
Problema 12.77 


12.78. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Deter- 
mine a inclinação em B e a deflexão em C. ET é constante. 


Mo 


Problema 12.78 


12.79. Determine a inclinação em B e o deslocamento em 
C. Os mancais em À e B exercem somente reações verticais 
sobre o eixo. EI é constante. 


Problema 12.79 


“12.80. Determine o deslocamento em D e a inclinação em 
C. Os mancais em 4 e B exercem somente reações verticais 
sobre o eixo. El é constante. 
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Problema 12.80 


12.81. As duas componentes da força agem sobre o pneu 
do automóvel como mostra a figura. O pneu está fixo ao eixo, 
que é suportado pelos mancais em 4 e B. Determine a de- 
flexão máxima do eixo. Considere que os mancais resistem 
somente a cargas verticais. A resistência ao empuxo no eixo 
ocorre em €. O eixo tem diâmetro de 32 mm e é feito de aço 
A-36. Despreze o efeito da carga axial sobre a deflexão. 


Problema 12.81 


12.82. Determine o deslocamento em D e a inclinação em 
C. Os mancais em A e B exercem somente reações verticais 
sobre o eixo. El é constante. 


20 kN 20 kN 


900 mm 


Problema 12.82 


12.83. É possível que um dia as vigas feitas de plástico re- 
forçado com fibras substituam as de aço A-36, visto que seu 
peso é 1/4 das de aço e são resistentes à corrosão. Utilizando 
a Tabela no Apêndice B, com c,;, = 160 MPa e 7, = 84 
MPa, selecione a viga de aço de abas largas mais leve que 
suportará com segurança os 25 kN de carga e então calcule 
sua deflexão máxima. Qual seria a deflexão máxima dessa 
viga, se ela fosse feita de plástico reforçado com fibras com 
E, = 126 GPa e tivesse o mesmo momento de inércia que o 
da viga de aço? 
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3m l 3m + 


Problema 12.83 


“12.84. O eixo simplesmente apoiado tem momento de 
inércia 2] para a região BC e momento de inércia I para as 
regiões AB e CD. Determine a deflexão máxima do eixo de- 
corrente da aplicação da carga P. O módulo de elasticidade 
é E. 


Problema 12.87 


“12.88. Determine a inclinação em B e o deslocamento em C, 
O elemento é um T estrutural de aço A-36 para o qual 1 = 
30(10%) mm'. 


25 kN 


Problema 12.84 


12.85. O eixo de aço A-36 é usado para suportar um rotor 
que exerce uma carga uniforme de 5 kN/m dentro da região 
CD do eixo. Determine a inclinação do eixo nos mancais A 
e B. Os mancais exercem somente reações verticais sobre o 
eixo. 


SkN/m 


EEFECE] 
es am 


Problema 12.85 


20 mm 
100 mm 


12.86. A viga está sujeita à carga mostrada na figura. Deter- 
mine a inclinação em B e a deflexão em C. El é constante. 


Problema 12.86 


12.87. Determine a inclinação do eixo em 4 e o desloca- 
mento em D. Os mancais em 4 e B exercem somente rea- 
ções verticais sobre o eixo. ET é constante. 


Problema 12.88 


12.5 Método da superposição 


A equação diferencial El d'vidx* = —w(x) satisfaz 
os dois requisitos necessários para a aplicação do prin- 
cípio da superposição; isto é, a carga w(x) está relacio- 
nada linearmente com a deflexão o(x), e considera-se 
que ela não altera significativamente a geometria ori- 
ginal da viga ou do eixo. Como resultado, as deflexões 
para uma série de cargas separadas que agem sobre 
uma viga podem ser superpostas. Por exemplo, se v, 
for a deflexão para uma carga e v, for a deflexão para 
outra, a deflexão total para ambas as cargas agindo em 
conjunto será a soma algébrica v, + v,. Portanto, utili- 
zando resultados tabulados para várias cargas de vigas, 
como os relacionados no Apêndice C ou os encontra- 
dos em vários manuais de engenharia, é possível de- 
terminar a inclinação e o deslocamento em um ponto 
sobre uma viga submetida a várias cargas diferentes 
efetuando a soma algébrica dos efeitos de suas várias 
partes componentes. 

Os exemplos a seguir ilustram como usar o método 
da superposição para resolver problemas de deflexão 
nos quais ela é provocada não somente pelas defor- 
mações da viga, mas também por deslocamentos de 
corpos rígidos que podem ocorrer quando a viga é 
apoiada por molas ou quando partes de uma viga seg- 
mentada são suportadas por articulações. 


Determine o deslocamento no ponto € e a inclinação no 
apoio A da viga mostrada na Figura 12.29a. El é constante. 


SOLUÇÃO 


À carga pode ser separada em duas partes componentes 
como mostram as figuras 12.29b e 12.29c. O deslocamento 
em C e a inclinação em A são determinados por meio da 
tabela no Apêndice C para cada parte. 


Para a carga distribuída, 


3wL?  M2kN/m)(8m)* 24 kNcmê 


(04h = J58ET 128EI =: 


Sw! S(QkN/m/(8m) 5333kN-mº | 
(och = 68EI — 768EI “CEI 


Para a força concentrada de 8 kN, 


Ea PL?  8kN(8m)? 2kNm 
Caber TIO EI 

PL? 8kN(8m)  8533kN-m? 
(vo)> = l 


48EI 48EI EI 


O deslocamento total em C e a inclinação em A são as somas 
algébricas dessas componentes. Por consequência, 


56 kN mí 
(+) Da = (Bu) + (Bajo =" 
Resposta, 
139kN: m? 
(+) vc = (vc) + (vo) = RS 
Resposta 
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4m | 


gra 


(c) 


Figura 12.29 


EXEMPLO 12. IA 


Determine o deslocamento na extremidade C da viga 
em balanço com projeção mostrada na Figura 12.30a. El é 
constante. 


SOLUÇÃO 


Visto que a tabela no Apêndice C não inclui vigas com proje- 
ções, a viga será subdividida em duas porções: uma simples- 
mente apoiada e a outra em balanço. Em primeiro lugar, cal- 
cularemos a inclinação em B provocada pela carga distribuída 
que age sobre o vão simplesmente apoiado (Figura 12.30b). 


wL?  SkN/m(4m)  13,33kN-m? 
24EI 24EI EI ] 


Visto que esse ângulo é pequeno, (0), = tg(0,), e o desloca- 
mento vertical no ponto C é 


13,33 kN -m? 26,67 kN -m? 
(vc): em EI EI 1 


Em seguida, a carga de 10 kN sobre a projeção provo- 
ca uma força de 10 KN estaticamente equivalente e um 
momento conjugado de 20 kN-m no apoio B do vão sim- 
plesmente apoiado (Figura 12.30c). A força de 10 kN não 
provoca um deslocamento ou inclinação em B; todavia, o 
momento conjugado de 20 kN:m causa uma inclinação. A 
inclinação em B devido a esse momento é 
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SkN/m 


VITIIIIIIIS x 
As B. ç 


2 (vc) 
(a) “—— 2m—l a 
Figura 12.30 
; MoL | 20kNem(4m) 2667kN-m? 
(95) = 3x7 — 3EI E EI ! 


Desse modo, o ponto C na projeção é deslocado 


26,7 kN -m? 5333 kN em? 
(vc)z = (2 mo EI = EI V 


Por fim, a porção em balanço BC é deslocada pela força de 
10 kN (Figura 12.30d). Temos 


10kN(2m)  2667kN:m? | 
3EI EI 


Ffetuando a soma algébrica desses resultados, obtemos o 
deslocamento final do ponto C, 


267 533 267 53,3 kN mê | 
El El EL. EI 
Resposta 


(+) 


Vc — 


EXEMPLO 12.15 


Determine o deslocamento na extremidade C da viga 


em balanço mostrada na Figura 12.31. ET é constante. 


4kN/m 


' i0m 


Figura 12.31 


SOLUÇÃO 


Utilizando a tabela no Apêndice C para a carga triangular, a 
inclinação e o deslocamento no ponto B são 


: woL?  4kN/m(10m)* 166,67 kN-m? 
Bo MEL. 24EI EI 

po = OL! 4kN/m(10 m)' 133333 kN-m? 
Bº30EL 30EI EI 


A região não carregada da viga, BC, continua reta, como 
mostra a Figura 12.31. Visto que 09, é pequeno, o desloca- 
mento em C torna-se 


(+) vc = vp +6s(3mM) 
— 1.333,33 kN:mí | 166,67 kN m? (m) 
EI EI E 
1.833 kN mº 
O —— esposta 
EL ai 


A barra de aço mostrada na Figura 12.32a está apoia- 
da sobre duas molas em suas extremidades 4 e B. A rigi- 
dez de cada mola é k = 45 kN/m e no início elas não estão 
alongadas. Se a barra for carregada com uma força de 3 
kN no ponto C, determine o deslocamento vertical da for- 
ça. Despreze o peso da barra e considere E, = 200 GPa, 
1 = 4,6875 x 10º mº. 


e ie 


E e B 
k=45 kN/m É C K=45 eNmE 
= (a) 


a 


Deslocamento de À 
corpo rígido 
(b) 


2kN 


2m 


Deslocamento de corpo deformável 
(c) 
Figura 12.32 
SOLUÇÃO 


As reações nas extremidades 4 e B são calculadas como 
mostra a Figura 12.32b. Cada mola sofre uma deflexão de 


2 kN 
= 25º =0,044 

(ah = 45 kN/m = 
(05) =-HN o = 00222 

Bh 45kNm “ZM 


Se a barra for considerada rígida, esses deslocamentos fa- 
rão com que ela se mova para a posição mostrada na Figura 
12.32b. Para esse caso, o deslocamento vertical em C é 


(vc) = (vp) + SE oa) — (v5)i] 


= 0,0222m + E [00444 m — 0,0282 m] 


= 0,0370m d 


Podemos determinar o deslocamento em € provocado pela 
deformação da barra (Figura 12.32c), utilizando a tabela no 
Apêndice C. Temos 


(o) = Gr bd?) 
= CENXImmÃe m? — (Cm? = (Im?) 
6(200)(10º) KN/m?(4,6875)(10*) m*(3 m) 


= 0,001422 m = 1,422 mm L 
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Somando as duas componentes do deslocamento, obtemos 


(+V) vw. = 0,0370m + 0,001422m 


= 0,0384m = 38,4mm | Resposta 


PROBLEMAS 


12.89. A viga em balanço com perfil W200 x 71 feita de aço 
A-36 é submetida à carga mostrada na figura. Determine o 
deslocamento em sua extremidade A. 


6 kN 


Cc 
| 24m 


Problema 12.89 


12.90. A viga em balanço com perfil W200 x 71 feita de aço 
A-36 é submetida à carga mostrada na figura. Determine o 
deslocamento em C e a inclinação em A. 


6 kN 


Bl. 
24m | 


A IC 
24m | 
Problema 12.90 


12.91. A viga simplesmente apoiada com perfil W360 x 64 
feita de aço A-36 é submetida à carga mostrada na figura. 
Determine a deflexão em seu centro €. 


30 kN/m 


O da 
Problema 12.91 


“12.92. A viga simplesmente apoiada com perfil W360 x 64 
feita de aço A-36 é submetida à carga mostrada na figura. 
Determine a inclinação em 4 e B. 


30 kN /m 


3m | 3m +| 


Problema 12.92 
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12.93. Determine o momento M, em termos da carga P e 
a dimensão a de modo que a deflexão no centro da viga seja 
nula. ET é constante. 


Problema 12.93 


12.94. A viga suporta à carga mostrada na figura. Em ra- 
zão do forro de gesso, as restrições determinam que a defle- 
xão máxima não pode ultrapassar 1/360 do comprimento do 
vão. Selecione no Apêndice B a viga de abas largas de aço 
A-36 de menor peso que satisfará esse requisito e suportará 
a carga com segurança. A tensão de flexão admissível é O im 
= 168 MPa e a tensão de cisalhamento admissível é Tm = 
100 MPa. Considere que A é um rolete e B, um pino. 


60 kN/m 


Problema 12.94 


12.95. A viga simplesmente apoiada suporta uma carga uni- 
forme de 30 kN/m. Em razão do forro de gesso, as restrições 
determinam que a deflexão máxima não pode ultrapassar 
1/360 do comprimento do vão. Selecione no Apêndice B a 
viga de abas largas de aço A-36 de menor peso que satisfará 
esse requisito e suportará a carga com segurança. A tensão 
de flexão admissível é o,,, = 168 MPa e a tensão de cisalha- 
mento admissível é 7,,, = 100 MPa. Considere que 4 é um 
pino e B é um apoio de rolete. 


40 kN 


Problema 12.95 


“12.96. A viga em balanço com perfil W250 x 45 é feita 
de aço A-36 e está sujeita a uma flexão assimétrica pro- 
vocada pelo momento aplicado. Determine a deflexão do 
centroide em sua extremidade 4 provocada pela carga. 
Dica: Determine as componentes do momento e use su- 
perposição. 


M=2,5kNm 
Problema 12.96 
12.97. A estrutura é composta por uma viga em balanço 
CB e uma viga simplesmente apoiada AB. Se cada uma for 
feita de aço A-36 e tiver momento de inércia em torno de seu 
eixo principal 7. = 46(109) mm, determine o deslocamento 
no centro D da viga BA. 


75 kN 


Problema 12.97 


12.98. A extremidade A da haste está presa por um pino 
e acoplada a uma mola de torção de rigidez k que mede o 
torque por radiano de rotação da mola. Se uma força P for 
sempre aplicada perpendicularmente à extremidade da has- 
te, determine o deslocamento da força. ET é constante. 


| 
una 


Problema 12.98 


12.99. Umiinterruptor de relé é composto por umatira fina de 
metal ou armadura AB feita de bronze vermelho C83400 que é 
atraída ao solenoide $ por um campo magnético. Determine a 
menor força F exigida para atrair a armadura em € de modo a 
provocar contato na extremidade livre B. Calcule também qual 
seria a distância a para que esse fenômeno ocorra. A armadura 
é fixa em 4 e tem momento de inércia 1 = 0,18(10-!2) m', 


Problema 12.99 


“12.100. Determine a deflexão vertical e a inclinação na ex- 
tremidade A do suporte. Considere que ele está engastado 
na base e despreze a deformação axial do segmento AB. ET 
é constante. 


4kN/m 


Problema 12.100 


12.101. A viga com perfil W610 x 155 de aço A-36 é 
usada para suportar a carga uniforme distribuída e uma 
força concentrada que é aplicada a sua extremidade. Se 
a força agir em um ângulo com a vertical como mostra a 
figura, determine os deslocamentos horizontal e vertical 
no ponto 4. 


Problema 12.101 


12.102. A estrutura é composta por duas vigas de aço A-36 
em balanço CD e BA e uma viga simplesmente apoiada CB. 
Se cada uma for feita de aço e tiver momento de inércia em 
torno de seu eixo principal 7 = 46(10%) mm, determine a 
deflexão no centro G da viga CB. 


Problema 12.102 
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12.6 Vigas e eixos estaticamente 
indeterminados 


A análise de barras com cargas axiais e eixos com 
cargas de torção estaticamente indeterminados foi dis- 
cutida nas seções 4.4 e 5.5, respectivamente. Nesta se- 
ção, ilustraremos um método geral para determinar as 
reações em vigas e eixos estaticamente indeterminados. 
Especificamente, um elemento estrutural de qualquer 
tipo será classificado como estaticamente indetermina- 
do, se o número de reações desconhecidas for maior 
que o número de equações de equilíbrio disponíveis. 

As reações adicionais dos apoios sobre a viga 
ou O eixo que não são necessárias para mantê-los 
em equilíbrio estável são denominadas reações re- 
dundantes. O número dessas reações redundantes é 
denominado grau de indeterminação. Por exemplo, 
considere a viga mostrada na Figura 12.33a. Se dese- 
nharmos o diagrama de corpo livre (Figura 12.33b), 
haverá quatro reações de apoio desconhecidas e, 
visto que há três equações de equilíbrio disponíveis 
para a solução, a viga é classificada como indeter- 
minada de primeiro grau. A,, B ouM ,, podem ser 
classificadas como a reação redundante porque, se 
qualquer dessas reações for removida, a viga perma- 
necerá estável e em equilíbrio (A não pode ser clas- 
sificada como redundante porque, se fosse removida, 
2F, = 0 não seria satisfeita.) De modo semelhante, 
a viga contínua na Figura 12.34a é indeterminada de 
segundo grau, porque há cinco reações desconheci- 
das e somente três equações de equilíbrio disponí- 
veis (Figura 12.34b). Nesse caso, as duas reações de 
suporte redundantes podem ser escolhidas entre A, 
B,, C, e D.. 

Para determinar as reações em uma viga (ou eixo) 
estaticamente indeterminada, em primeiro lugar é ne- 
cessário especificar as reações redundantes. 


(b) | 


Figura 12.33 
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(b) 
Figura 12.34 


Podemos determinar essas reações redundantes pe- 
las condições de geometria conhecidas como condições 
de compatibilidade. Uma vez determinadas, as reações 
redundantes são aplicadas à viga e as reações restantes 
são determinadas pelas equações de equilíbrio. 

Nas seções seguintes, ilustraremos esse procedi- 
mento como solução, utilizando o método da integra- 
ção (Seção 12.7), o método dos momentos de área (Se- 
ção 12.8) e o método da superposição (Seção 2.9). 


12.7 Vigas e eixos estaticamente 
indeterminados — método 
da integração 


O método da integração, discutido na Seção 12.2, 
requer duas integrações da equação diferencial d/v/dx? 
= M/EI, visto que o momento interno M na viga é ex- 
presso em função da posição x. Entretanto, se a viga 
for estaticamente indeterminada, M também pode 
ser expresso em termos das reações redundantes des- 
conhecidas. Após integrar essa equação duas vezes, 
haverá duas constantes de integração e as reações re- 
dundantes para determinar. Embora seja esse o caso, 
essas incógnitas sempre podem ser determinadas pelas 
condições de contorno e/ou condições de continuidade 
para o problema. Por exemplo, a viga na Figura 12.35a 
tem uma reação redundante. Ela pode ser A, M,ou 
B, (Figura 12.35b). Uma vez escolhida, o momento in- 
terno M pode ser escrito em termos da reação redun- 
dante e, integrando a relação momento/deslocamento, 
podemos determinar as duas constantes de integração 
e a reação redundante pelas três condições v = O em 
x=0,dvdx=0emx=0ev=0emx=L. 

Os seguintes exemplos ilustram as aplicações espe- 
cíficas desse método utilizando o procedimento para 
análise descrito na Seção 12.2. 


cEECTEITICICEO 


x L 


(a) 


MIRO ERiSa 


' | 
(b) B, 
Figura 12.35 


A viga está sujeita à carga distribuída mostrada na Figu- 
ra 12.36a. Determine as reações em A. El é constante. 


SOLUÇÃO 


Linha elástica. A viga sofre deflexão como mostra a Fi- 
gura 12.36a. Somente uma coordenada x é necessária. Por 
conveniência, consideraremos orientada para a direita, visto 
que o momento interno é fácil de formular. 


Função do momento fletor. A viga é indeterminada de 
primeiro grau como indicado pelo diagrama de corpo livre 
(Figura 12.36b). Podemos expressar o momento interno M 


Figura 12.36 


em termos da força redundante em A utilizando o segmento 
mostrado na Figura 12.36c. Aqui 


lo 
M = AX To Et 


Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.10, 


temos 
dv 1 % 
EI dé = AX Wo L 
dv 1 do 4 
Ea 2 Ay% 24 “0 + € 
1 1 x 
Elv = Ay 907 LES 


As três incógnitas 4, C, e €, são determinadas pelas con- 
dições de contorno x = 0,v = 0;x = Ldvdx=0ex=L, 
v = 0. Aplicando essas condições obtemos 


x=0,0=0; 0=0-0+0+C, 
dv 1 1 
= Lj 0; 0=>AL — — 3 + 
x dk 0; 2 ) 24 “ob Cj 
1 1 
x=Lv=0; 0 = Alê - o vol! + CIL+C, 
Resolvendo, 
1 
A, = 10 "0L 
1 Resposta 
6 =Tap ol? C,=0 


OBSERVAÇÃO: Utilizando o resultado para A , as reações 
em B podem ser determinadas pelas equações de equi- 
líbrio (Figura 12.36b). Mostre que B, = 0, B, = 2w,LIS e 
M, = wAs. 


A viga na Figura 12.37a está engastada em ambas as extre- 
midades e sujeita à carga uniforme mostrada na figura. De- 
termine as reações nos apoios. Despreze o efeito da carga 
axial, 


SOLUÇÃO 


Linha elástica. A viga sofre deflexão como mostra a Fi- 
gura 12.37a. Como no problema anterior, somente uma co- 
ordenada x é necessária para a solução, visto que a carga é 
contínua em todo o vão. 


Função do momento fletor. Pelo diagrama de corpo li- 
vre (Figura 12.37b), as respectivas reações de cisalhamento 
e momento em 4 e B devem ser iguais, visto que há simetria 
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(e) 
Figura 12.37 


de carga e também de geometria. Por isso, a equação de equi- 
líbrio, 2F, = 0, exige 


wL 
Va=Vo= E Resposta 


A viga é indeterminada de primeiro grau, onde M' é redun- 
dante. Utilizando o segmento da viga mostrado na Figura 
12.37c, o momento interno M pode ser expresso em termos 
de M' da seguinte maneira: 

wL a W 3 


lite Spot 
nº De 


Inclinação e linha elástica. Aplicando a Equação 12.10, 


temos 
pf PL Won 
=>——— LX XxX 
dx 2 2 
dv wLo wa 
x — M'x+C 
Em 4 x 6 x x 1 
wL w ! 
Elv = TT x Ed x? + Cx +C; 


As três incógnitas, M',C, e C, podem ser determinadas pelas 
três condições de contorno v = 0 em x = O, que produz C, = 0; 
dvldx = Oem x = 0, que produz C =0,ev=0x=L,que 
produz 


wL?2 
12 


M' = Resposta 


Utilizando esses resultados, observe que, devido à simetria, 
a condição de contorno restante dv/dx = O em x = L é auto- 
maticamente satisfeita. 
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OBSERVAÇÃO: Entenda que esse método de solução é ge- 
ralmente adequado quando somente uma coordenada x é 
necessária para descrever a curva elástica. Se forem necessá- 
rias várias coordenadas x, as equações de continuidade têm 
de ser escritas,o que complica o processo de solução. 


12.103. Determine as reações nos apoios 4 e B; em segui- 
da, trace o diagrama de momento fletor. ET é constante. 


Mo. 


L 


Problema 12.103 


“12.104. Determine as reações nos apoios A e B; em segui- 
da, trace os diagramas de força cortante e momento fletor. 
Elé constante. Despreze o efeito da carga axial. 


Problema 12.104 


12.105. Determine as reações nos apoios A, B e C; em se- 
guida, trace os diagramas de força cortante e momento fle- 
tor. ET é constante. 


P P 


É pe, 
—5 2 EF 2 


Problema 12.105 


12.106. Determine as reações nos apoios e, em seguida, trace os 
diagramas de força cortante e momento fletor. E 7 é constante. 


B E. 
ê L 


Problema 12.106 


“12.107. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B. ET é constante. 


Problema 12.107 


12.108. Determine o valor de a para o qual o momento má- 
ximo positivo tenha o mesmo valor que o momento máximo 
negativo. ET é constante. 


Problema 12.108 


12.109. Determine as reações nos apoios e a seguir trace os 
diagramas de força cortante e momento. ET é constante. 


Wo 


B <êa 


E ; ; 


Problema 12.109 


12.110. A viga tem E 7, constante e é suportada pela pare- 
de fixa em B e pela haste AC. Se a haste tiver área de seção 
transversal 4, e o material tiver módulo de elasticidade E, 
determine a força na haste. 


Problema 12.110 


12.111. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B; a seguir, trace os diagramas de força cortante e momento 
fletor. Resolva expressando o momento interno na viga em 
termos de A, eM,. El é constante. 


, 


Problema 12.111 


12.112. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B. Elé constante. 


R L 


Problema 12.112 


Reta inclinada 


(a) 


L 
M 
x 
“ Curva parabólica 
—wL? | 
2 (c) 


DEFLEXÃO EM VIGAS E Exos 461 


“12.8 Vigas e eixos estaticamente 
indeterminados — método 
dos momentos de área 


Se o método dos momentos de área for usado 
para determinar as reações redundantes desconhe- 
cidas de uma viga ou eixo estaticamente indeter- 
minado, então o diagrama M/EI deve ser obtido de 
modo tal que as reações redundantes sejam repre- 
sentadas como incógnitas nesse diagrama. Uma vez 
estabelecido o diagrama M/EI, os dois teoremas de 
momentos de área podem ser aplicados para ter- 
mos as relações adequadas entre as tangentes sobre 
a linha elástica de modo a cumprir as condições de 
deslocamento e/ou inclinação nos apoios da viga ou 
eixo. Em todos os casos, o número dessas condições 
de compatibilidade será equivalente ao de reações 
redundantes e, dessa forma, obtém-se uma solução 
para as reações redundantes. 


1 My 


M 


Reta com inclinação nula 


Mo 


(b) 


Curva cúbica 


—ywoL? i 
6 (d) 


Figura 12.38 
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4m > 


Superposição de carregamentos 


(a) 


M(kN:m) 
Ê 4 
E —  x(m) 
-10 
-40 
M(kN:m) 
2 4 
7 7 x (m) 
—8 
+ 
M(kN:m) 
p 4 
| x (m) 
—30 
+ 
M(kN:m) 
2 4 
a t—  x(m) 


Superposição de diagramas de momento 


(b) 


Figura 12.39 


Diagrama de momentos construído pelo 
método da superposição. Visto que a apli- 
cação dos teoremas dos momentos de área requer o 
cálculo da área sob o diagrama M/EI e da localização 
do centroide dessa área, muitas vezes é conveniente 
usar diagramas M/EI separados para cada uma das 
cargas conhecidas e redundantes, em vez de utilizar o 
diagrama resultante para calcular essas quantidades 
geométricas. Isso se aplica especialmente ao caso em 
que o diagrama de momento resultante apresente uma 
forma complicada. O método para traçar o diagrama 
de momento em partes baseia-se no princípio da su- 
perposição. 

A maioria das cargas em vigas ou eixos será uma 
combinação cas quatro cargas mostradas na Figura 
12.38. A construção dos diagramas de momento as- 
sociados, também mostrada nessa figura, foi discutida 
nos exemplos do Capítulo 6. Com base nesses resul- 
tados, mostraremos agora como usar o método da su- 
perposição para representar o diagrama de momento 
resultante para a viga em balanço mostrada na Figura 
12.39a por uma série de diagramas de momento sepa- 
rados. Para tal, em primeiro lugar substituiremos as 
cargas por um sistema de cargas estaticamente equi- 
valentes. Por exemplo, as três vigas em balanço mos- 


tradas na Figura 12.39a são estaticamente equivalentes 
à viga resultante, visto que a carga em cada ponto so- 
bre a viga resultante é igual à superposição ou adição 
das cargas sobre as três vigas separadas. Na verdade, 
a reação ao cisalhamento na extremidade A é 13 kN 
quando se somam as reações nas vigas separadas. Da 
mesma maneira, o momento interno em qualquer pon- 
to sobre a viga resultante é igual à soma dos momentos 
internos em qualquer ponto sobre as vigas separadas. 
Assim, se representarmos os diagramas de momento 
para cada viga separada (Figura 12.39b), a superpo- 
sição desses diagramas dará o diagrama de momento 
para a viga resultante, mostrado na parte superior da 
figura. Por exemplo, pelos resultados de cada um dos 
diagramas de momento separados, temos que o mo- 
mento na extremidade 4 é M , = —8 kN:m — 30 kNm 
— 20 KN:m = —58 kN:m, como verificado no diagrama 
de momento na parte superior da figura. Esse exemplo 
demonstra que às vezes é mais fácil construir uma série 
de diagramas de momento estaticamente equivalentes 
separados para a viga, em vez de construir seu diagra- 
ma de momento resultante mais complicado. É óbvio 
que a área e a localização do centroide para cada parte 
são mais fáceis de determinar do que as do centroide 
para o diagrama resultante. 


| 12m | 


| 12m 


Superposição de carregamentos 
(a) 
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M(kN:m) 
70 
Ê rm 
1 
t ed x (m 
—20 6 —20 
Diagrama de momento resultante 
II 
M(kN-m) 
90 
| 
| H— x(m 
6 12 
M(kN-m) + 
6 12 
> + x(m 
M(kN:m) 
6 12 
U | x (m 
“—20 


Superposição de diagramas de momento 


(b) 


Figura 12.40 


De forma semelhante, também podemos represen- 
tar o diagrama de momento resultante para uma viga 
simplesmente apoiada utilizando uma superposição 
de diagramas de momento para uma série de vigas 
simplesmente apoiadas. Por exemplo, a carga na viga 
mostrada na parte superior da Figura 12.40a equivale 
à soma das cargas nas vigas mostradas abaixo dela. Por 
consequência, podemos usar a soma dos diagramas de 
momento para cada uma dessas três cargas em vez do 
diagrama de momento resultante mostrado na parte 
superior da Figura 12.40b. Para completo entendimen- 
to, esses resultados devem ser verificados. 

Os exemplos a seguir também devem esclarecer al- 
guns desses pontos e ilustrar como usar o teorema de 
momentos de área para obter as reações redundantes 
em vigas e eixos estaticamente indeterminados. As so- 
luções seguem o procedimento para análise descrito 
na Seção 12.4. 


A viga está sujeita à carga concentrada mostrada na 
Figura 12.41a. Determine as reações nos apoios. El é cons- 
tante. 


SOLUÇÃO 


Diagrama M/EI. O diagrama de corpo livre é mostrado na 
Figura 12.41b. Usando o método da superposição, os diagra- 
mas M/EI separados para a reação redundante B, e para a 
carga P são mostrados na Figura 12.41c. 


Linha elástica. A curva da linha elástica para a viga é mos- 
trada na Figura 12.41d. As tangentes nos apoios 4 e B foram 
traçadas. Visto que À, = 0, temos 


Teorema dos momentos de área. 
2, temos 


Aplicando o Teorema 
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Resposta 


Equações de equilíbrio. Utilizando esse resultado, as re- 
ações em 4 no diagrama de corpo livre (Figura 12.41b), são 
determinadas da seguinte maneira: 


5 BF, =0; A,=0 Resposta 
+1XF, = 0; -A, +25P —-P=0 

Ay = 1,5P Resposta 
(+ZM4 = 0; Ma + 2,5P(L) — P(2L) = 0 


Ma = 0,5PL Resposta 


tg B 


A viga está sujeita ao momento em sua extremidade € como 
mostra a Figura 12.42a. Determine a reação em B. El é constante. 


SOLUÇÃO 

Diagrama VI/EI. O diagrama de corpo livre é mostrado na 
Figura 12.42b. Por inspeção, a viga é indeterminada de pri- 
meiro grau. Para obter uma solução direta, escolheremos B, 
como a redundante. Utilizando superposição, os diagramas M/ 
El para B, e M, cada um aplicado a uma viga simplesmente 
apoiada, são mostrados na Figura 12.42c. (Observe que para 
tal viga, AGA, ecl E não contribuem com um diagrama M/EI.) 


Linha elástica. A curva da linha elástica para a viga é mos- 
trada na Figura 12.42d. As tangentes em 4, Be C foram tra- 
çadas. Visto que A, = A, = A, = 0, então os desvios tangen- 
ciais mostrados devem ser proporcionais; isto é, 


ÍBjC = 24º 


tg C 


Figura 12.42 
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Pela Figura 12.42c, temos “12.116. Determine as reações nos apoios e trace os dia- 
gramas de força cortante e momento fletor. El é constante. 


me= (3º alaer + (ease E 
«(Gee qe 


1 (ser teu) | R (Zen) (ie er) | --1,2m o 18m —-—— 1,8m izm 


tac = (Llslsor 3 
mc -s [ 3 EI Problema 12.116 


q C 


2EIT 2 


Substituindo na Equação 1 e simplificando, obtemos 12.117. Determine as reações nos apoios e trace os diagra- 
mas de força cortante e momento fletor. EI é constante. O 
— 3Mg apoio B é um mancal de encosto. 


Ba 


Resposta 


Equações de equilíbrio. Agora as reações em 4 e € po- 
dem ser determinadas pelas equações de equilíbrio (Figura 
12.42b). Mostre que 4 = 0, C, = 5My/4L cA, = M/4L. 


Observe pela Figura 12.42e que esse problema também pode 
ser resolvido em termos dos desvios tangenciais, . L- . 


tom E 
Dj | 


1 
ÍBjA = 2Ícia Problema 12.117 


12.118. Determine as reações nos apoios. ET é constante. 


12113. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B; a seguir, trace os diagramas de força cortante e momento 


fletor. EI é constante. Problema 12.118 
3 Mo 12.119. Determine o valor de a para o qual o momento po- 
Bé& sitivo máximo tem o mesmo valor que o momento negativo 
: máximo. ET é constante. 
. L | 
Problema 12.113 


12.114. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B; a seguir trace os diagramas de força cortante e momento 
fletor. ET é constante. 


p= L ] 


Problema 12.119 


Mo My 


FE É L 
ps 3 E : 
12.120. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
Problema 12.114 B; a seguir, trace os diagramas de força cortante e momento 


12.115. Determine as reações nos apoios. EI é constante. fletor. ET é constante. 


Problema 12.115 Problema 12.120 
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12.9 Vigas e eixos 
estaticamente 
indeterminados 
método da superposição 


O método da superposição foi usado anteriormente 
para resolver cargas redundantes em barras com cargas 
axiais e eixos com cargas de torção. Para aplicar esse 
método à solução de vigas (ou eixos) estaticamente in- 
determinadas, em primeiro lugar é necessário identifi- 
car as reações de apoios redundantes como explicado 
na Seção 12.6. Ao remover essas reações da viga, obte- 
mos a denominada viga primária, que é estaticamente 
determinada e estável e submetida somente a carga ex- 
terna. Se adicionarmos a essa viga uma sucessão de vigas 
apoiadas de maneira semelhante, cada qual carregada 
com uma reação redundante separada, pelo princípio da 
superposição, obtemos a viga carregada propriamente 
dita. Por fim, para resolver para as reações redundan- 
tes, temos de escrever as condições de compatibilidade 


[= 
Eos 
Dm 


(a) 


RE 
2 2 


(b) 


l B, 
Somente a reação redundante B, aplicada ” 


(c) 


Figura 12.43 


que existem nos apoios sobre os quais cada uma das 
reações redundantes age. Visto que as forças redun- 
dantes são determinadas diretamente dessa maneira, 
esse método de análise é às vezes denominado iméto- 
do da força. Uma vez obtidas as reações redundantes, 
as outras reações sobre a viga são determinadas pelas 
três equações de equilíbrio. 

Para esclarecer esses conceitos, considere a viga 
mostrada na Figura 12.43a. Se escolhermos a reação B, 
no rolete como a redundante, a viga primária é mostra- 
da na Figura 12.43b; a viga com a reação redundante 
B, agindo sobre ela é a mostrada na Figura 12.43c. O 
deslocamento no rolete tem de ser nulo e, uma vez que 
o deslocamento do ponto B sobre a viga primária é v,, 
e que B, provoca o deslocamento do ponto B a uma 
distância v', para cima, podemos escrever a equação 
de compatibilidade em B como 


0 = —vg + vB 


(+) 


Os deslocamentos v, e v', podem ser obtidos por 
meio de qualquer um dos métodos discutidos nas se- 
ções 12.2 a 12.5. Aquinós os obtivemos diretamente da 
tabela no Apêndice C. Temos 


BL 
3EI 


Sr EE 
48EI e 


vB 


Substituindo na equação de compatibilidade, obtemos 


SP BL 
0 
48EI | 3EI 
5 
B=P 


Agora que B, é conhecida, as reações na parede se- 
rão determinadas pelas três equações de equilíbrio apli- 
cadas à viga inteira (Figura 12.43d). Os resultados são 


11 
A=0 A=DP 
É 16 
3 
M, = DPL 
4º 46 


Como afirmamos na Seção 12.6, a escolha da rea- 
ção redundante é arbitrária, desde que a viga primá- 
ria permaneça estável. Por exemplo, o momento em A 
para a viga na Figura 12.44a também pode ser escolhido 
como a reação redundante. Nesse caso, a capacidade da 
viga de resistir a M, é removida e, portanto, a viga pti- 
mária passa a ser uma viga apoiada no pino em A (Figu- 
ra 12.44b). Além disso, a reação redundante em A age 


Viga verdadeira 


| 
E IB 
e E da 
L 8a L e 
2 | 2 | 
Componente redundante M, removida 
Ma E 
(O 4 FER =] B 


Somente a componente redundante M , aplicada 


Figura 12.44 


sozinha sobre essa viga (Figura 12.44c). Designando-se 
a inclinação em 4 provocada pela carga P por 0, e in- 
clinação em A provocada pela reação redundante M, 
por 9',, a equação de compatibilidade para a inclinação 
em 4 exige 


(7+) (0) = 04 E O 04 


Usando novamente a tabela no Apêndice C, temos 


er Lº e 04 = ss 
4º 16EI 4 3EI 
Logo, 
PL? MaL 
0 = E 
16EI | 3EI 
3 
M,=->PL 
A 16 


Esse é o mesmo resultado calculado anteriormente. 
Aqui o sinal negativo para M, significa simplesmente 
que M, age no sentido contrário da direção mostrada 
na Figura 12.44c. 

Outro exemplo que ilustra esse método é dado 
na Figura 12.45a, Nesse caso, a viga é indeterminada 
de segundo grau e, portanto, serão necessárias duas 
equações de compatibilidade para a solução. Esco- 
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lheremos as forças nos apoios de rolete B e € como 
redundantes. A viga primária (estaticamente deter- 
minada) deforma-se como mostra a Figura 12.45b 
quando as forças redundantes são removidas. Cada 
força redundante deforma essa viga como mostram 
as figuras 12.45c e 12.45d, respectivamente. Por su- 
perposição, as equações de compatibilidade para os 
deslocamentos em Be C são 


(4) 0 =vp+vb+ vs 


(+ 1) 0) = Vc + vc + ve (12.22) 


Aqui as componentes do deslocamento v; e v.. 
serão expressas em termos da incógnita B,,e as com- 
ponentes v”, e v.., em termos da incógnita C.. Quan- 
do esses deslocamentos são determinados e substi- 
tuídos na Equação 12.22, essas equações podem ser 
resolvidas simultaneamente para as duas incógnitas 
Be C.. 

Os seguintes exemplos ilustram a aplicação desse 
procedimento. Por questão de concisão, todos os des- 
locamentos e inclinações foram determinados usando 
a tabela no Apêndice €. 


O) 45 


P, 
By c D 
(b) +— f E 
vo Ve 
Reações redundantes B, e €, removidas 
+ 
B, 
BY ê D 
(o) f ã 
vB ve 
Aplicada somente a reação redundante B, 
+ 
C, 
B cy D 
(d) Da T 5 
vs VE 


Aplicada somente a reação redundante €, 


Figura 12.45 
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O seguinte procedimento fornece um meio para aplicar o método da superposição (ou o método da força) para 
determinar as reações em vigas ou eixos estaticamente indeterminados. 


Linha elástica 


e Especifique as forças ou momentos redundantes desconhecidos que devem ser removidos da viga para que.ela fique 
estaticamente determinada e estável. 

* Utilizando o princípio da super posição, desenhe a viga estaticamente indeterminada e represente-a como uma segu: 
ência de vigas estaticamente determinadas correspondentes. 

e À primeira dessas vigas, a primária, suporta as mesmas cargas externas que a estaticamente indeterminada, e cada 
Uma das outras vigas “adicionadas” à primária mostra aquela carregada com uma força ou momento redundante 
separado. 

* Faça um rascunho da curva de deflexão para cada viga e indique simbolicamente o deslocamento ou inclinação no 
ponto de cada força ou momento redundante. 


Equações de compatibilidade 

e Escreva uma: equação de compatibilidade para o deslocamento ou inclinação em cada ponto onde há uma força 
redundante ou momento. 

e Determine todos os deslocamentos. ou inclinações utilizando um método adequado como explicado nas seções 12.2 
al2s. 

* Substitua os resultados nas equações de compatibilidade e resolva para as reações redundantes desconhecidas. 

e Se um valor numérico para uma reação redundante for positivo, ela terá o mesmo sentido de direção previsto ori- 
ginalmente. De maneira semelhante, um valor numérico negativo indica que a reação redundante ape em direção 
oposta ao sentido de direção previsto. 


Equações de equilíbrio 
e Uma vez determinadas as forças. e/ou momentos redundantes, as reações desconhecidas restantes podem'ser deter- 
minadas pelas equações de equilíbrio aplicadas aos carregamentos mostrados nó diagrama de corpo livre da viga: 


SOLUÇÃO 


Princípio da superposição. Por inspeção, a viga é estati- 
camente indeterminada de primeiro grau. O apoio de rolete 
em B será escolhido como a reação redundante, portanto 
B, será determinada diretamente. As figuras 12.46b e 12.46 
mostram a aplicação do princípio da superposição. Aqui con- 
sideramos que B, age para cima na viga. 


Determine as reações no apoio de rolete B da viga mos- 
trada na Figura 12.46a etrace os diagramas de força cortan- 
te e momento fletor. El é constante. 


8 kN 
ET FHTA y r Ê DR V y y y ENA Equação de compatibilidade. Considerando o deslocamen- 
(a) Ú to positivo para baixo, a equação de compatibilidade em B é 
| 3m ai + 1) D= dp — (1) 
Viga verdadeira 
H 16,75 kN h 
DOE VEEEEAAEA CESEERE TO 
0 EEE ERES 
15m 6 kN/m 
, [== ES. cost 
Es | VIVI TEVIVYVY 11,25 kN 1,5m 1,5m ass 
o Esiée Ê RR Ri Toa 
É ras V(KN 
3m -"B E (kN) 
Reação redundante B, removida 16,75 17,75 (m) 
dm x(m 
—0,25 -9,25 
E B (e) M(kNm) 
> 125 
] já : 
O fm 3 Rae = um 
] o 1,5 
| 3m B, -11,25 


Somente a reação redundante B,, aplicada 


Figura 12.46 


Esses deslocamentos podem ser obtidos diretamente da ta- 
belano Apêndice C. 


SPL? 
48EI 


wL* 


ea 


= 6kN/m-(Jm) 


+ SBKNJS mP | 8325kNm” 
SEI 


4 
48EI EI 


ii rio O m)  (Omô)B, 
B 3EI 3EI EI 


Substituindo na Equação 1 e resolvendo, obtemos 
- 8325 9B, 
EI EI 
y = 9,25 kN 


0 


Resposta 


Equações de equilíbrio. Utilizando esse resultado e apli- 
cando as três equações de equilíbrio, obtemos os resultados 
mostrados no diagrama de corpo livre da viga na Figura 
12.46d. Os diagramas de força cortante e momento fletor são 
mostrados na Figura 12.46€. 


Determine as reações na viga mostrada na Figura 12.47a. 
Devido à carga e à má construção, o apoio de rolete em B 
cede 12 mm. Considere E = 200 GPa e 1 = 80(10)mm'. 


SOLUÇÃO 


Princípio da superposição. Por inspeção, a viga é inde- 
terminada de primeiro grau. O apoio de rolete em B será 
escolhido como a reação redundante. O princípio da super- 
posição é mostrado nas figuras 12.47b e 12.47c. Aqui consi- 
deramos que B, age para cima na viga. 


Equação de compatibilidade. Com referência ao ponto 
B, utilizando unidades métricas, exige-se que 


(+) 


0,012m = va — vB 


(1) 
Utilizando a Tabela no Apêndice C,os deslocamentos são 


SwL*  S(24kN/m)(8m)*  640kN:m? 


768EI TO8EI EI ) 


vB — 


E PL? =” BB m)2 ao 10,67 mê B, 1 
48EI 48EI EI 


F 


vB 


Assim, a Equação 1 torna-se 
0,012E1 = 640 — 10,67B, 


Expressando E e 1 nas unidades kN/m? e mº,respectivamen- 
te, temos 
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24 kN/m 
(a) A 
I—dm—— 4m— 
Viga verdadeira 
II 
24kN/m 
(b) A e q 
pos gq q +| 
Reação redundante B, removida 
A, 42,0 EN C, 
Figura 12.47 
0,012(200) (10º) [80(107*)] = 640 — 10,67B, 
B, = 420kN 1 Resposta 


Equações de equilíbrio. Aplicando esse resultado à viga 
(Figura 12.47d), podemos calcular as reações em A e C utili- 
zando as equações de equilíbrio. Obtemos 


+4 2M,=0; —96 kN(2m) + 42,0kN(4m) + Cy(8 m) 
C, = 3,00 kN | Resposta 
+15ZF,=0; A, — 96 kN + 42,0kN + 3,00kN = 0 


A, = 51 kN f Resposta 


A viga na Figura 12.482 está engastada na parede 
em A e acoplada por um pino a uma haste de 12 mm de 
diâmetro BC. Se E = 210 GPa para ambos os elemen- 
tos estruturais, determine a força desenvolvida na haste 
devido à carga. O momento de inércia da viga em torno 
de seu eixo neutro é 1 = 186 x 10º mm. 
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Viga e haste verdadeiras 


(a) 


Viga e haste verdadeiras 


(d) (e) 


Reação Fac redundante removida 


Reação redundante F,,. removida 


Somente a reação Fac redundante aplicada 


(b) (c) 


Somente a reação redundante Fpç aplicada 


(b) 


Figura 12.48 


SOLUÇÃO | 


Princípio da superposição. Por inspeção, esse problema 
é indeterminado de primeiro grau. Aqui B sofrerá um des- 
locamento desconhecido v;, visto que a haste será esticada. 
A haste será tratada como redundante e, por consequência, 
sua força é removida da viga em B (Figura 12.48b), e então 
reaplicada (Figura 12.48c). 


Equação de compatibilidade. No ponto B, exige-se 


(+ d) 


vB = Vp — UB (1) 


Os deslocamentos v, e v, são determinados pela tabela no 
Apêndice C. v, é calculado pela Equação 4.2. Trabalhando 
em Newtons e milímetros, temos 


Fac(3 m/(10º mm/m) 
(m/4)X12 mm)*[(210)(10*) N/mm?] 


pgs RES sd 
ºC CAE 


vi = 1260 E 


SP 5(40 kNJ(10* N/kNJ(4 m) (10º mmy/m)P 
48EI 48[(210)(10º) N/mm? ]186(10º) mm 


o:) 


vp = 6,83 mm y 


SPL O Fool mO mymf 
3EI  a(g1010?) N/mm? |86(10º) mm 


, 


VB 


v5 = 1,067 x 102 Fac 1 
Assim, a Equação 1 torna-se 


(+) 1,26 x 10"! Fac = 6,83 — 1,067 x 102 Fac 


Fac = 5,125(10?) N = 5,725 kN Resposta 


SOLUÇÃO II 


Princípio da superposição. Também podemos resolver 
esse problema removendo o apoio do pino em C e mantendo 
a haste acoplada à viga. Nesse caso, a carga de 40 kN deslo- 
cará os pontos Be C à mesma distância v,. para baixo (Figu- 
ra 12.48e), visto que não existe nenhuma força na haste BC. 
Quando a força redundante F,,. é aplicada no ponto C, provo- 
ca o deslocamento v, da extremidade C da haste para cima e o 
deslocamento v, da extremidade B da viga para cima (Figura 
12.48f). A diferença entre esses dois deslocamentos, vp, "e 
presenta o alongamento da haste devido a F,., de modo que 
v.= Vpc + vp. Por consequência, pelas figuras 12.48d, 12.48€e e 
12.48f, a compatibilidade de deslocamento no ponto C é 


0= vc — (vBc + vB) (1) 


(+ 1) 


Pela Solução 1, temos 


vc = vp = 6,83 mm y 
vpc = vB = 1,26 x 10“mm 


va = 1,067 x 10? Fac | 


Portanto, a Equação 2 torna-se 


(+)  0=683-(126x10*Fac + 1,067 X 10) Fac) 


Fac 5.125 N =5,725kN Resposta 


Determine o momento em B para a viga mostrada na Figu- 
ra 12.49a. ET é constante. Despreze os efeitos da carga axial. 


SOLUÇÃO 


Princípio da superposição. Visto que a carga axial sobre 
a viga é desprezada, haverá uma força vertical e um momen- 
to em 4 e B. Aqui há somente duas equações de equilíbrio 
disponíveis (LM = 0, LF, = 0) e, portanto, o problema é 


9 kN/'m 


(a) A 


2m je 2m 


Viga verdadeira 


a fo 
B [Op 


Reações redundantes M , e B, removidas 


== À 


Somente a reação redundante B, aplicada 


Somente a reação redundante B, aplicada 


Figura 12.49 
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indeterminado de segundo grau. Consideraremos que B, e 
M, são reações redundantes de modo que, pelo princípio da 
superposição, a viga é representada como em balanço, carre- 
gada separadamente pela carga distribuída e reações B, eM, 
(figuras 12.49b, 12.49c e 12.49d). 


Equações de compatibilidade. Com referência ao deslo- 
camento e à inclinação em B, exige-se 


(7+) 0=0,+0p+ 0 (1) 


(+) O=v+va+ o (2) 


Utilizando a tabela no Apêndice C para calcular as inclina- 
ções e deslocamentos, temos 


o. = WI! 9kNfm(4m” 12 
B 48EI 48EI EI 


) 


a TI! U9kN/mí4m 42 
B 384EI 384EI EI 


, 


P2  B(4m) 8B, 
2EL 2E El 


, 


0B = 


3 
PÉ BlAm 21338, 


E ay 
ºB É 3EI 3EI EI 
qu — ML My(am) AM, j 
BEI EI EI 
2 Ma(l4m 8M 
vg = HE OC 


2EI 2EI EI 


Substituindo esses valores nas equações 1 e 2 e cancelando o 
fator comum EI, obtemos 


(1+) 0=12+8B, + 4Mp 
(+)) 0=42+21,33B, + 8Mp 


Resolvendo essas equações simultaneamente, temos 


B, = -3,375kN 


Mp = 3,75 kN-m Resposta 
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12.121. Determine as reações nos apoios A e B.ET é constante. 


- L + 
Problema 12.121 


12.122. Determine as reações nos apoios de mancal 4, B 
e C do eixo; a seguir, trace os diagramas de força cortante e 
momento fletor. EI é constante. Cada mancal exerce somen- 
te reações verticais sobre o eixo. 


400 N 


Problema 12.122 


12123. A vigaea haste de aço A-36 são usadas para su- 
portar a carga de 40 kN. Se for exigido que a tensão normal 
admissível para o aço seja o, = 125 MPa e a deflexão máxi- 
ma não ultrapasse 1,25 mm, determine o menor diâmetro da 
haste a ser usado. A viga é retangular, com 125 mm de altura 
e 75 mm de espessura. 


B 


pedida 


40 kN 
Problema 12.123 
“12.124. Determine as reações nos apoios 4,B e C;a seguir, 


trace os diagramas de força cortante e momento fletor. El é 
constante. 


Problema 12.124 


12.125. Determine as reações no apoio C. EI é constante 
para ambas as vigas. 


Problema 12.125 


12.126. Determine as reações em A e B. Considere que o apoio 
em A exerce somente um momento sobre a viga. El é constante. 


P 
= E En SD B 
L L º 
2 2 
Problema 12.126 


12.127. Determine as reações nos apoios A e B. El é 
constante. 


Problema 12.127 


“12.128. Cada um dos dois elementos estruturais é feito 
de alumínio 6061-T6 e tem seção transversal quadrada de 
25 mm x 25 mm. Suas extremidades estão engastadas por 
pino, e um macaco é colocado entre eles e aberto até que a 
força que ele exerce em cada elemento estrutural seja igual a 
2,5 kN. Determine a maior força P que pode ser aplicada ao 
centro do elemento estrutural superior sem provocar escoa- 
mento em nenhum dos dois elementos. Para a análise, des- 
preze a força axial em cada elemento estrutural. Considere 
que o macaco é rígido. 


2m 


Problema 12.128 


12.129. Determine as reações nos apoios e trace os dia- 
gramas de força cortante e momento fletor. EI é cons- 
tante. 


Problema 12.129 


12.130. A viga é suportada por um pino em 4, uma mola 
com rigidez k em B e um rolete em C. Determine a força que 
a mola exerce sobre a viga. El é constante. 


W 


AUroooo 


| L E Ê 


Problema 12.130 


12.131. A viga AB tem momento de inércia 1 = 200(10º) 
mm e suas extremidades repousam sobre apoios lisos. Uma 
haste CD de 18 mm de diâmetro está soldada ao centro da 
viga e ao apoio fixo em D. Se a temperatura da haste dimi- 
nuir 80ºC, determine a força desenvolvida na haste. A viga e 
a haste são feitas de aço A-36. 


Problema 12.131 
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“12.132. Determine a deflexão na extremidade B da tira de 
aço A-36. A rigidez da mola é k = 2 N/mm. 


- 200 mm a 


Problema 12.132 


12.133. A viga é feita de um material elástico macio com ET 
constante. Se ela estiver originalmente à distância À da su- 
perfície do apoio de sua extremidade, determine a distância 
a à qual a extremidade da viga repousará sobre esse apoio 
quando for submetida à carga uniforme w,, que é grande o 
suficiente para que isso aconteça. 


Problema 12.133 


12.134. A estrutura em caixão é submetida a uma carga uni- 
formemente distribuída w ao longo de cada um de seus lados. 
Determine o momento desenvolvido em cada canto. Despre- 
ze a deflexão provocada pela carga axial. El é constante. 


Problema 12.134 
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A: curva da linha elástica representa a deflexão na linha 
central de uma viga-ou eixo. Sua forma pode ser determi- 
nada por meio do diagrama de momento. Os momentos 
positivos resultam em uma linha elástica côncava para 
cima é os negativos em uma linha elástica côncava para 
baixo. O raio de curvatura em qualquer ponto é determi- 
nado por 


“A 


Diagrama de momento 


Ponto de inflexão 


N 


Curva da linha elástica 


=: 


A equação da linha elástica e sua inclinação podem ser 
obtidas determinando-se, em primeiro lugar, o momen- 
to interno no elemento em função de x. Se várias cargas 
agirem sobre o elemento estrutural, deve-se determinar 
funções de: momento separadas entre cada uma das car- 
gas. Integrando essas funções uma vez utilizando El(d*vl 
dx?) ='M(x), obtemos a equação para a inclinação da linha 
elástica, e integrando novamente, obtemos a equação para a 
deflexão. As constantes de integração são determinadas pe- 
lascondições de contorno nos apoios ou, em casos nos quais 
estão envolvidas várias fUnções de momento, a continuidade 
de inclinação e deflexão nos pontos onde essas funções se 
'unem deve ser satisfeitas.. 


Fiinções de descontinuidade permitem expressar a equa- 
ção da linha elástica como uma função contínua, indepen- 
dentemente do número.de cargas sobre.o elemento estru- 
tural, Esse método elimina a necessidade de se usarem as 
condições: de continuidade, visto que as duas constantes 
de integração podem ser determinadas exclusivamente 
pelas duas condições de contorno. 


O método dos momentos de área é uma técnica parcial- 
mente-gráfica para determinar a inclinação de tangentes 
ou o desvio vertical de tangentes em pontos específicos 
sobre a linha elástica: Requer determinar segmentos de 
área sob o diagrama M/EI,ou o momento desses segmen- 
tos em torno de. pontos sobre a linha elástica. O método 
funciona bem para diagramas M[EI compostos por formas 
simples, tais como. os produzidos por forças concentradas 
é momentos conjugados. 


B|z 


A deflexão ou-inclinação em um ponto sobre um elemento 
estrutural'submetido à uma combinação de cargas pode ser 
determinada por-meio do método da superposição. A tabe- 
la'no-final do livro está disponível para essa finalidade. 
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Vigas e eixos estaticamente indeterminados têm mais 
reações de apoios desconhecidas do que as equações 
de equilíbrio disponíveis. Para resolvê-las, em primeiro. 
lugar identificamos as reações redundantes. Então, po- 
demos usar o método da integração ou os teoremas dos 
momentos de área para resolver às reações redundantes 
desconhecidas. Também é possível determinar as rea- 
ções redundantes utilizando o método da superposição, 
no qual consideramos as condições de continuidade na 
reação redundante. Nesse caso, o deslocamento devido à 
carga externa é determinado com a reação redundante 
removida e, novamente, com a reação redundante apli- 
cada e à carga externa removida. As tabelas no final do 
livro podem ser usadas para determinar esses desloca- 
mentos necessários. 


12.135. Determine a equação da curva da linha elástica 
para a viga. Especifique a inclinação e o deslocamento em 
A. ET é constante. 


Wo 


L 


Problema 12.135 


“12.136. A viga de madeira está sujeita à carga mostrada na 
figura. Considere que o apoio em A é um pino e em B, um 
rolete. Determine a inclinação em A e o deslocamento em €. 
Use o teorema dos momentos de área. EI é constante. 


2a a 


Problema 12.136 


12.137. Determine a deflexão máxima entre os apoios 4 e 
B. El é constante. Use o método da integração. 


FEso 
ds 


Problema 12.137 


12.138. Se os mancais em 4 e B exercerem somente reações 
verticais sobre o eixo, determine a inclinação em B e a deflexão 
em C. ET é constante, Use os teoremas dos momentos de área. 


Pp 


Problema 12.138 


12.139. A viga com perfil W200 x 36 simplesmente apoiada 
é submetida à carga mostrada na figura. Utilizando o método 
da superposição, determine a deflexão em seu centro C. A 
viga é feita de aço A-36. 


100 kN/m 


guimo 


E C 
k 24m | 24m —— 


Problema 12.139 


7,5 kN-m 


“12.140. O eixo é sustentado por um mancal em A, que exer- 
ce somente reações verticais sobre o eixo, e por um mancal de 
encosto em B, que exerce reações horizontais e verticais sobre 
o eixo. Trace o diagrama de momento fletor para o eixo e, por 
esse diagrama, faça o rascunho da deflexão ou da linha elástica 
para a linha central do eixo. Determine as equações da curva da 
linha elástica utilizando as coordenadas x, e x,. ET é constante. 


400 N 


É Minas e 


Problema 12.140 
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12.141. O aro do volante tem espessura f, largura b e peso 
específico y. Se estiver girando a uma taxa constante w, de- 
termine o momento máximo desenvolvido no aro. Considere 
que os raios não se deformam. Dica: Devido à simetria da 
carga, a inclinação do aro em cada raio é nula. Considere 
que o raio é suficientemente grande para que o segmento 
AB possa ser considerado como uma viga reta engastada em 
ambas as extremidades e carregada com uma força centrífu- 
ga uniforme por unidade de comprimento. Mostre que essa 
força é w = btyw?rlg. 


Problema 12.141 


12.142. Determine as reações ao momento nos apoios 4 e 
B. Use o método da integração. El é constante. 


Problema 12.142 


12.143. Utilizando o método da superposição, determine o 
valor de M, em termos da carga distribuída w e da dimensão 
a, de modo que a deflexão no centro da viga seja nula. ET é 
constante. 


Problema 12.143 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo, discutiremos o comportamento de colunas e indicaremos alguns dos métodos usados para 
seu projeto. O capítulo começa com uma discussão geral sobre a flambagem, seguida pela determinação da 


carga axial necessária para provocá-la em uma coluna ideal. Em seguida, faremos uma análise mais realista, 


que considera qualquer flexão na coluna. Além disso, a flambagem inelástica de uma coluna é apresentada 
como um tópico especial. No final do capítulo, discutiremos alguns dos métodos usados para projetar colu- 


nas com cargas concêntricas e excêntricas feitas de materiais comuns na engenharia. 


13.1 


Sempre que se projeta um elemento estrutural, é 
necessário que ele satisfaça requisitos específicos de 
resistência, deflexão e estabilidade. Nos capítulos an- 
teriores discutimos alguns dos métodos usados para 
determinar a resistência e a deflexão de um elemento 
estrutural, considerando-o sempre em equilíbrio está- 
vel. Todavia, alguns elementos estruturais podem estar 
sujeitos a cargas de compressão e, se forem compridos 
e esbeltos, a carga poderá ser grande o suficiente para 
provocar uma deflexão ou uma oscilação lateral. Mais 
especificamente, elementos estruturais compridos e 
esbeltos sujeitos a uma força de compressão axial são 
denominados colunas, e a deflexão lateral que ocor- 
re é denominada Haimbagem. Com muita frequência a 
flambagem de uma coluna pode resultar em uma falha 
repentina e dramática de uma estrutura ou mecanismo 
e, por isso, é preciso dedicar especial atenção ao proje- 
to de colunas para que estas possam suportar com se- 
gurança as cargas pretendidas sem sofrer flambagem. 
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Figura 13.1 


A carga axial máxima que uma coluna pode supor- 
tar quando está na iminência de sofrer flambagem é 
denominada carga crítica, P. (Figura 13.1a). Qual- 
quer carga adicional provocará flambagem na coluna 
e, portanto, deflexão lateral, como mostra a Figura 
13.1b. Para entender melhor a natureza dessa instabi- 
lidade, considere um mecanismo composto por duas 
barras sem peso, rígidas e conectadas por pinos nas ex- 
tremidades (Figura 13.2a). Quando as barras estão na 
posição vertical, a mola, de rigidez k, não está esticada 
e uma pequena força vertical P é aplicada ao topo de 
uma delas. Podemos perturbar essa posição de equi- 
líbrio deslocando o pino em A até uma pequena dis- 
tância À (Figura 13.2b). Como mostra o diagrama de 
corpo livre do pino, quando as barras são deslocadas 
(Figura 13.2c), a mola produz uma força de recupera- 
ção F = KA, enquanto a carga aplicada P desenvolve 
duas componentes horizontais, Px = P tg 0, que ten- 
dem a empurrar o pino (e as barras) ainda mais para 
fora da posição de equilíbrio. Visto que O é pequeno, 
A = 6(L/2) e tg O = 0. Assim, a força de restauração 
da mola torna-se F = k6L/2, e a força perturbadora 
2P = 2P8, 

Se a força de restauração for maior que a força per- 
turbadora, isto é, k0L/2 > 2P6, e observando que 0 é 
cancelado, poderemos resolver P, o que dá 


ea 


4 equilíbrio estável 


Essa é uma condição para equilíbrio estável, visto 
que a força desenvolvida pela mola seria adequada 
para devolver as barras a suas respectivas posições 
verticais. Por outro lado, se k0L/2 < 2P6 ,ou 


kL pp 
P> El equilíbrio instável 
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Figura 13.2 


nesse caso, o mecanismo estaria em equilíbrio instá- 
vel. Em outras palavras, se essa carga P for aplicada 
e ocorrer um leve deslocamento em 4, o mecanismo 
tenderá a sair do equilíbrio e não retornar a sua posi- 
ção original, 

O valor intermediário de P, definido pelo requisito 
ko6L/2 = 2P0, é a carga crítica. Aqui, 


SE equilíbrio neutro 


Essa carga representa um caso de mecanismo que 
está em equilíbrio neutro. Como P, é independente do 
(pequeno) deslocamento 6 das barras, qualquer leve 
perturbação aplicada ao mecanismo não fará com que 
ele se afaste mais do equilíbrio, nem que retorne a sua 
posição original. Em vez disso, as barras permanecerão 
na posição defletida. 

Esses três estados de equilíbrio são representados 
graficamente na Figura 13.3. O ponto de transição 
onde a carga é igual ao valor crítico P = P é denomi- 
nado ponto de bifurcação. Nesse ponto o mecanismo 
estará em equilíbrio para qualquer valor pequeno de 6 
medido para a direita ou para a esquerda da vertical. 
Em termos físicos, P. representa a carga sob a qual 
o mecanismo está na iminência de sofrer flambagem. 
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Figura 13.3 


É bastante válido determinar esse valor considerando 
pequenos deslocamentos como fizemos aqui; contudo, 
é preciso entender que P pode não ser o maior va- 
lor de P que o mecanismo pode suportar. De fato, se 
uma carga maior for colocada nas barras, pode ser que 
o mecanismo tenha de sofrer uma deflexão adicional 
antes que a mola seja comprimida ou alongada o sufi- 
ciente para manter o mecanismo em equilíbrio. 

Assim como ocorre com o mecanismo de duas bar- 
ras que acabamos de discutir, podemos obter as car- 
gas de flambagem críticas para colunas suportadas de 
vários modos, e o método usado para fazer isso será 
explicado na próxima seção. Embora no projeto de en- 
genharia a carga crítica possa ser considerada como a 
maior carga que a coluna pode suportar, entenda que, 
assim como no mecanismo de duas barras, se uma co- 
luna estiver em posição fletida ou flambada, ela poderá 
suportar uma carga maior ainda do que P, . Entretanto, 
infelizmente, essa carga pode exigir que a coluna sofra 
uma grande deflexão que, em geral, não é tolerada em 
estruturas de engenharia ou máquinas. Por exemplo, 
pode ser que apenas alguns newtons de força bastem 
para provocar flambagem em uma barra de medição, 
mas a carga adicional que ela pode suportar só pode 
ser aplicada após ela ter sofrido uma deflexão lateral 
relativamente grande. 


13.2 Coluna ideal com apoios 
de pinos 


Nesta seção, determinaremos a carga crítica de 
flambagem para uma coluna suportada por pinos, 
como mostra a Figura 13.4a. A coluna a ser conside- 
rada é uma coluna ideal, o que significa uma coluna 
perfeitamente reta antes da carga, feita de material 
homogêneo e na qual a carga é aplicada no centroide 
da seção transversal. Consideramos ainda que o mate- 
rial comporta-se de uma maneira linear elástica e que 


(a) (b) (c) 
Figura 13.4 


a coluna sofre flambagem ou flexão em um único pla- 
no. Na realidade, as condições de perfeita retidão da 
coluna e aplicação de carga nunca são cumpridas; to- 
davia, a análise a ser realizada em uma “coluna ideal” é 
semelhante à usada para analisar colunas inicialmente 
fletidas (tortas) ou sobre as quais são aplicadas cargas 
excêntricas. Esses casos mais realistas serão discutidos 
mais adiante neste capítulo. 

Visto que uma coluna ideal é reta, teoricamente a 
carga axial P poderia ser aumentada até ocorrer fa- 
lha por ruptura ou escoamento do material. Contudo, 
quando a carga crítica P, é atingida, a coluna está na 
iminência de tornar-se instável, de modo que uma pe- 
quena força lateral F (Figura 13.4b), fará com que ela 
permaneça na posição defletida quando F'for removida 
(Figura 13.4c). Qualquer ligeira redução na carga axial 
P em relação a P, fará com que a coluna endireite-se, 
e qualquer ligeiro aumento em P, que ultrapasse P,., 
provocará aumentos adicionais na deflexão lateral. 

O fato de a coluna continuar estável ou tornar-se 
instável quando sujeita a uma carga axial dependerá de 
sua capacidade de restauração, que é baseada em sua 
resistência à flexão. Por consequência, para determinar 
a carga crítica e a forma da coluna quando flambada, 
aplicaremos a Equação 12.10 que relaciona o momento 
interno na coluna com sua forma defletida, isto é, 

2 
EI Ea M 


dx”? 


(13.1) 


Lembre-se de que essa equação considera que a 
inclinação da curva elástica seja pequena” e que as de- 
flexões ocorrem somente por flexão. Quando a coluna 
está em posição defletida (Figura 13.5a), o momento 
fletor interno pode ser determinado pelo método das 


+ 


Se tivermos de considerar grandes deflexões, deveremos usar a 
equação diferencial 12.4,E1(d'vldx)M1 + (dvldx)P? = M, que é 
mais precisa. 
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n=1 (c) 


Figura 13.5 


seções. O diagrama de corpo livre de um segmento na 
posição defletida é mostrado na Figura 13.5b. Aqui, 
tanto a deflexão v quanto o momento interno M são 
mostrados na direção positiva, de acordo com a con- 
venção de sinal usada para estabelecer a Equação 13.1. 
Somando momentos, o momento interno é M = —Pv. 
Assim, a Equação 13.1 torna-se 


(13.2) 
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Essa é uma equação diferencial linear homogênea de 
segunda ordem com coeficientes constantes. Podemos 
mostrar, pelo método das equações diferenciais ou 
por substituição direta na Equação 13.2, que a solu- 
ção geral é 


v=C sen( 14) + Cs cos( (572) (13.3) 


As duas constantes de integração são determina- 
das pelas condições de contorno nas extremidades da 
coluna. Visto que v = 0 em x = 0, então C, — 0. E, 
considerando v = Oem x = L, 


P 
D—L|=0 
EI ) 
Essa equação é satisfeita se C, = 0; porém, v = 0,0 
que é uma solução trivial que exige que a coluna per- 


maneça sempre reta, ainda que a carga faça com que a 
coluna torne-se instável. A outra possibilidade é 


Ci sen( 


P 
—L|]=0 
sen( EI ) 
que é satisfeita se 
EI” = nT 
ou 
o D 
EI 
p=" n=1,2,3,.. (13.4) 
L 
O menor valor de P é obtido quando n = 1, de 


modo que a carga crítica para a coluna é, portanto, 


EI 
cr L 
Essa carga às vezes é denominada carga de Eu- 
ler, nome que se deve ao matemático suíço Leonhard 
Euler que foi o primeiro a resolver esse problema em 
1757. A forma flambada correspondente é definida 
pela equação 


TA 
v=C,sen— 
L 


Nessa expressão, a constante C, representa a defle- 
xão máxima v ., que ocorre no ponto médio da coluna 
(Figura 13.5c.) Não é possível obter valores específicos 
para €,, uma vez que a forma defletida exata da coluna 


é desconhecida após a flambagem. Porém, considera- 
mos que essa deflexão seja pequena. 

Entenda que n na Equação 13.4 representa o núme- 
ro de ondas na forma defletida da coluna. Por exemplo, 
se n = 2, então, pelas equações 13.3 e 13,4, aparecerão 
duas ondas na forma flambada (Figura 13.5c), e a co- 
luna suportará uma carga crítica de 4P  imediatamen- 
te antes da flambagem. Visto que esse valor é quatro 
vezes a carga crítica e a forma defletida é instável, na 
prática, essa forma de flambagem não existirá. 

Como ocorreu com o mecanismo de duas barras 
discutido na Seção 13.1, podemos representar as ca- 
racterísticas da deflexão provocada por uma carga na 
coluna ideal pelo gráfico mostrado na Figura 13.6. O 
ponto de bifurcação representa o estado de equilíbrio 
neutro, ponto em que a carga crítica age sobre a colu- 
na. Aqui, a coluna está na iminência da flambagem. 

Devemos observar que a carga crítica é indepen- 
dente da resistência do material; mais exatamente, ela 
depende somente das dimensões da coluna (7 e L) 
e da rigidez ou do módulo de elasticidade do mate- 
rial, E. Por essa razão, no que diz respeito à flamba- 
gem elástica, colunas feitas, por exemplo, de aço de 
alta resistência, não oferecem nenhuma vantagem 
em relação às feitas de aço de resistência mais baixa, 
uma vez que o módulo de elasticidade para ambos 
os materiais é aproximadamente o mesmo. Observe 
também que a capacidade de carga de uma coluna 
aumentará à medida que o momento de inércia da 
seção transversal aumentar. Assim, colunas eficientes 
são projetadas de modo que a maior parte da área da 
seção transversal da coluna esteja localizada o mais 
longe possível dos eixos principais do centroide da 
seção. É por isso que as seções ocas como tubos são 
mais eficientes do que as maciças. Além do mais, as 
seções de abas largas e colunas 'construídas” com per- 
fis em U, cantoneiras, placas etc. são melhores do que 
as maciças e retangulares. 


P 
Equilíbrio 
instável 
: pr SPOnIO de bifurcação 
Equilíbrio 1 | 
neutro : 
Equilíbrio EI 
estável i E L2 
É t E) 
9) 


Figura 13.6 


Figura 13.7 


Também é importante entender que uma coluna 
sofrerá flambagem em torno do eixo principal da seção 
transversal que tenha o menor momento de inércia (o 
eixo menos resistente). Por exemplo, uma coluna de 
seção transversal retangular, como uma barra de me- 
dição, mostrada na Figura 13.7, sofrerá flambagem em 
torno do eixo a-a e não do eixo b-b. O resultado é que 
os engenheiros normalmente tentam conseguir um 
equilíbrio mantendo os mesmos momentos de inércia 
em todas as direções. Então, em termos geométricos, 
tubos dariam excelentes colunas. Além disso, tubos 
quadrados ou formas para as quais 7, = 1, também 
constituem formas constantemente selecionadas para 
colunas. 

Resumindo a discussão, a equação da flambagem 
para uma coluna comprida e esbelta apoiada por pi- 
nos pode ser rescrita, é os termos definidos da seguinte 
maneira: 


MEI 
ni 


Pa (13.5) 


onde 


P..= carga crítica ou carga axial máxima na coluna 
imediatamente antes do início da flambagem. 
Essa carga não deve bastar para que a tensão na 
coluna exceda o limite de proporcionalidade 

E = módulo de elasticidade para o material 

1 = menor momento de inércia para a área da se- 
ção transversal da coluna 

L = comprimento da coluna sem apoio, cujas ex- 
tremidades estejam presas por pinos 


Para a finalidade de projeto, a Equação 13.5 
também pode ser escrita de uma forma mais útil, se 
expressarmos 1 = 4r?, onde A é a área da seção trans- 
versale r o raio de giração da área da seção transver- 
sal. Assim, 
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Nessa expressão, 


o, = tensão crítica, que é uma tensão média na co- 
luna imediatamente antes da flambagem. Essa 
é uma tensão elástica e, portanto, o, <0, 

E = módulo de elasticidade para o material 

L = comprimento da coluna sem apoio, cujas ex- 
tremidades estejam presas por pinos 

r = menor raio de giração da coluna, determina- 
do por r = V/A, onde 1 é o menor momento 
de inércia da área da seção transversal da 
coluna, A 


A relação geométrica L/r na Equação 13.6 é conhe- 
cida como índice de esbeltez. É uma medida da flexi- 
bilidade da coluna e, como discutiremos mais adiante, 
serve para classificar colunas como compridas, inter- 
mediárias ou curtas. 

É possível representar a Equação 13.6 em gráfico 
usando eixos que representam a tensão crítica em relação 
ao índice de esbeltez. Exemplos desse gráfico para colu- 
nas feitas de uma liga comum de aço estrutural e alumí- 
nio são mostrados na Figura 13.8. Observe que as curvas 
são hiperbólicas e válidas somente para tensões críticas 
abaixo do limite de escoamento do material (limite de 
proporcionalidade), visto que o material deve se compor- 
tar elasticamente. Para o aço, a tensão de escoamento 
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PONTOS IMPORTANTES 


eixo no a esse é indice tiver o maior yr valor. 


é (0 )o = 250 MPa E, = 200 GPaJ e, para o alumínio, é 
(0 )= = 190 MPa [E, =70 GPa].Substituindo o, = o, na 
Equação 13.6,0s menores índices de esbeltez aceitáveis 
para colunas de aço e de alumínio são, portanto, (L/r),, = 
89 e (L/r), = 60,5, respectivamente. Assim, para uma 
coluna de aço, se (L/r) ., = 89, a fórmula de Euler pode 
ser usada para determinar a carga de flambagem, visto 
que a tensão na coluna permanece elástica. Por outro 
lado, se (1/7), < 89, a tensão na coluna ultrapassará o 
limite de escoamento antes que possa ocorrer famba- 
gem e, portanto, a fórmula de Euler não é válida nesse 
caso. 


Um tubo de aço A-36 com 7,2 m de comprimento e a 
seção transversal mostrada na Figura 13.9 deve ser usado 
como uma coluna presa por pinos na extremidade. Deter- 
mine a carga axial admissível máxima que a coluna pode 
suportar sem sofrer flambagem. 


Pa 


72m 


Pa 
Figura 13.9 


SOLUÇÃO 


Usando a Equação 13.5 para obter a carga crítica com 
Eco = 200 GPa, 


MEI 
er — 2 
7º[200(10º) kN/m?K Lar(75)! — (70) XL m/1.000 mm 
(7,2 m)? 
= 228,2 kN Resposta 


Essa força cria uma tensão de compressão média na coluna de 


P 228,2 kN (1.000 N/kN) | 


Rea [7(15? — (707) mm? 


= 100,2 N/mm? = 100 MPa 


Visto que o, < o, = 250 MPa, a aplicação da equação de 
Euler é adequada. 


O elemento estrutural W200 x 46 de aço A-36 mostrado 
na Figura 13.10 deve ser usado como uma coluna acoplada 
por pinos. Determine a maior carga axial que ele pode su- 
portar antes de começar a sofrer flambagem ou antes que 
o aço escoe, 


y 


Figura 13.10 


SOLUÇÃO 


Pela tabela no Apêndice B, a área da seção transversal 
da coluna e os momentos de inércia são A = 5.890 mm”, 


1,=45,5x 10º mm' e A = 15,3 x 10º mm*. Por inspeção, ocor- 
rerá flambagem em torno do eixo y-y. Por quê? Aplicando a 
Equação 13.5, temos 


Er nº ppoo(10º) EN/m? Tas 3(10!) mm m/1.000 mm)! 
[is (4m)? 


Es 
= 1.8876kN 


Quando totalmente carregada, a tensão de compressão mé- 
dia na coluna é 


— Pr 1.887 6kN (1.000 N/kN) — 
“A 5.890 mm? 


320,5 N/mm? 


Visto que essa tensão ultrapassa a tensão de escoamento 
(250 N/mm?), a carga P é determinada por compressão simples: 


P 


250 N/mm? = -————.: 
5.890 mm” * 


P = 1.472,5 kN Resposta 


Na prática, um fator de segurança seria imposto a essa carga. 


13.3 Colunas com vários tipos 
de apoio 


Na Seção 13.2, deduzimos a carga de Euler para uma 
coluna com extremidades acopladas por pinos ou livres 
para girar. Todavia, muitas vezes as colunas podem ser 
apoiadas de algum outro modo. Por exemplo, considere 
o caso de uma coluna engastada na base e livre no topo 
(Figura 13.11a). A determinação da carga de flambagem 
nessa coluna segue o mesmo procedimento usado para 
a coluna presa por pinos. Pelo diagrama de corpo livre 
na Figura 13.11b, o momento interno na seção arbitrária 
é M = P(ô- v). Por consequência, a equação diferencial 
para a curva de deflexão é 

2 
EI a = P(60-v) 
dx 
dv. ccPo si 5 
E 


(13.7) 


Diferentemente da Equação 13.2, essa é não homo- 
gênea por causa do termo não nulo no lado direito. A 
solução consiste em uma solução complementar, bem 
como uma solução particular, a saber, 


P e 
v =C;sen (15) + O cos (572) + 8 


As constantes são determinadas pelas condições 
de contorno. Em x = 0, v = 0, de modo que C, = —ô. 
Além disso, 
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iu a cos( E C E (572) 
des CIMER ANCEIO NEI CAN EI 


Em x = 0, dv/dx = 0, de modo que C, = 0.A curva 
de deflexão é, portanto, 


eA-c((£o) 


Considerando que a deflexão no topo da coluna é 
ô, isto é emx = L,v = ô, exige-se 


ôcos( =!) = 0 
VEL) 


A solução trivial ô = O indica que não ocorre ne- 
nhuma flambagem, independentemente da carga P. 
Em vez disso, 


P P nm 
air) Es Es, a ALA 
cos( EI ) 0 ou L 


(13.8) 


A menor carga crítica ocorre quando n = 1, de 
modo que 


" 7 EI 
Per = 47? 


(13.9) 


Por comparação com a Equação 13.5, vemos que 
uma coluna engastada na base e livre no topo supor- 
tará apenas um quarto da carga crítica que pode ser 
aplicada a uma coluna apoiada por pinos em ambas as 
extremidades. 


Figura 13.11 
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Ny 


Uma extremidade engastada 


Extremidades presas por pinos 
K=l 
(a) 


e a outra livre 


Extremidades engastadas 


Extremidades engastadas e presas por pinos 


K=07 
(o) (d) 


Figura 13.12 


Outros tipos de coluna apoiada são analisadas de 
maneira muito semelhante e não as estudaremos deta- 
lhadamente aqui.” Em vez disso, tabularemos os resul- 
tados para os tipos mais comuns de apoio de coluna e 
mostraremos como aplicar esses resultados escreven- 
do a fórmula de Euler em uma forma geral. 


Comprimento efetivo. Como já dissemos, a 
fórmula de Euler (Equação 13.5) foi desenvolvida 
para o caso de uma coluna com extremidades presas 
por pinos ou livres para girar. Em outras palavras, L 
na equação representa a distância sem apoio entre os 
pontos de momento nulo. Se a coluna for apoiada de 
outros modos, então a fórmula de Euler poderá ser 
usada para determinar a carga crítica, desde que “Lº 
represente a distância entre pontos de momento nulo. 
Essa distância é denominada comprimento efetivo da 
coluna, L.. É óbvio que para uma coluna presa por 
pinos nas extremidades como mostra a Figura 13.12a, 
L, = L. No caso da coluna com uma extremidade en- 
gastada e a outra livre que já analisamos, constatou- 
se que a curva de deflexão é metade da curva para 
uma coluna acoplada por pinos com comprimento 2L 
(Figura 13.12b). Desse modo, o comprimento efetivo 
entre os pontos de momento nulo é L =2L.A Figura 
13.12 mostra também exemplos para duas outras co- 
lunas com apoios diferentes nas extremidades. Aquela 


* Veja os problemas 13.43, 13.44 e 13,45. 


presa nas extremidades (Figura 13.12c) tem pontos 
de inflexão ou pontos de momento nulo à distância 
L/4 de cada apoio. Portanto, o comprimento efetivo 
é representado pela metade central de seu compri- 
mento, isto é, L, = 0,5L. Por fim, a coluna com uma 
extremidade presa por pino e a outra engastada (Fi- 
gura 13.12d) tem um ponto de inflexão a aproxima- 
damente 0,7L de sua extremidade presa por pino, de 
modo que L = 0,7L. 

Em vez de especificar o comprimento efetivo da 
coluna, muitos códigos e manuais de projeto dão fór- 
mulas de colunas que empregam um coeficiente adi- 


mensional K denominado fator de comprimento efeti- 
vo. K é definido por 


L.=KL (13.10) 


A Figura 13.12 também apresenta valores específi- 


cos de K. Com base nessa generalidade, podemos ex- 
pressar a fórmula de Euler como 


(13.11) 


ou 


(13.12) 


Nessa expressão, (KL!r) é o índice de esbeltez efe- 
tivo da coluna. Por exemplo, observe que para a coluna 
engastada na base e livre na extremidade, temos K = 
2, portanto, a Equação 13.11 dá o mesmo resultado 
que a Equação 13.9. 


Uma coluna de aço W150 x 24 tem 8 m de comprimento e 
as extremidades engastadas como mostra a Figura 13.13a. Sua 
capacidade de carga é aumentada pelas escoras de reforço em 
torno do eixo y-y (fraco). Consideramos que essas escoras es- 
tão acopladas por pinos no ponto médio da altura da coluna. 
Determine a carga que a coluna pode suportar sem flamba- 
gem e sem que o material ultrapasse a tensão de escoamento. 
Considere E, = 200 GPa e o, = 410 MPa. 


P 


Flambagem no eixo x—x 


Flambagem no eixo y-y 


Ro (0) 
Figura 13.13 


SOLUÇÃO 


O comportamento de flambagem da coluna será diferente em 
torno dos eixos x e y por causa das escoras de reforço. As for- 
mas da flambagem para cada um desses casos são mostradas nas 
figuras 1313b e 13 13c. Pela Figura 13.13b, o comprimento efeti- 
vo para flambagem em torno do eixo x-x é (KL), = 0,5(8m) = 
4me, pela Figura 13.13c, para flambagem em torno do eixo y-y, 
(KL), = 0,7(8 m/2) = 2,8 m. Os momentos de inércia para um 
perfil W150 x 24 são determinados pela tabela no Apêndice B. 
Temos 1, = 13,4 x 10ºmm', 1 = 183 x 10º mm'. 
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Aplicando a Equação 13.11, obtemos 


mEI, qm [200(109) kN/m? ]13,4(100 *) m 


(Per) 


(KI (4m) 
= 1.653,2kN 
2 
(je EI, — m[200(10º) kN/m? |1,83(10079) m! 
CP (EL) (2,8 m)? 
= 4608 kN 


Por comparação, a flambagem ocorrerá torno do eixo y—y. 


A área da seção transversal é 3060 mm; portanto, a ten- 
são de compressão média na coluna será 


P 460,8(10º) N 
aa ADA ). = 150,6 N/mm? 
A 3.060 mm” 


Ocr 


Visto que essa tensão é menor do que a tensão de escoamen- 
to, a flambagem ocorrerá antes do escoamento do material. 
Assim, 

P. = 461 kN Resposta 
OBSERVAÇÃO: Pela Equação 13.12 podemos ver que a 
flambagem sempre ocorrerá em torno do eixo da coluna que 
tenha o maior índice de esbeltez, visto que um grande índice 
de esbeltez resultará em pequena tensão crítica. Assim, uti- 
lizando os dados para o raio de giração dados pela tabela no 
Apêndice B, temos 


E, 


() — 28 m(1.000mm/m) 


— 4m(1000mm/m) + 60 


4 
66,2 mm 


114,3 


r 24,5 mm 
Por consequência, ocorrerá flambagem no eixo y-y, que é 


a mesma conclusão a que chegamos comparando as equa- 
ções le2. 


A coluna de alumínio está presa na base e seu topo está 
ancorado por cabos de modo a impedir que o topo movi- 
mente-se ao longo do eixo x (Figura 13.14a). Se conside- 
rarmos que ela está fixa na base, determine a maior car- 
ga admissível P que pode ser aplicada. Use um fator de 
segurança para flambagem FS = 3,0. Considere E, = 70 
GPa, o, = 215 MPa, A = 7,5(10)m?, 7. = 61,3(10)m', 
1, = 23,2(109m'. 
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Flambagem no eixo y-y 


(b) (c) 
Figura 13.14 


Flambagem no eixo x-x 


SOLUÇÃO 


A flambagem em torno dos eixos x e y é mostrada nas figuras 
13.14b e 13,14c, respectivamente. Usando a Figura 13.12a, para 
a flambagem no eixo x-x , K = 2, portanto, (KL), = X5 m) = 
10 m. Para a flambagem no eixo y-y, K = 0,7, portanto, (KL), = 
0,7(5 m) = 3,55 rn. | 


Aplicando a Equação 13.11, as cargas críticas para cada caso são 


MEI, w(70(10º) N/m?][61,3(10º) mº] 


(Per)x = (KL) (10m)? 
= 424kN 
MEI, [70(10º) N/m?][23,2(109) mº] 
(Pe)y ai (KL) e (3,5 m)? 
= 1,31 MN 


Por comparação, à medida que P aumenta, a coluna sofrerá 

E á 
flambagem em torno do eixo xx. Portanto, a carga admissf. 
vel é 


po - Pe 44kN À miss 
dm FS 30. Resposta 
Visto que 
P 424 kN 
ca=— 5 = 56,5 MPa < 215 MPa 


A 7,5(10)m 


a equação de Euler pode ser aplicada. 


13.1. Determine a carga de flambagem crítica para a colu- 
na. Podemos considerar que o material é rígido. 


Pp 


Problema 13.1 


13.2. A coluna é composta por um elemento estrutural rí- 
gido preso por um pino na base e acoplado a uma mola no 
topo. Se a mola não estiver esticada quando a coluna estiver 
em posição vertical, determine a carga crítica que pode ser 
aplicada à coluna. 


Problema 13.2 


13.3. Uma coluna de aço A-36 tem comprimento de 4 m 
e está presa por pinos em ambas as extremidades. Se a área 
da seção transversal tiver as dimensões mostradas na figura, 
determine a carga crítica. 


“13.4. Resolva o Problema 13.3 se a coluna for engastada 
na base e presa por pinos no topo. 


«—25 mm E +25 mm + 


10 mm 


Problemas 13.3/4 


13.5. Uma barra quadrada é feita de plástico PVC com mó- 
dulo de elasticidade E = 9 GPa e deformação por escoamen- 
to e, = 0,001 mm/mm. Determine as dimensões a de sua me- 
nor seção transversal, de modo que não falhe por flambagem 
elástica. As extremidades da barra estão presas por pinos e 
seu comprimento é 1.250 mm. 


13.6. A haste é feita de aço A-36. Determine, com aproxi- 
mação de 1 mm, o menor diâmetro da haste que suportará 
a carga P = 25 kN sem flambagem. As extremidades estão 
apoiadas em roletes. 


13.7. A haste é feita de aço com 25 mm de diâmetro. Deter- 
mine a carga crítica de flambagem, se as extremidades estive- 
rem apoiadas em roletes. Ei = 200 GPa,o, = 350 MPa. 


: 500 mm 


Problemas 13.6/7 


“13.8. Uma coluna de aço A-36 tem comprimento de 5 m e 
está engastada em ambas as extremidades. Se a área da seção 
transversal tiver as dimensões mostradas na figura, determi- 
ne a carga crítica. 


10 mm 


e om 
| 


— 00 mm— 


Problema 13.8 


13.9. Uma coluna de aço A-36 tem comprimento de 4,5 m 
e está presa por pinos em ambas as extremidades. Se a área 
da seção transversal tiver as dimensões mostradas na figura, 
determine a carga crítica. 
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Problema 13.9 


13.10. O elemento estrutural W250 x 67 é feito de aço A-36 
e usado como uma coluna de 4,5 m de comprimento. Se con- 
siderarmos que suas extremidades estão apoiadas por pinos 
e que ela é submetida a uma carga axial de 500 kN, determi- 
ne o fator de segurança em relação à flambagem. 


13.11. O elemento estrutural W250 x 67 é feito de aço A-36 
e usado como uma coluna de 4,5 m de comprimento. Se as 
extremidades da coluna estiverem engastadas, a coluna pode 
suportar a carga crítica sem escoamento? 


P 


Problemas 13.10/11 


“13.12. Determine a força máxima P que pode ser aplicada 
ao cabo, de modo que a haste de controle de aço A-36 AB 
não sofra flambagem. A haste tem diâmetro de 30 mm e está 
presa por pinos nas extremidades. 


dE E ” m | 


Problema 13.12 
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13.13. Osdois perfis em U de aço devem ser interligados para 
formar uma coluna da ponte de 9 m de comprimento que consi- 
deramos estar acoplada por pinos nas extremidades. Cada perfil 
em U tem área de seção transversal A = 1.950 mm? e momen- 
tos de inércia 7, = 21,60(10%) mmº, 7, = 0,15(10)mm'. A figura 
mostra a localização do centroide É de sua área. Determine a 
distância adequada d entre os centroides dos perfis em U, de 
modo que ocorra flambagem em torno dos eixos x-x e y'—y” 
devido à mesma carga. Qual é o valor dessa carga crítica? Des- 
preze o efeito da interligação. E,o = 200 GPa,o, = 350 MPa. 


r 


a y 
6,55 mm 30 mm 
— 
] 
l TT 
E x 
Cc Cc 
ee demaatom ho 
Lodi.) 
»oy 
Problema 13.13 


13.14. O elemento estrutural W200 x 100 é usado como 
uma coluna de aço estrutural A-36. Podemos considerar que 
a base dessa coluna está engastada e que o topo está preso 
por um pino. Determine a maior força axial P que pode ser 
aplicada sem provocar flambagem. 


13.15. Resolva o Problema 13.14 considerando que a colu- 
na está engastada na base, mas livre no topo. 


| 


Problemas 13.14/15 


“13.16. Uma coluna de aço tem comprimento de 9 m e está 
engastada em ambas as extremidades. Se a área da seção 
transversal tiver as dimensões mostradas na figura, determi- 
ne a carga crítica. Es = 200 GPa, o, = 250 MPa. 


— 200 mm mi 


= 10 mm 


CC 150mm 


= 00 10mm 


Problema 13.16 


13.17. Resolva o Problema 13.16, se a coluna estiver presa 
por pinos no topo e na base. 


E 


> 200 mm — 


10 mm — 


10mm 


Problema 13.17 


13,18. A coluna de tubo de aço A-36 de 3,6 mm tem diá- 
metro externo de 75 mm e espessura de 6 mm. Determine a 
carga crítica, se considerarmos que suas extremidades estão 
acopladas por pinos. 


13.19. A coluna de tubo de aço A-36 de 3,6 mm tem diâme- 
tro externo de 75 mm e espessura de 6 mm. Determine a carga 
crítica, se a base estiver engastada e o topo preso por pinos. 


Problemas 13.18/19 


“13.20. A coluna retangular de madeira de 3 m tem as di- 
mensões mostradas na figura. Determine a carga crítica, se 
considerarmos que as extremidades estão acopladas por pi- 
nos. E = 12 GPa,o, = 35 MPa. 


13.21. A coluna de 3 m tem as dimensões mostradas na fi- 
gura. Determine a carga crítica se a base for engastada e o 
topo estiver preso por pinos. E = 12 GPa,o, = 35 MPa. 


Problemas 13.20/21 


| 


13.22. Consideramos que os elementos estruturais da tre- 
liça estão acoplados por pinos. Se o elemento estrutural BD 
for uma haste de aço A-36 de raio 50 mm, determine a carga 
máxima P que pode ser suportada pela treliça sem provocar 
flambagem no elemento estrutural. 


13.23. Resolva o Problema 13.22 no caso de um elemento 
estrutural AB com raio de 50 mm. 


Problemas 13.22/23 


“13.24. A treliça é feita de barras de aço A-36 e cada uma 
delas tem seção transversal circular com diâmetro de 40 
mm. Determine a força máxima P que pode ser aplicada 
sem provocar flambagem em nenhum dos elementos es- 
truturais. As extremidades dos elementos estruturais estão 
acopladas por pinos. 


13.25. A treliça é feita de barras de aço A-36 e cada uma 
delas tem seção transversal circular. Se a carga aplicada for 
P = 50 kN, determine, com aproximação de múltiplos de 5 
mm, o diâmetro do elemento estrutural AB que impedirá 
que esse elemento estrutural sofra flambagem. As extremi- 
dades dos elementos estruturais estão apoiadas por pinos. 


Problemas 13.24/25 


13.26. As extremidades do elo de aço-ferramenta L-2 
de uma máquina de forjar estão acopladas aos garfos por 
pinos, como mostra a figura. Determine a carga máxima 
P que ele pode suportar sem sofrer fambagem. Use um 
fator de segurança FS = 1,75 para a flambagem. Obser- 
ve que, no lado esquerdo da figura, as extremidades estão 
presas por pino, ao passo que no lado direito, elas estão 
engastadas. 


FLAMBAGEM DE COLUNAS 489 


P P 
Problema 13.26 


13.27. O mecanismo articulado é composto por duas hastes 
de aço A-36, cada uma com seção transversal circular. Deter- 
mine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diâmetro de 
cada haste que suportará uma carga P = 30 kN. Considere 
que as extremidades das hastes estão acopladas por pinos. 
Use fator de segurança de 1,8 para flambagem. 


“13.28. O mecanismo articulado é composto por duas has- 
tes de aço A-36, cada uma com seção transversal circular. Se 
cada haste tiver diâmetro de 20 mm, determine a maior carga 
que o mecanismo pode suportar sem provocar flambagem 
em nenhuma das hastes. Considere que as extremidades das 
hastes estão acopladas por pinos. 


Problemas 13.27/28 


13.29. O tubo de aço A-36 tem diâmetro externo de 50 mm 
e espessura de 12 mm. Se for mantido no lugar por um cabo 
de ancoragem, determine a maior força vertical P que pode 
ser aplicada sem provocar flambagem no tubo. Considere 
que as extremidades do tubo estão acopladas por pinos. 


13.30. O tubo de aço A-36 tem diâmetro externo de 50 mm. 
Se for mantido no lugar por um cabo de ancoragem, determi- 
ne, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diâmetro inter- 
no exigido para que ele possa suportar uma carga vertical má- 
xima P = 20 kN sem provocar flambagem no tubo. Considere 
que as extremidades do tubo estão acopladas por pinos. 
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Problemas 13.29/30 


13.31. O mecanismo articulado é composto por duas hastes 
de aço A-36, cada uma com seção transversal circular. Deter- 
mine, com aproximação de múltiplos de 5 mm, o diâmetro 
de cada haste que suportará uma carga de 4,5 kN. Considere 
que as extremidades das hastes estejam acopladas por pinos. 
Use fator de segurança FS = 1,8 para flambagem. 


Problema 13.31 


“13.32. O mecanismo articulado é composto por duas has- 
tes de aço A-36, cada uma com seção transversal circular. Se 
cada haste tiver diâmetro de 20 mm, determine a maior carga 
que o mecanismo pode suportar sem provocar flambagem 
em nenhuma das hastes. Considere que as extremidades das 
hastes estejam conectadas por pinos. 


Problema 13.32 


13.33. Considere que as extremidades da barra de aço AB 
da estrutura estejam acopladas por pinos para flambagem no 
eixo y-y. Se P = 18 kN, determine o fator de segurança para 
flambagem em torno do eixo y-y devido à carga aplicada. 
E co = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


DRE A 


y 
s0 
xe 
4m 50 mm | | 90 mm 
y 


Problema 13.33 


13.34. Determine a carga máxima P que a estrutura pode 
suportar sem provocar flambagem no elemento estrutural 
AB. Considere que AB é feito de aço e que suas extremi- 
dades estão presas por pinos para flambagem no eixo y-y e 
engastadas em ambas as extremidades para flambagem no 
eixo xx. Eco = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


simessalá 


Problema 13.34 


13.35. Determine a força máxima P que pode ser aplicada 
ao cabo de modo que a haste de controle BC de aço A-36 
não sofra flambagem. A haste tem diâmetro de 25 mm. 


800 mm 


Problema 13.35 


13.36. Determine a carga máxima admissível P que pode 
ser aplicada ao elemento estrutural BC sem provocar flam- 
bagem no elemento estrutural AB. Considere que AB é fei- 
to de aço e que suas extremidades estejam presas por pinos 
para flambagem no eixo x-x e engastadas para flambagem 
no eixo y—y. Use um fator de segurança FS = 3 para flamba- 
gem. Es = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


P 

im im BE 
E a) 
pa 

po mm 
y Es y 
— 
“30 mm 
x 
Problema 13.36 


13.37. Determine se a estrutura pode suportar uma carga 
P = 20 kN,se o fator de segurança para flambagem do ele- 
mento estrutural AB for FS = 3. Considere que AB é feito 
de aço e que suas extremidades estão presas por pinos para 
flambagem no eixo xx e engastadas para flambagem no eixo 
3). E o = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


Problema 13.37 


13.38. Considere que os elementos estruturais da treliça 
estão acoplados por pinos. Se o elemento estrutural GF for 
uma haste de aço A-36 com diâmetro de 50 mm, determine 
o maior valor da carga P que pode ser suportada pela treliça 
sem provocar fambagem naquele elemento estrutural. 
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30 mm — 


x 


20 mm 
» do y 
pt 


“30 mm 
x 


Problema 13.38 


“13.39. Considere que os elementos estruturais da treliça 
estão acoplados por pinos. Se o elemento estrutural AG for 
uma haste de aço A-36 com diâmetro de 50 mm, determine 
o maior valor da carga P que pode ser suportada pela treliça 
sem provocar flambagem naquele elemento estrutural. 


Problemas 13.39/40 


13.40. Determine a carga máxima distribuída que pode ser 
aplicada à viga de abas largas, de modo que a haste CD não 
sofra flambagem. A braçadeira é uma haste de aço A-36 com 
diâmetro de 50 mm. 


Problema 13.40 
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13.41. A haste de bronze C86100 de 50 mm de diâmetro está 
engastada em A e afastada 2 mm da parede em B. Determine 
o aumento de temperatura AT que provocará a flambagem 
da haste. Considere que o contato em B age como um pino. 


“13.42. Considere uma coluna ideal como a da Figura 
13.12c, com ambas as extremidades engastadas. Mostre que a 
carga crítica sobre a coluna é dada por P, = 47EJ/L?. Dica: 
Devido à deflexão vertical do topo da coluna, um momen- 
to constante M' será desenvolvido nos apoios. Mostre que 
dv/dx? + (P/EDv = M'EI, A solução é da forma v = € 


1 


sen(V P/EI) + C, cos(V P/EI) + M'P. 
E 
Im À E 
2mm 
Problema 13.42 


“13.43. Considere uma coluna ideal como a da Figura 
13.12d, com uma extremidade engastada e a outra presa por 
pinos. Mostre que a carga crítica sobre a coluna é dada por 
P.= 20,19E1/L?. Dica: devido à deflexão vertical no topo da 
coluna, um momento constante M' será desenvolvido no apoio 
engastado e forças horizontais de reação R' serão desenvol- 
vidas em ambos os apoios. Mostre que dºv/dx? + (PIE = 
(RVEND(L — x). A solução é da forma v = Csen(V P/ET) + 
Cocos(V P/EL) + (RIPYL - x). Após a aplicação das das condi- 
ções de contorno, mostre que tg(V P/EI L) = = VP/EIL. Re- 
solva por tentativa e erro para a menor raiz. 


13.44. A coluna está apoiada em B e esse apoio não per- 
mite rotação, mas sim deflexão vertical. Determine a carga 
crítica P,. EI é constante. 


Problema 13.44 


13.45. A coluna ideal está sujeita à força F em seu ponto 
médio e à carga axial P, Determine o momento máximo da 
coluna no meio do vão. ETé constante. Dica: Defina a equação 
diferencial para deflexão (Equação 13.1). A solução geral é 
v=Asenkx+ Bcoskx-c?x/k, onde c? = FEI, kº = PIEI. 


Problema 13.45 


13.46. A coluna ideal tem peso w (força/comprimento) e 
permanece na posição horizontal quando sujeita a uma car- 
ga axial P. Determine o momento máximo no ponto médio 
do vão da coluna. ET é constante. Dica: defina a equação dife- 
rencial para deflexão (Equação 13.1), com a origem no ponto 
médio do vão. A solução geralé v = A senkx + B coskx + 
(w/QP)x — (wL(2P))x — (wEI/P?) onde k = P/EI, 


Problema 13.46 


“13.4 A fórmula da secante 


A fórmula de Euler foi deduzida partindo da premissa 
de que a carga P é sempre aplicada no centroide da área 
da seção transversal da coluna e que a coluna é perfeita- 
mente reta. Na verdade, essa premissa é bastante irreal, 
visto que colunas fabricadas nunca são perfeitamente re- 
tas e não se conhece a aplicação da carga com precisão. 
Então, na realidade, as colunas nunca sofrem flambagem 
de forma repentina; em vez disso, elas começam a sofrer 
flexão, embora bem pequena, imediatamente após a apli- 
cação de uma carga. O resultado é que o próprio critério 
de aplicação de carga ficará limitado a uma deflexão es- 
pecífica da coluna ou a não permitir que a tensão máxima 
na coluna ultrapasse uma tensão admissível. 

Para estudar esse efeito, aplicaremos a carga P à 
coluna a uma curta distância excêntrica e em relação 
ao centroide da seção transversal (Figura 13.15a). Essa 
carga na coluna é estaticamente equivalente à carga 
axial P e ao momento fletor M' = Pe mostrados na 
Figura 13.15b. Podemos ver na figura que, em ambos os 
casos, as extremidades 4 e B são suportadas de modo 
tal que ficam livres para girar (suportada por pinos). 
Como antes, consideraremos somente pequenas incli- 
nações e deflexões e o comportamento linear elástico 
do material. E mais, o plano x-v é um plano de sime- 
tria para a área da seção transversal. 

Pelo diagrama de corpo livre da seção arbitrária 
(Figura 13.15c) o momento interno na coluna é 


M =-P(e+v0) 


(13.13) 


A equação diferencial para curva de deflexão é, 
portanto, 


dv 
EI =-P(e+v 
2 ( ) 
ou 
dv P P 


+ ss 
Bo CEI BE 


Essa equação é semelhante à Equação 13.7 e tem 
uma solução geral que consiste nas soluções comple- 
mentar e particular, a saber, 


P P 
v = C;sen, EI” + C, cos, Er” e (13.14) 


| 
: 
| 


ao) 
V 


——>», 
[00] 
“og —» 


Figura 13.15 


Para avaliar as constantes, temos de aplicar as con- 
dições de contorno. Em x = 0,v = 0, portanto C, = e. 
Emx = L,v = O,resulta 


Es elit — cos(V P/EIL)] 
sen(V P/EIL) 


Visto que 1— cos(VPJEIL) L)=2senXVP/EIL/2) e 
sen(V P/EIL)=2 sen(V “P/EI L/2) cos(V P/EIL/2), 


temos 


Por consequência, a curva de deflexão (Equação 
13.14) pode ser expressa como 


+ Aul(ESPa((Eo) colo 


Deflexão máxima. Devido à simetria da carga, 
ambas, deflexão máxima e tensão máxima, ocorrem no 
ponto médio da coluna. Portanto, quando x = L/2,v = 


Va & por isso, 


(13.16) 
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Observe que, se e tender a zero, então v, tende a zero. 
Todavia, se os termos entre colchetes tenderem a infi- 
nito quando e tender a zero, então v |. terá um valor 
não nulo. Em termos matemáticos, isso representaria 
o comportamento de uma coluna com carga axial no 
momento da falha quando sujeita à carga crítica P,. 
Portanto, para determinar P, , é preciso que 


EI? 
Pol m 
EI2 2 
2 

poa (1317) 


que é o mesmo resultado obtido com a fórmula de Eu- 
ler (Equação 13.5). 

Se representarmos a Equação 13.16 em gráfico 
como a carga P em relação à deflexão v | para vários 
valores de excentricidade e, o resultado será a família 
de curvas cinza mostradas na Figura 13.16. Aqui a car- 
ga crítica torna-se uma assíntota às curvas e, é claro, re- 
presenta o caso irreal de uma coluna ideal (e = 0). Como 
já dissemos, e nunca é igual a zero devido às imper- 
feições na retidão inicial da coluna e na aplicação da 
carga; todavia, à medida que e > 0, as curvas tendem a 
aproximar-se do caso ideal. Além disso, essas são ade- 
quadas somente para pequenas deflexões, visto que a 
curvatura foi aproximada por dºv/dx?, quando desen- 
volvemos a Equação 13.16. Se tivéssemos realizado 
uma análise mais exata, todas essas curvas tenderiam 
a curvar-se para cima interceptando e, em seguida, ul- 
trapassando a reta P= P.. É claro que isso indica que 
é necessária uma carga P maior para criar deflexões 
maiores na coluna. Entretanto, não consideramos essa 
análise aqui, visto que na maioria das vezes o próprio 
projeto de engenharia restringe a deflexão de colunas 
a pequenos valores. 


P 
e=(0 Coluna ideal 
Pag [seco teia cer (De qUenas 
Como e— 0 : É deflexões) 
» a Comportamento 
, inelástico 
Op é alcançado 
UVmáx 


Figura 13.16 
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Deve-se observar também que as curvas em cin- 
za na Figura 13.16 aplicam-se somente a material de 
comportamento linear elástico. Será esse o caso, se a 
coluna for comprida e esbelta. Contudo, se conside- 
rarmos uma coluna robusta curta ou de comprimento 
intermediário, então a carga aplicada, à medida que 
aumenta, a certa altura poderá provocar o escoamen- 
to do material e a coluna começará a comportar-se de 
maneira inelástica. Isso ocorre no ponto 4 da curva em 
preto na Figura 13.16. Ainda que a carga continue a 
aumentar, a curva nunca atingirá a carga crítica; em 
vez disso, a carga atingirá um valor máximo em B. De- 
pois desse ponto, ocorrerá uma redução repentina na 
capacidade de carga à medida que a coluna continuar 
a sofrer deflexões cada vez maiores. 

Por fim, as curvas em cinza na Figura 13.16 tam- 
bém ilustram que ocorre uma relação não linear entre 
a carga P e a deflexão v. O resultado é que o princípio 
da superposição não pode ser usado para determinar 
a deflexão total de uma coluna provocada pela aplica- 
ção de cargas sucessivas. Em vez disso, primeiro temos 
de somar as cargas e só então determinar a deflexão 
correspondente à carga resultante. Em termos físicos, 
a razão por que as cargas e as deflexões sucessivas não 
podem ser sobrepostas é que o momento interno da 
coluna depende da carga P, bem como da deflexão v, 
isto é, M = —P(e + v) (Equação 13.13). Em outras 
palavras, qualquer deflexão provocada por uma com- 
ponente de carga aumenta o momento. Esse compor- 
tamento é diferente da flexão de uma viga, na qual a 
deflexão verdadeira provocada por uma carga não au- 
menta o momento interno. 


A fórmula da secante. A tensão máxima na 
coluna pode ser determinada se entendermos que ela 
é provocada pela carga axial e também pelo momento 
(Figura 13.17a). O momento máximo ocorre no ponto 
médio da coluna e, pelas equações 13.13 e 13.16, seu 
valor é 


PL 
M = |P(e + umas)! M = Pe see, 5) 


(13.18) 


Como mostra a Figura 13.17b, a tensão máxima na 
coluna é de compressão e seu valor é 


P PE seol P +) 
o ie E RES ETs 
RR VEI?2 


Visto que o raio de giração é definido como 1? = I/A, 
a equação acima pode ser escrita em uma forma deno- 
minada fórmula da secante: 


P Mc 
Ee 


Tensão 
axial 


+ 


Tensão de 
flexão 


Li to 
fe O máx 
P 


Tensão 
resultante 


(a) (b) 


Figura 13.17 


A p2 PRE 22V EA (13.19) 


Nessa expressão 


O máx = 


O ,àx — tensão elástica máxima na coluna, que ocor- 
re no interior do lado côncavo no ponto mé- 
dio da coluna. Essa tensão é de compressão 

P = carga vertical aplicada à coluna. P <P a 
menos que e = 0, então P = P (Equação 
13.5) 

e = excentricidade da carga P, medida do eixo 
neutro da área da seção transversal da colu- 
na até a linha de ação de P 

c = distância do eixo neutro até a fibra externa 
da coluna onde ocorre a tensão de compres- 
são máxima o. 

A = área da seção transversal da coluna 

L = comprimento não apoiado da coluna no 
plano de flexão. Para outros apoios, exceto 
pinos, o comprimento efetivo L, deve ser 
usado. Veja Figura 13.12 

E = módulo de elasticidade para o material 

r =raio de giração, r = VT/A, onde I é calculado 
em torno do eixo neutro ou de flexão 


Assim como a Equação 13.16, a Equação 13.19 in- 
dica que há uma relação não linear entre a carga e a 
tensão. Por consequência, o princípio da superposição 
não é aplicável e, portanto, as cargas têm de ser soma- 
das antes de determinar a tensão. Além do mais, em 
razão dessa relação não linear, qualquer fator de se- 
gurança usado para a finalidade de projeto aplica-se à 
carga, e não à tensão. 


100E-— 


50 100 150 200 


Aço estrutural A-36 


Esco= 200(10*) MPa, 0, = 250 MPa 


aço 


Figura 13.18 


Para um dado valor de o... a Equação 13.19 pode 
ser representada em gráfico como KL/r em relação 
a PIA para vários valores do índice de excentricidade 
eclr?, A Figura 13.18 mostra um conjunto específico de 
curvas para um aço estrutural grau A-36 com ponto de 
escoamento o. = o, = 250 MPa e módulo de elastici- 
dade E, = 200 x 10º MPa. Nessa figura, a abscissa e a 
ordenada representam o índice de esbeltez KL/re a ten- 
são média P/A, respectivamente. Observe que, quando 
e — 0, ou quando ecl”? > 0, a Equação 13.19 dá 
fue PIA, onde P é a carga crítica na coluna, definida 
pela fórmula de Euler. Isso resulta na Equação 13.6, 
cujo gráfico foi apresentado na Figura 13.8. Uma vez 
que ambas as equações 13.6 e 13.19 são válidas somen- 
te para cargas elásticas, as tensões mostradas na Figura 
13.18 não podem ultrapassar o, = 250 MPa represen- 
tada na figura pela linha horizontal. 

As curvas na Figura 13.18 indicam que diferenças 
no índice de excentricidade têm efeito marcante na ca- 
pacidade de carga de colunas com índices de esbeltez 
pequenos. Por outro lado, colunas com índices de es- 
beltez grandes tendem a falhar na carga crítica de Eu- 
ler, ou próximo dela, independentemente do índice de 
excentricidade. Portanto, ao usarmos a Equação 13.19 
para a finalidade de projeto, é importante ter um valor 
mais ou menos preciso para o índice de excentricidade 
para colunas mais curtas. 


Projeto. Uma vez determinado o índice de ex- 
centricidade, os dados da coluna podem ser substitu- 
ídos na Equação 13.19. Se for escolhido um valor de 
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O máx & Co então a carga correspondente, P,, pode ser 
determinada por um procedimento de tentativa e erro, 
visto que a equação é transcendental e não pode ser 
resolvida explicitamente para P. Como auxílio para O 
projeto, timbém podemos usar códigos computacio- 
nais ou gráficos como os da Figura 13.18 para determi- 
nar P diretamente. 

Entenda que P, é a carga que fará a coluna desenvol- 
ver uma tensão de compressão máxima o, em suas fibras 
côncavas internas. Devido à aplicação excêntrica de P,, 
essa carga sempre será menor do que a carga crítica P,, 
determinada pela fórmula de Euler que considera que a 
coluna suporta carga axial, o que é irreal. Uma vez obti- 
da P,, podemos aplicar um fator de segurança adequado 
para especificar a carga segura para a coluna. 


Considerando que a coluna de aço mostrada na Figura 
13.19 está acoplada por pinos no topo e na base, determi- 
ne a carga excêntrica admissível P que pode ser aplicada. 
Calcule também a deflexão máxima da coluna provoca- 
da por essa carga. Como a coluna está escorada, conside- 
re que não ocorre flambagem em torno do eixo y. Adote 
E, = 200(10)MPa, o, = 250 MPa. 


aç 


Figura 13.19 
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SOLUÇÃO 
O cálculo das propriedades geométricas necessárias nos dá 
o (50 mm)(150 mm) = 14,06 x 10º mm? 


A = (50mm)(150 mm) = 7.500 mm! 


e [14,06 RO paira 
É 7.500mm? , 


e = 25 mm 
KL=—1(4,5 mm)(1.000) — 4.500 mm 


KL — 4.500mm 


= = 104 
He 43,30 mm 


Visto que as curvas na Figura 13.18 foram definidas para 
E o = 200(10º) MPa e o, = 250 MPa, podemos usá-las para 
determinar o valor de P/A e, dessa forma, evitar uma solução 
por tentativa e erro da fórmula da secante. Aqui, KL/r = 104. 
Usando a curva definida pelo índice de excentricidade ecl? = 


(25 mm)(75 mm)/(43,30 mm)? = 1, obtemos 
É .83MPa 
A 
P = (83 MPa)(7.500 mm?) = 622.500 N = 622,5 kN Resposta 


Podemos verificar esse valor mostrando que ele satisfaz a 
fórmula da secante (Equação 13.19): 


P 14 € (x a) 
máx = + sec NV EA 


3; 
o 2 225U0)N |, , q) es 


4.500 mm 


7.500 mm? (2)43,3 mm 


622,5(10º) N 
200(10)) N/mm? x 7.500 mm? 
250 2 831 + sec(1,0586 rad)] 
250 2 831 + sec60,65] 
250 = 252,3 


A deflexão máxima ocorre no centro da coluna, onde 
O max — 250 MPa. Aplicando a Equação 13.16, temos 


[PL 
Vmáx = e sed o) = 1] 
622,5(102) N 


= 25 mm| sec 3 ; : 
200(10*) N/mm* x 14,06 x 100º mm? 


= 25 mmísec 1,0586 rad — 1] 
= 25 mmísec 60,65º — 1] 


= 26,0 mm Resposta 


A coluna de aço W200 x 59 A-36 mostrada na Figura 
13.20a está engastada na base e escorada no topo de modo 
que não pode deslocar-se, mas está livre para girar em tor- 
no do eixo y-y. Além disso, ela pode oscilar para o lado 
no plano y-z. Determine a carga excêntrica máxima que a 
coluna pode suportar antes de começar a flambar ou antes 
de o aço sofrer escoamento. 


SOLUÇÃO 


Pelas condições de apoio, vemos que, em torno do eixo y-y, 
a coluna comporta-se como se estivesse presa por pinos no 
topo e engastada na base e sujeita a uma carga axial P (Figu- 
ra 13.20b). Em torno do eixo x-x, a coluna está livre no topo, 
engastada na parte inferior e sujeita uma carga axial P e ao 
momento M = P(200 mm) (Figura 13.20c). 


M = P(200 mm) 


(b) Flambagem no eixo y-y 


(c) Flambagem no eixo xx 


Figura 13,20 


Flambagem no eixo y-y. Pela Figura 13.12d, o fator de 
comprimento efetivo é K, = 0,7, portanto (KL), = 0,7(4 m) 
= 2,8 m = 2.800 mm. Pela tabela no Apêndice B determina- 
mos [, para a seção W200 x 59 e aplicando a Equação 13.11, 
temos 


Ejs E= 
cr?y 2 
(KLY 


= 513.647 N = 5.136 kN 


m? [200(10?) N/mm? ](20,4)(10$) mm?) 
(2.800mm)? 


Escoamento no eixo x-x. Pela Figura 13.12b, K = 2, 
portanto (KL), = X4m) = 8m = 8.000 mm. Usando nova- 
mente a tabela no Apêndice B para determinar A = 7.580 
cmº,c = 210 mm/2 = 105 mm, e r, = 89,9 mm, e aplicando a 
fórmula da secante, temos 


ae: 1+ Sse EE Es 
RUDE E A DE VEA 


x 


ou 


P. 200 x 105 8.000 P. 
250 = "114 sec SE 
7.580 89,92 2(89,9) V 200(10º) - 7.580 


1,895 x 10º = P,[1 + 2,598 sec(1,143 x 10? /P,)] 


Resolvendo para P, por tentativa e erro e observando que o 
argumento para sec está em radianos, obtemos 


P= 419.368 N = 419,4kN Resposta 
Como esse valor é menor do que (P.) = 5.136 kN, ocorre- 
rá falha em torno do eixo x-x. Além disso, o = 419,4 x 10º 
N/7.580 mm? = 55,3 MPa < o, = 250 MPa. 
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“13.5 Flambagem inelástica 


Na prática da engenharia, em geral as colunas são 
classificadas de acordo com o tipo de tensão desen- 
volvida em seu interior no momento da falha. Colu- 
nas compridas e esbeltas se tornarão instáveis quando 
a tensão de compressão permanecer elástica. A falha 
que ocorre é denominada instabilidade elástica. Colu- 
nas intermediárias falham devido a instabilidade ine- 
lástica, o que significa que a tensão de compressão na 
falha é maior do que o limite de proporcionalidade 
do material. E as colunas curtas, às vezes denomina- 
das postes, não se tornam instáveis; mais exatamente, o 
material simplesmente escoa ou sofre ruptura. 

A aplicação da equação de Euler exige que a tensão 
na coluna permaneça abaixo do limite de escoamento 
do material (na verdade, o limite de proporcionalidade) 
quando a coluna sofre flambagem e, por isso, a equa- 
ção aplica-se somente às colunas compridas. Todavia, na 
prática, a maioria das colunas selecionadas tem compri- 
mento intermediário. O comportamento dessas colunas 
pode ser estudado modificando-se a equação de Euler 
de modo que ela possa ser aplicada à flambagem inelás- 
tica. Para mostrar como isso pode ser feito, considere 
que o material tem diagrama tensão--deformação como 
o mostrado na Figura 13.21a. Aqui, o limite de propor- 
cionalidade é o, e o módulo de elasticidade, ou incli- 
nação da reta AB, é E. Uma representação gráfica da 
hipérbole de Euler (Figura 13.8), é mostrada na Figura 
13.21b. Essa equação é válida para uma coluna que te- 
nha um índice de esbeltez tão pequeno quanto (KL/r), , 
visto que, nesse ponto, a tensão axial na coluna torna-se 


o. =0,. 
cr Ip 


Ter TE, . 
Ja 5, 
(KL/? 
N Ee TE 
', € (KL/A? 
op + 4 
Sp "| 


Cp ———+4/B Ae 


(a) 


Colunas de comprimento 
curto e intermediário 


KL 
o] l 
rh 


Inelástica 


Elástica 


Colunas longas 


(b) 


Figura 13.21 
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Se a coluna tiver um índice de esbeltez menor do 
que (KL/r),, a tensão crítica na coluna deve ser maior 
doque o,.Porexemplo,suponhaque uma coluna tenha 
um índice de esbeltez (KL/r), < (KL/r) ,, com tensão 
crítica correspondente o, > o, necessária para causar 
instabilidade. Quando a coluna está na iminência de 
sofrer flambagem, a mudança na deformação que ocor- 
re nela está dentro de uma pequena faixa Ae, e, por 
isso, o módulo de elasticidade ou a rigidez do material 
pode ser considerado como o módulo tangente, E , de- 
finido como a inclinação do diagrama o -—e no ponto D 
(Figura 13.21a). Em outras palavras, no momento da 
falha, a coluna comporta-se como se fosse feita de um 
material que tivesse rigidez menor que quando com- 
porta-se elasticamente, E < E. 

Portanto, em geral, à medida que o índice de esbel- 
tez diminui, a tensão crítica de uma coluna continua 
a aumentar; e, pelo diagrama o-e, o módulo tangente 
para o material diminui. Usando essa ideia, podemos 
modificar a equação de Euler para incluir esses casos 
de flambagem inelástica substituindo o módulo tan- 
gente do material E, em vez de E, de modo que 

ME, 


(KL/r)? 


(13.20) 


Ter 


Esse é o módulo tangente ou equação de Engesser, pro- 
posto por F. Engesser em 1889. A Figura 13.21b mostra 
uma representação gráfica dessa equação para colunas 
intermediárias e curtas de um material definido pelo 
diagrama o-€ na Figura 13.21a. 

Nenhuma coluna real pode ser considerada como 
perfeitamente reta nem carregada ao longo de seu eixo 
centroide, como fizemos aqui. Portanto, na verdade é 
muito difícil desenvolver uma expressão que nos dê 
uma análise completa desse fenômeno. Devemos des- 
tacar também que outros métodos já foram considera- 
dos para descrever a flambagem inelástica de colunas. 
Um deles foi desenvolvido pelo engenheiro aeronáutico 
F.R. Shanley e denomina-se teoria de Shanley da flamba- 
gem inelástica. Embora descreva melhor o fenômeno do 
que a teoria do módulo tangente, como explicado aqui, 
testes experimentais realizados em um grande número 
de colunas, cada qual com uma aproximação da coluna 
ideal, mostraram que a Equação 13.20 prevê a tensão 
crítica da coluna com razoável precisão. Além do mais, a 
abordagem do módulo tangente para o comportamento 
da coluna inelástica é relativamente fácil de aplicar. 


Uma haste maciça com 30 mm de diâmetro e 600 mm de 
comprimento é feita de um material que pode ser modela- 
do pelo diagrama tensão-deformação mostrado na Figura 
13.22. Se for usada como uma coluna apoiada por pinos, 
determine a carga crítica. 


o (MPa) 


210 


cip = 150 


0,001 0,002 
Figura 13.22 


SOLUÇÃO 


O raio de giração é 


I Ha /4) (15) 
p= Jg = (15 7,5 mm 


e, portanto, o índice de esbeltez é 


KL 1(600mm) 


Fr 7,5 mm 


A aplicação da Equação 13.20 produz 


2E, 2E 
TT = 1542(10)E, (1) 
(KL/r? (80) 


Ta — 


Em primeiro lugar, consideraremos que a tensão crítica é 
elástica. Pela Figura 13.22, 


— 150MPa 


0,001 = 150 GPa 


Assim, a Equação 1 torna-se 


o. = 1,542(10)[150(10º)JMPa = 231,3 MPa 
Visto que o, >, = 150 MPa, ocorre flambagem inelástica. 


Pelo segundo segmento de reta do diagrama o-e da Fi- 


gura 13.22, temos 
Ê Ao = 270 MPa — 150 MPa = 120GPa 
Me 0,002 — 0,001 


A aplicação da Equação 1 produz 
o. = 1,542(10-)[120(10º)JMPa = 185,1 MPa 


Como esse valor encontra-se entre os limites de 150 MPa e 
270 MPa, ele é, na verdade, a tensão crítica. 


Portanto, a carga crítica na haste é 


P.=0,A = 185,1 MPa[m(0,015m)] = 131kN Resposta 


carmo 


à 
k 
É 
é 
À 


“13.47. Determine a carga P necessária para provocar a fa- 
lha por fambagem ou por escoamento da coluna W200 x 22 
de aço A-36 engastada na base e livre no topo. 


Problema 13.47 


13.48. Considere que a coluna de madeira está engastada 
na base e presa por pinos no topo. Determine a carga excên- 
trica máxima P que pode ser aplicada sem provocar flamba- 
gem ou escoamento da coluna. E, = 12 GPa,o, = 56 MPa. 


13.49. A coluna de madeira está engastada na base e no 
topo. Determine a carga excêntrica máxima P que pode ser 
aplicada no topo sem provocar flambagem ou escoamento 
da coluna. E, = 12 GPa,o, = 56 MPa. 


Problemas 13.48/49 


13.50. A coluna de madeira tem seção transversal quadra- 
da de dimensões 100 mm por 100 mm. Está engastada na 
base e livre no topo. Determine a carga P que pode ser apli- 
cada na borda da coluna sem provocar falha por flambagem 
ou escoamento. E = 12 GPa,o, = 55 MPa. 
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P 


100 mm xdh SER 


vd É 
100 mm. 


so 


Problema 13.50 


“13.51. A coluna W200 x 71 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e livre no topo. Se for submetida à carga 
excêntrica de 375 kN, determine o fator de segurança para 
início de flambagem ou escoamento. 


13.52. A coluna W200 x 71 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e presa por pinos no topo. Se for submeti- 
da à carga excêntrica de 375 kN, determine se ela falha por 
escoamento. A coluna está escorada de modo a não sofrer 
flambagem em torno do eixo y—y. 


375 kN 200 mm 


y 


3,6 


JA 
Problemas 13.51/52 


13.53. A haste de bronze está enpastada em uma extre- 
midade e livre na outra. Se for aplicada a carga excêntrica 
P = 200 kN, determine o maior comprimento admissível L 
da haste de modo que não sofra flambagem ou escoamento. 
E, = 101 GPa,o, = 69 MPa. 


13.54. A haste de bronze está engastada em uma extremi- 
dade e livre na outra. Se seu comprimento for L = 2 m, de- 
termine a maior carga admissível P que pode ser aplicada de 
modo que ela não sofra flambagem ou escoamento. Calcule 
também a maior deflexão lateral da haste devido à carga. 
E, = 101 GPa,o, = 69 MPa. 


| 


10 mm ! 
100 mm 


Problemas 13.53/54 
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“13.55. Uma coluna W310 x 39 de aço estrutural A-36 
está engastada nas extremidades e tem comprimento 
L = 69 m. Determine a carga excêntrica máxima P que pode 
ser aplicada de modo que a coluna não sofra flambagem ou 
escoamento. Compare esse valor com uma carga axial crítica 
P' aplicada no centroide da coluna. 


13.56. Uma coluna W360 x 45 de aço estrutural A-36 
está engastada pinos nas extremidades e tem comprimento 
L = 6,0 m. Determine a carga excêntrica máxima P que pode 
ser aplicada de modo que a coluna não sofra flambagem ou 
escoamento. Compare esse valor com uma carga axial crítica 
P' aplicada no centroide da coluna. 


e mi 


] 


P 
Problemas 13.55/56 


13.57. Resolva o Problema 13.56, se a coluna estiver engas- 
tada na base e livre no topo. 


13.58. A coluna de madeira está engastada na base e podemos 
considerar que está acoplada por pinos no topo. Determine a 
carga excêntrica máxima P que pode ser aplicada sem provo- 
car flambagem ou escoamento. É = 12 GPa,o, = 56 MPa. 


“13.59. A coluna de madeira está engastada na base e pode- 
mos considerar que está fixa e acoplada no topo. Determine a 
carga excêntrica máxima P que pode ser aplicada sem provo- 
car flambagem ou escoamento. E = 12 GPa,o, = 56 MPa. 


Problemas 13.58/59 


13.60. A coluna de alumínio tem a seção transversal mos- 
trada na Figura. Se estiver engastada na base e livre no topo, 
determine a força máxima P que pode ser aplicada em À 
sem provocar flambagem ou escoamento. Use um fator de 
segurança de 3 para flambagem e escoamento. E, = 70 GPa, 
o, = 95 MPa. 


Problema 13.60 


13.61. Um elemento estrutural W250 x 22 de aço A-36 é 
usado como uma coluna fixa acoplada. Determine a carga 
excêntrica máxima P que pode ser aplicada de modo que a 
coluna não sofra flambagem ou escoamento. Compare esse 
valor com uma carga axial crítica P' aplicada no centroide 
da coluna. 


13.62. Resolva o Problema 13.61, se a coluna estiver aco- 
plada por pinos em ambas as extremidades. 


“13.63. Resolva o Problema 13.61, se a coluna estiver en- 
gastada na base e presa por pinos no topo. 


Problemas 13.61/62/63 


13.64. Determine a carga P necessária para provocar a fa- 
lha por flambagem ou escoamento na coluna W310 x 74 dz 
aço estrutural A-36. A coluna está engastada na base e anco- 
rada por cabos no topo que agem como pinos para mantê-la 
no lugar. 


'“13.65. Resolva o Problema 13.64, se a coluna for uma se- 
ção W310 x 24. 


Es 


Problemas 13.64/65 


13.66. A coluna W360 x 79 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na sua base e livre no topo. Se P = 375 kN, determi- 
ne a deflexão lateral no topo e a tensão máxima na coluna. 


13.67. A coluna W360 x 79 de aço está engastada na base e 
livre no topo. Determine a carga excêntrica máxima P que 
ela pode suportar sem sofrer flambagem ou escoamento. 
Eco = 200 GPa, o, = 350 MPa. 


Aa 


Problemas 13.66/67 


13.68. A haste de alumínio está engastada na base e livre 
no topo. Se for aplicada a carga excêntrica P = 200 kN, deter- 
mine o maior comprimento admissível L da haste de modo 
que ela não sofra flambagem ou escoamento. E, = 72 GPa, 
o, = 410 MPa. 


13.69. A haste de alumínio está engastada na base e livre 
no topo. Se seu comprimento for L = 2 m, determine a maior 
carga admissível P que pode ser aplicada de modo que a has- 
te não sofra fambagem ou escoamento. Determine também 
a maior deflexão lateral da haste devido à carga. E, = 72 
GPa,o, = 410 MPa. 


FLAMBAGEM DE COLUNAS 501 


Pp 
Smm— 


200 mm 


Problemas 13.68/69 


13.70. A coluna de aço suporta as duas cargas excêntricas. 
Se considerarmos que ela está presa por pinos no topo, en- 
gastada na base e totalmente escorada contra flambagem em 
torno do eixo y-y, determine a deflexão máxima da coluna e 
a tensão máxima na coluna. Es = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


130 kN 50kN 
120 mm — 
100 mm 
10 
mm — = --10 mm 
Ra 
Ji 100 mm — » 
10 mm 
x 
Problema 13.70 


“13.71. A coluna de aço suporta as duas cargas excêntricas. 
Se considerarmos que ela está engastada no topo e na base 
e totalmente escorada contra flambagem em torno do eixo 
y-y, determine a deflexão máxima da coluna e a tensão má- 
xima na coluna. E = 200 GPa, o, = 360 MPa. 


130kN 50kN 


120 mm Re 80 mm 
e: 


100 mm 
10 mm [10 mm 
x 
+ 
y— po mm — y 
bis 
10 mm 


x 


Problema 13.71 
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13.72. A coluna de comprimento intermediário sofre flam- 
bagem quando a resistência à compressão é 280 MPa. Se o 
índice de esbeltez for 60, determine o módulo tangente. 


“13.73. Construa a curva de fambagem, P/A em relação a Lfr; 
para uma coluna cuja curva tensão-deformação é bilinear 
sob compressão, como mostra a figura. 


o (MPa) 
126 
91 il 
I 
0,002 0,005 eram) 
Problema 13.73 


“13.74. Construa a curva de flambagem, P/A em relação a 
L!r, para uma coluna cuja curva tensão-deformação bilinear 
sob compressão como mostra a figura. 


o (MPa) 
350 


175 


1 e (mm/mm) 
0,005 


l 
0,001 


Problema 13.74 


“13.75. Construa a curva de flambagem, P/A em relação a 
Lfr, para uma coluna cuja curva tensão-deformação é bili- 
near sob compressão como mostra a figura. A coluna está 
presa por pinos em ambas as extremidades. 


o (MPa) 


260 [>>> 


Er 


e(mm/mm) 


0,001 0,004 


Problema 13.75 


“13.6 Projeto de colunas para 
cargas concêntricas 


A teoria apresentada até aqui se aplica a colunas 
perfeitamente retas, feitas de material homogêneo e, 
em seu estado original, livres de tensão. Porém, na prá- 
tica, como já dissemos, não existem colunas perfeita- 
mente retas, e a maioria delas tem tensões residuais 
que se devem principalmente a resfriamento não uni- 
forme durante a fabricação. Além disso, os apoios para 
colunas não são muito exatos e os pontos de aplicação 
e direções das cargas não são conhecidos com certeza 
absoluta. Para compensar esses efeitos que, ademais, 
variam de uma coluna para outra, muitos códigos e 
manuais de projeto especificam a utilização de fórmu- 
las empíricas para colunas. Os resultados de testes ex- 
perimentais realizados em grande número de colunas 
com carga axial podem ser representados em gráfico 
e, a partir desses gráficos, é possível desenvolver uma 
fórmula de projeto ajustando-se uma curva às médias 
dos dados. 

Um exemplo desses testes para colunas de aço de 
abas largas é mostrado na Figura 13.23. Observe a se- 
melhança entre esses resultados e os obtidos para a 
família de curvas, determinados pela fórmula da se- 
cante (Figura 13.18b). A razão dessa semelhança tem 
a ver com a influência de um índice de excentricidade 
“acidental” sobre a resistência da coluna. Como afirma- 
mos na Seção 13.4, esse índice provoca um efeito mais 
acentuado sobre a resistência de colunas curtas ou de 
comprimento intermediário do que sobre a resistência 
de colunas longas. Os testes indicaram que ec/r pode 
variar na faixa de 0,1 a 0,6 para a maioria das colunas 
com carga axial. 


Scr 


Ge |- atisandti '— Fórmula di Euler 
. ee * (Equação 13.6) 


KL 


Coluna curta Coluna intermediária Coluna longa 


Figura 13.23 


Para levar em conta o comportamento de colunas 
de comprimentos diferentes, os códigos e manuais de 
projeto especificam várias fórmulas que se ajustarão 
melhor aos dados que se encontram dentro de cada 
uma das faixas de colunas curtas, intermediárias e 
longas. Por consequência, cada fórmula será aplicável 
somente a uma faixa específica de índices de esbeltez 
e, por isso, é importante que o engenheiro observe 
cuidadosamente os limites KL/r para os quais uma 
determinada fórmula é válida. A seguir, discutiremos 
exemplos de fórmulas de projeto para colunas de aço, 
alumínio e madeira em uso atualmente. O objetivo é 
dar uma ideia de como as colunas são projetadas na 
prática. Todavia, essas fórmulas não devem ser usadas 
para o projeto de colunas reais, a menos que os respec- 
tivos códigos de referência sejam consultados. 


Colunas de aço. Atualmente, as colunas feitas 
de aço estrutural são projetadas com base em fórmulas 
propostas pelo Structural Stability Research Council 
(SSRC). Fatores de segurança foram aplicados a essas 
fórmulas e adotados como especificações para a cons- 
trução de edifícios pelo American Institute of Steel 
Construction (AISC). Basicamente, essas especifica- 
ções nos dão duas fórmulas para projeto de colunas e 
cada uma delas nos dá a tensão admissível máxima na 
coluna para uma faixa específica de índices de esbel- 
tez. Para colunas longas, propõe-se a fórmula de Euler, 
isto é, 0 = MEMKLr). 

A aplicação dessa fórmula requer um fator de se- 
gurança FS = 23/12 = 1,92. Assim, para projeto, 


1272E KL KL 
— mi > [—— < 
Padm  o3(KL/r? ( r ) A ee) 
Como dissemos, essa equação é aplicável a um ín- 
dice de esbeltez limitado por 200 e (KL/r).. Obtemos 
um valor específico de (K1/r)., desde que a fórmula 
de Euler seja usada somente para material de com- 
portamento elástico. Por meio de testes experimentais 
constatou-se que seções de aço laminado podem exibir 
tensões residuais de compressão, cujos valores podem 
chegar à metade da tensão de escoamento. Por con- 
sequência, se a tensão na fórmula de Euler for maior 
do que 1/20, a equação não será aplicável. Portanto, 
o valor de (KL/r), pode ser determinado da seguinte 
maneira: 


1 E 
O. = 
2º * (KLID? 


(*2) [29º E 
á c Ce 


(13.22) 


Tadm 


FLAMBAGEM DE COLUNAS 503 


0,6 |... e (Equação 13.23) 


0,261 Do 
CR (Equação 13.21) 
0 : “KL 
(52) 
F Je 


Figura 13.24 


Colunas com índices de esbeltez menores que (K L/r), 
são projetadas com base em uma fórmula empírica pa- 
rabólica cuja forma é 


j (KL/r)? 

O máx = = [oa 

EA HKL/N2 

Como há maior incerteza na utilização dessa fór- 


mula para colunas mais longas, ela é dividida por um 
fator de segurança definido da seguinte maneira: 


5 3(KL/)  (KL/) 
3 8(KL/M). SKLN 


FS = 


Vemos, nessa expressão, que FS = 5/3 = 1,67 em 


KL 0 e aumenta até FS = 23/12 = 1,92 em (KL/h) 


Por consequência, para a finalidade de projeto 
Ê E Seios | 
UKL/)2 | * 
(5/3) + IG/MKLIN CLA = [LI /8( Ly] 
(13.23) 


A Figura 13.24 mostra a representação gráfica das 
equações 13.21 e 13.23. 


Colunas de alumínio. O projeto de colunas de alu- 
mínio estrutural é especificado pela Aluminum Associa- 
tion usando três equações, cada uma aplicável a uma faixa 
específica de índices de esbeltez. Visto que existem vários 
tipos de liga de alumínio, há um conjunto de fórmulas ex- 
clusivo para cada um. Para uma liga comum (2014-T6) 
usada na construção de edifícios, as fórmulas são 


KL 


Cam = 195MPa 0< <12 


(1324) 


adm 


- [as = 1os( E) mpa 12 < FÉ ss 
F r 


(13.25) 


— 378125 MPa 


KL 
ee ne 


(0) = 
dm (KL/M? r 


(13.26) 
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O aum (MPa) 


(Equação 13.24) 


Ro (Equação 13.25) 
125p— e 
Ras a (Equaçãe 13.26) 
KL 
RV ss á 
Figura 13.25 


A Figura 13.25 mostra a representação gráfica des- 
sas equações. Como se vê, as duas primeiras represen- 
tam linhas retas e são usadas para modelar os efeitos 
de colunas nas faixas curta e intermediária. A tercei- 
ra fórmula tem a mesma forma da de Euler e é usada 
para colunas longas. 


Colunas de madeira. Colunas de madeira usa- 
das em construção são projetadas com base nas fór- 
mulas publicadas pela National Forest Products Asso- 
ciation (NFPA) ou pelo American Institute of Timber 
Construction (AITC). Por exemplo, as fórmulas NFPA 
para a tensão admissível em colunas curtas, interme- 
diárias e longas com seção transversal retangular de 
dimensões b e d, onde d é a menor dimensão da seção 
transversal, são 


Cum = 825MPa 0 = a <1u 


(1327) 


Sadm (MPa) 
E O es 
> O (Equação 13.28) 
s50L-— 
1,4872 
KL 
? H = x 
Figura 13.26 
2 
1/KL 
FR rm MPa que É ed 
31 260 7 
(13.28) 


— 3.781 MPa KL 
(KL/d) 


Aqui, a madeira tem módulo de elasticidade 
E, = 12,4(10)MPa e tensão de compressão de 8,25 
MpPa paralela à fibra. Em particular, a Equação 13.29 é 
simplesmente a de Euler com um fator de segurança 3. 
A Figura 13.26 mostra a representação gráfica dessas 
três equações. 


Análise da coluna 


e Quando usar qualquer fórmula para analisar uma coluna, isto é, determinar sua carga admissível, em primeiro lugar 
necessita-se calcular o índice de esbeltez para determinar qual das fórmulas de coluna aplicar. 
e Uma vez calculada a tensão admissível média, a carga admissível na coluna é determinada por P= 0.4. 


Projeto da coluna 


e Se usarmos uma fórmula para projetar uma coluna, isto é,para determinar a área de sua seção transversal para uma 
carga específica e um comprimento efetivo específico, em geral será necessário seguir um procedimento de tentativa 
é erro, sea forma da coluna for composta como no caso de uma seção de abas largas. 

e Um modo possível de aplicar um procedimento de tentativa é erro seria considerar que a área da seção transversal 


da coluna é A' e calcular a tensão correspondente o! = P/A'. Para determinar a tensão admissível o 
Uma fórmula de projeto adequada. Com isso, calcule a área exigida da coluna, A ='P/o 


eSCA!> Area 


use 4' em 


adm” 


adm. 


,O projeto é seguro. Ao fazer a comparação, torna-se prático adotar um valor de A! próximo, porém 


maior que o de À. q normalmente dentro de uma faixa de 2 a 3%. Se A! < Ag será necessário fazer um nóvo pro- 


jeto. 


e Sempre que um processo de tentativa e erro for repetido, a escolha de uma área é determinada pela área exigida cal- 
culada anteriormente. Na prática da engenharia, esse método de projeto é normalmente abreviado com a utilização 
de códigos computacionais ou tabelas e gráficos publicados. 
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A carga admissível P na coluna é, portanto, 


Um elemento estrutural W250 x 149 de aço A-36 é CamE Es 110,85 N/mm? = P 
usado como uma coluna apoiada por pinos (Figura 13.27). A 19.000 mm? 
Usando as fórmulas de projeto do AISC, determine a maior 
carga que ele pode suportar com segurança. E | = 200(10º) 
MPa, o, = 250 MPa. P = 2.106.150 N = 2.106 kN Resposta 


A haste de aço na Figura 13.28 deve ser usada para su- 
portar uma carga axial de 80 kN. Se E, = 210(10º) MPa e 
o,= 360 MPa, determine o menor diâmetro da haste per- 
mitido pela especificação AISC. A haste está engastada em 
ambas as extremidades. 


5.000 mm 
P 
Figura 13.28 
Figura 13.27 
SOLUÇÃO 

SOLUÇÃO Para uma seção transversal circular, O raio de giração torna-se 
A tabela no Apêndice B apresenta os seguintes dados para 
um W250 x 149: E. E —/4m(a/3)! a 

A (1/4)md? 4 


A = 19.000 mm? r.= 17mm oa 67,4 mm 


Visto que K = 1 para flambagem em ambos os eixos xe y,o Aplicando a Equação 13.22, temos 


índice de esbeltez será o maior de todos, se usarmos r,. Logo, 


KL 15 m1.000 mm/m) | 


2 2 3 
t3 " (E E fa [210(10?) MPa] (9 


= 74,18 . 
r (67,4 mm) , F G 360 MPa 
Pela Equação 13.22, temos Como o raio de giração da haste é desconhecido, K L/r é desco- 
nhecido e, portanto, temos de escolher se a Equação 13.21 ou 
KL 272 E a Equação 13.23 é aplicável. Consideraremos a Equação 13.21. 
(E) E o Parauma coluna de extremidades engastadas K = 0,5, portanto, 
c e 


2 
— |2m (20010?) MPa a 
250 MPa O DRE 


= 125,66 : ' j à 
80(10)) N  127[210(10”) N/mm?] 
Aqui, O < KL/r < (KL!r), portanto, a Equação 13.23 é (1/4)md? — 23[0,5(5000 mm)/(d/4)P 
aplicável. 3 
10186 X 10. q,0108dº mm 
| — (KLIy | d 
E NT | Ge ue 
Caim — ARDo, = 5542 mm 
| dem ((5/3) + [(3/8XKL/M)/(KL/9).) — (KL/10) /S(KL/r.)]) 
= [1 — (74,18) /2(125,66):]250 MPa Use 
(5/3) + [(3/8)(74,18/125,66)] — [(74,18)" /8(125,66)") d = 56 mm Resposta 


= 110,85 MPa 
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Para esse projeto, temos de verificar os limites do índice de 
esbeltez, isto é, 


KL  0,5(5)(1.000) + 


r (56/4) dá 


Visto que 107,3 < 179 < 200, a utilização da Equação 13.21 
é adequada. 


Uma barra com 750 mm de comprimento é usada para 
suportar uma carga de compressão axial de 60 kN (Figura 
13.29). A barra é apoiada por pinos nas extremidades e é 
feita de liga de alumínio 2014-T6. Determine as dimensões 
da área da seção transversal, se a largura for duas vezes a 
espessura. 


60 kN 


Figura 13.29 


SOLUÇÃO 


Como KL = 750 mm é o mesmo para a flambagem em am- 
bos os eixos x-x e y—y, o maior índice de esbeltez é determi- 


nado pelo menor raio de giração, isto é, usando 7 | = 1; 
KL KL 1(750) — 25981 


n Jia dano yo + OD 


Aqui, temos de aplicar a Equação 13.24, 13.25 ou 13.26. Visto 
que ainda não conhecemos o índice de esbeltez, começare- 
mos usando a Equação 13.24. 


P = 195 N/mm? 
A 
3 
oo 195 N/mm? 
2b(b) 
b = 12,40 mm 


Verificando o índice de esbeltez, temos 


RE 208 ongs do 
r 12,40 
Tente a Equação 13.26, que é válida para KL/r = 55: 


P 378125 MP: 


A (KL/r)? 
60(10) | 378125 
2b(b) (2.5981/b) 
b = 27,05 mm Resposta 
Pela Equação 1, 
KL (25981 


96,0 > 55 OK 
r 27,05 


OBSERVAÇÃO: Seria satisfatório escolher a seção transver- 
sal com dimensões 27 mm por 54 mm. 


Uma tábua com seção transversal de 150 mm por 40 
mm é usada para suportar uma carga axial de 20 kN (Figura 
13.30). Se considerarmos que ela é suportada por pinos no 
topo e na base, determine seu maior comprimento admissí- 
vel L como especificado pela NFPA, 


20kN 


20 kN 
Figura 13.30 


E 
: 
É 


SOLUÇÃO 


Por inspeção, a tábua sofrerá flambagem em torno do eixo 
y. Nas equações da NFPA, d = 40 mm. Considerando que a 
Equação 13.29 é aplicável, temos 


P  3781MPa 
A (KL/d? 
20(10º) N 3.781 MPa 
(150 mm)(40 mm) (1 1/40 mm) 
L = 1.336 mm Resposta 


Aqui, 


KL (1)1.336 mm | 
d 40 mm 


33,4 


Visto que 26 < KL/d = 50, a solução é válida. 


13.76. Determine o maior comprimento de uma haste de 
aço estrutural A-36, se ela estiver engastada e sujeita a uma 
carga axial de 100 kN. A haste tem diâmetro de 50 mm. Use 
as equações AISC, 


13.77. Determine o maior comprimento de uma seção 
W250 x 18 de aço estrutural A-36, se ela estiver engastada e 
sujeita a uma carga axial de 140 kN. Use as equações AISC. 


13.78. Determine o maior comprimento de uma coluna 
W310 x 67 de aço estrutural A-36, se ela estiver apoiada por 
pinos e for submetida a uma carga axial de 1.000 kN, Use as 
equações AISC, 


“13.79. Determine o maior comprimento de uma seção 
W200 x 46 de aço estrutural A-36, se ela estiver apoiada por 
pinos e sujeita a uma carga axial de 400 kN. Use as equações 
AISC, 


13.80. Usando as equações AISC, verifique se uma coluna 
W150 x 14 de aço estrutural A-36 com 3 m de comprimento 
pode suportar uma carga axial de 200 kN. As extremidades 
estão engastadas. 


13.81. Usando as equações AISC, selecione no Apêndice B 
a coluna de aço estrutural de menor peso que tenha 4,2 m de 
comprimento e suporte uma carga axial de 200 kN, As extre- 
midades estão presas por pinos. Adote o, = 350 MPa. 


13.82. Usando as equações AISC, selecione no Apêndice B 
a coluna de aço estrutural A-36 de menor peso que tenha 3,6 m 
de comprimento e suporte uma carga axial de 200 kN. As 
extremidades estão engastadas. Considere o, = 350 MPa. 


13.83. Usando as equações AISC, selecione no Apêndice 
B a coluna de aço estrutural A-36 de menor peso que tenha 
4,2 m de comprimento e suporte uma carga axial de 200 kN. 
As extremidades estão engastadas. 
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13.84. Usando as equações AISC, selecione no Apêndice B 
a coluna de aço estrutural A-36 de menor peso que tenha 9 m 
de comprimento e suporte uma carga axial de 1.000 kN. As 
extremidades estão engastadas. 


13.85. Determine o maior comprimento de uma seção 
W200 x 46 de aço estrutural A-36,se for suportada por pinos 
e estiver sujeita a uma carga axial de 90 kN. Use as equações 
AISC, 


13.86. Determine o maior comprimento de uma coluna 
W150 x 22 de aço estrutural A-36, se for suportada por pinos 
e estiver sujeita a uma carga axial de 350 kN. Use as equa- 
ções AISC. 


13.87. A barra é feita de liga de alumínio 2014-T6. Deter- 
mine sua espessura b, se a largura for 5b. Considere que ela 
está acoplada por pinos nas extremidades. 


3kN 


3kN 
Problema 13.87 


13.88. A barra é feita de liga de alumínio 2014-T6. Deter- 
mine sua espessura b, se a largura for 5b. Considere que ela 
está engastada nas extremidades. 


3kN 


3 kN 


Problema 13.88 
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13.89. A haste de 50 mm de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 40 kN. Determine seu maior comprimen- 
to admissível L, se for feita de alumínio 2014-T6. Considere 
que as extremidades estão acopladas por pinos. 


13.90. A haste de 50 mm de diâmetro é usada para suportar 
uma carga axial de 40 kN. Determine seu maior comprimen- 
to admissível L, se for feita de alumínio 2014-T6. Considere 
que as extremidades estão engastadas. 


40kN FD LDA “0kN 
SED 
50 mm 


Problemas. 13.89/90 


“13.91. O tubo tem 6 mm de espessura, é feito de liga de alu- 
mínio 2014-T6 e está engastado na base e preso por pinos no 
topo. Determine a maior carga axial que ele pode suportar. 


13.92. O tubo tem 6 mm de espessura, é feito de liga de 
alumínio 2014-T6 e está engastado nas extremidades. Deter- 
mine a maior carga axial que ele pode suportar. 


13.93. O tubo tem 6 mm de espessura, é feito de liga de alu- 
mínio 2014-T6 e está acoplado por pinos nas extremidades. 
Determine a maior carga axial que ele pode suportar. 


P 
Problemas 13.91/92/93 


13.94. A barra é feita de liga de alumínio 2014-T6. Deter- 
mine sua espessura b, se a largura for 1,5b. Considere que ela 
está acoplada por pinos nas extremidades. 


4kN 


4 kN 
Problema 13.94 


“13.95. Usando as equações AISC, verifique se a coluna que 
tem a seção transversal mostrada na figura pode suportar uma 
força axial de 1.500 kN. A coluna tem comprimento de 4 m, é 
feita de aço A-36 e suas extremidades estão presas por pinos. 


350 mm + 


20 mm — | 20 mm 


300 mm 
10 mm 1 


Problema 13.95 


13.96. Uma haste de 1,5 m de comprimento é usada em 
uma máquina para transmitir uma carga de compressão axial 
de 15 kN. Determine seu diâmetro, se suas extremidades esti- 
verem acopladas por pinos e ela for feita de liga de alumínio 
a 2014-T6. 


13.97. Resolva o Problema 13.96, se as extremidades da 
haste estiverem engastadas. 


13.98. A coluna de madeira tem seção transversal quadra- 
da e consideramos que esteja acoplada por pinos no topo e 
na base. Se ela suportar uma carga axial de 250 kN, determi- 
ne suas dimensões laterais a com aproximação de múltiplos 
de 10 mm. Use as fórmulas NFPA. 


Problema 13.98 


“13.99. Resolva o Problema 13.98, considerando que a co- 
luna está engastada no topo e na base. 


Problema 13.99 


13.100. A coluna de madeira é usada para suportar uma 
carga axial P = 150 kN. Se estiver engastada na base e livre 
no topo, determine a largura mínima da coluna com base nas 
fórmulas NFPA. 


150 mm + 


Problema 13.100 


13.101. A coluna de madeira tem 6 m de comprimento e 
está acoplada por pinos nas extremidades. Use as fórmulas 
NFPA para determinar a maior força axial P que ela pode 
suportar. 


Problema 13.101 


13.102. A coluna de madeira tem 6 m de comprimento e está 
engastada nas extremidades. Use as fórmulas NFPA para de- 
terminar a maior força axial P que ela pode suportar. 
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P 
Problema 13.102 


“13.103. A coluna é feita de madeira e está engastada na 
base e livre no topo. Use as fórmulas NFPA para determinar 
o maior comprimento admissível, se ela suportar uma carga 
axial P = 10 kN, 


Problema 13.103 


13.104. A coluna é feita de madeira e está engastada na base 
e livre no topo. Use as fórmulas NFPA para determinar a 
maior carga axial admissível P que ela pode suportar, se tiver 
comprimento L = 1,2m. 


Problema 13.104 


13.100. A coluna de madeira é usada para suportar uma 
carga axial P = 150 kN. Se estiver engastada na base e livre 
no topo, determine a largura mínima da coluna com base nas 
fórmulas NFPA. 


Problema 13.100 


13.101. A coluna de madeira tem 6 m de comprimento e 
está acoplada por pinos nas extremidades. Use as fórmulas 
NFPA para determinar a maior força axial P que ela pode 
suportar. 


Problema 13.101 


13.102. A coluna de madeira tem 6 m de comprimento e está 
engastada nas extremidades. Use as fórmulas NFPA para de- 
terminar a maior força axial P que ela pode suportar. 
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P 
Problema 13.102 


“13.103. A coluna é feita de madeira e está engastada na 
base e livre no topo. Use as fórmulas NFPA para determinar 
o maior comprimento admissível, se ela suportar uma carga 
axial P = 10kN. 


Problema 13.103 


13.104. A coluna é feita de madeira e está engastada na base 
e livre no topo. Use as fórmulas NFPA para determinar a 
maior carga axial admissível P que ela pode suportar, se tiver 
comprimento L = 1,2m. 


Problema 13.104 
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“13.7 Projeto de colunas para 
cargas excêntricas 


Às vezes, uma coluna terá de suportar uma carga 
que age em sua borda ou em uma cantoneira acoplada 
à sua lateral, como mostra a Figura 13.31a. O momento 
fletor M = Pe causado pela carga excêntrica deve ser 
levado em conta no projeto da coluna. Há várias ma- 
neiras aceitáveis de fazer isso na prática da engenha- 
ria. Discutiremos dois dos métodos mais comuns. 


Utilização de fórmulas disponíveis para 
colunas. A distribuição de tensão que age sobre a 
área da seção transversal da coluna mostrada na Fi- 
gura 13.31a é determinada pela força axial P e pelo 
momento fletor M = Pe. Em particular, a tensão de 
compressão máxima é 


(13.30) 


Um perfil de tensão comum é mostrado na Figura 
13.31b. Se formos conservadores e considerarmos que 
toda a seção transversal está sujeita à tensão unifor- 
me o, , como determinada pela Equação 13.30, então 
podemos comparar o |. com 0,» que é determinada 
pelas fórmulas dadas na Seção 13.6. No cálculo de o, 
normalmente é usado o maior índice de esbeltez para a 
coluna, independentemente do eixo em torno do qual 
ela sofre flexão. Esse requisito é normalmente especi- 
ficado em códigos e manuais de projeto e, na maioria 
das vezes, resultará em um projeto conservador. Se 


Cc. =o 
máx adm 


a coluna pode suportar a carga especificada. Se essa desi- 
gualdade não valer, então a área da coluna, 4, deverá ser 
aumentada e novas a PR calculadas. Esse método de 


projeto é bastante simples de aplicar e funciona bem para 
colunas curtas ou de comprimento intermediário. 


Fórmula da interação. Quando projetamos 
uma coluna submetida à carga excêntrica, é desejável 
verificar como as cargas de flexão e axiais interagem, 


(a) (b) 
Figura 13.31 


de modo a conseguir equilíbrio entre esses dois efei- 
tos. Para tal, consideraremos as contribuições isoladas 
dadas à área total da coluna pela força axial e pelo mo- 
mento. Se a tensão admissível para a carga axial for 
(0), am então a área exigida para a coluna necessária 
para suportar a carga P é 


P 


Ag = 
(Ca)adm 
De maneira semelhante, se a tensão de flexão ad- 
as : EN to a 
missível for (0 ) um visto que I = Ar,a área exigida 
para a coluna necessária para suportar o momento ex- 
cêntrico é determinada pela fórmula da flexão, isto é, 


Mc 


As = õ 
(O f)adm / 
A área total A para a coluna necessária para resis- 
tir à carga axial e também ao momento exige que 
P Mc 


At A;= + 
! (Sa )agm (O f)adm Fe 


<A 


ou 
P/A Mc/ Ar” 
< 
(Cabadm — (Cyadm 
Ca Of 


+ 
(O alada (of) adm 


(13.31) 


<1 


Nessas expressões 


o, = tensão axial causada pela força P e deter- 
minada por o = P/A, onde A é a área da 
seção transversal da coluna 

o, = tensão de flexão provocada por uma carga 
excêntrica ou por um momento aplicado 
M; o, é determinada por o — MclI, onde 
Té o momento de inércia da área da seção 
transversal calculado em torno do eixo de 
flexão ou do eixo neutro 

(0) am = tensão axial admissível como definida por 

fórmulas dadas na Seção 13.6 ou por outras 
especificações encontradas em códigos ou 
manuais de projeto. Para essa finalidade, 
use sempre o maior índice de esbeltez para 
a coluna, independentemente do eixo em 
torno do qual ela sofre flexão 

(O Jum — tensão de flexão admissível como defini- 

da por especificações encontradas em có- 
digos ou manuais de projeto. 


Em particular, se a coluna for submetida somente a 
uma carga axial, a razão referente à tensão de flexão 
na Equação 13.31 será igual a zero, e o projeto será ba- 
seado somente na tensão axial admissível. Da mesma 
forma, quando não há nenhuma carga axial presente, a 


É 


razão referente à tensão axial equivale a zero e o requi- 
sito de tensão se baseará na tensão de flexão admissível. 
Por consequência, cada razão de tensão indica a contri- 
buição da carga axial ou do momento fletor. Conside- 
rando-se que a Equação 13.31 mostra como essas cargas 
interagem, às vezes ela é denominada fórmula da in- 
teração. Essa abordagem de projeto exige um procedi- 
mento de tentativa e erro no qual o projetista escolhe 
uma coluna disponível e, a seguir, verifica se a desigual- 
dade é satisfeita. Em caso negativo, ele escolhe uma se- 
ção maior e repete o processo. Uma escolha econômica 
seria aquela na qual o lado esquerdo está próximo de 1, 
porém é menor que ele. 

O método da interação é frequentemente especi- 
ficado em códigos e manuais de projeto de elementos 
estruturais feitos de aço, alumínio ou madeira. Em 
particular, o American Institute of Steel Construction 
especifica o uso dessa equação somente quando a ra- 
zão à tensão axial for o (0 Jam = 0,15. Para outros 
valores dessa razão usa-se uma forma modificada da 


Equação 13.31. 

Os exemplos dados a seguir ilustram os métodos 
citados para projeto e análise de colunas submetidas a 
cargas excêntricas. 


A coluna na Figura 13.32 é feita de liga de alumínio 2014- 
-T6 e é usada para suportar uma carga excêntrica P. Deter- 
mine o valor de P que pode ser suportado, se a coluna estiver 
engastada na base e livre no topo. Use a Equação 13.30. 


--20 mm 


1.600 mm 


Figura 13.32 
SOLUÇÃO 
Pela Figura 13.12b, K = 2. O maior índice de esbeltez para a 
coluna é, portanto, 
KL 2(1.600 mm) 


= = 2711 
ro a/i2x8o som PJM(do J8om ] 
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Por inspeção, a Equação 13.26 deve ser usada. Assim, 


— 378125 MPa = 378125 MPa 
(KL/r? (2771)? 


= 4,92 MPa 


Gadm 


A tensão de compressão máxima verdadeira na coluna é de- 
terminada pela combinação de carga axial e de flexão. Temos 


P | (Pec 
O máx A + I 
a P ê P(20 mm)(40 mm) 
40 (80mm) (1/12)(40m )80 mm) 
= 0,00078125P 


Considerando que essa tensão é uniforme em toda a seção 
transversal, em vez de apenas no contorno externo, exige-se 


o =0 


4,92 = 0,00078125P 
P = 62976 N = 6,30 kN 


adm 


Resposta 


A coluna W150 x 30 de aço A-36 na Figura 13.33 está 
acoplada por pinos nas extremidades e está sujeita à carga 
excêntrica P. Determine o valor máximo admissível de P 
pelo método da interação, se a tensão de flexão admissível 
for o = 160 MPa. E = 200 GPa, o, = 250 MPa. 


dz É 2M = P(750 mm) 
Figura 13.33 
SOLUÇÃO 


Aqui, K = 1. As propriedades geométricas necessárias para a 
W150 x 30 são consultadas na tabela no Apêndice B. 
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A =3.790 mm? 1, = 17,1 x 106 mm, = 38,2mm d = 157mm 


Consideraremos r, porque isso resultará no maior valor para 
o índice de esbeltez. Além disso, precisamos de 1, visto que 
ocorre flexão em torno do eixo x (c = 157 mm/2 = 78,5 mm). 
Para determinar a tensão de compressão admissível, temos 


KL (4 m)(1.000 mm/m) | 1 
r 38,2 mm 


04,71 


Visto que 


= 125,66 


(E) ! (E N Ed 


r q, 250 MPa 


e 


então, KL/r < (KL!r), e, portanto, a Equação 13.23 deve ser 
usada. 


[1 —(KL/P /MKL/rP To, 
[(5/3) + [(3/8XKL/)MKL/1).] — (KL/"P/S(KL/ MB] 
[1 — (104,71)? /2(125,66)2] 250 MPa 


(5/3) + [(3/8)(104,71)/(125,66)] — [(104,71)* /8(125,66)"] 
= 85,59 MPa 


Cadm 


Aplicando a equação da interação (Equação 13.31), obtemos 


Ga e 1 
( SG ta ( e Jadm 
P/3.790mm? à P(750 mm)(157 mm/2)/17,1(10º) mm E 
85.59 N/mm? 160 N/mm? 
P = 40,65 kN Resposta 


Verificando a aplicação do método da interação para a 
seção de aço, exige-se 


om, 4065(10º) N/(3190 mm?) 


3559 N/mmê = 0125 < 0,15 OK 
; mm 


( Ca adm 


A coluna de madeira na Figura 13.34 é composta por 
duas tábuas pregadas de modo que a seção transversal tem 
as dimensões mostradas na figura. Se a coluna estiver en- 
gastada na base e livre no topo, use a Equação 13.30 para 
determinar a carga excêntrica P que pode ser suportada. 


Figura 13.34 


SOLUÇÃO 


Pela Figura 13.12b, K = 2. Aqui.temos de calcular KL/d para 
determinar qual das equações de 13.27 a 13.29 deve ser usa- 
da. Visto que o, é determinada usando o maior índice de 
esbeltez, escolhemos d = 60 mm. Fazemos isso para obter o 
maior índice possível e, desse modo, obter a menor tensão 
axial admissível possível. Fazemos isso ainda que a flexão 
provocada por P seja em torno do eixo x. Temos 


KL  2(1.200mm) 


40 
d 60 mm 


A tensão axial admissível é determinada pela Equação 13.29, 
visto que 26 < KL/d < 50. Logo, 


- 3.718 MPa | 3.718MPa 


= = 2,324 MPa 
Pam (KL/d? (402 
Aplicando a Equação 13.30 com o, = O; temos 
P Me 
Cama top 
2324 N/mm? = P q P(80 mm)(60 mm) l 
60mm(120 mm)  (1/12)600 mm)(120 mm) 
P=3,35kN Resposta 


13.105. A coluna W360 x 79 de aço estrutural A-36 supor- 
ta uma carga axial de 400 kN além de uma carga excêntrica 


P. Determine o valor máximo admissível de P com base nas 
equações ATSC da Seção 13.6 e na Equação 13.30. Conside- 
re que a coluna está engastada na base e que seu topo está 
livre para oscilar no plano x—z enquanto presa por pinos no 
plano y-z. 


Problema 13.105 


13.106. A coluna W310 x 67 de aço estrutural A-36 suporta 
uma carga axial de 400 kN além de uma carga excêntrica 
P = 300 kN. Determine se a coluna falhará com base nas 
equações AISC da Seção 13.6 e Equação 13.30. Considere que 
a coluna está engastada na base e que seu topo está livre para 
oscilar no plano x-z enquanto preso por pinos no plano y-—z. 


Fa 
| Pp 
400 kN 


ar 


Problema 13.106 


“13.107. A coluna W200 x 22 de aço estrutural A-36 está 
engastada no topo e na base. Se suportar os momentos 
M = 7,5 kN-m nas extremidades, determine a força axial P 
que pode ser aplicada. Ocorre flexão em torno do eixo x-x. 
Use as equações AISC da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 
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y 


Problema 13.107 


13.108. A coluna W200 x 22 de aço estrutural A-36 está 
engastada no topo e na base. Se suportar os momentos M 
= 35 kNm nas extremidades, determine a força axial P que 
pode ser aplicada. Ocorre flexão em torno do eixo x—x. Use a 
fórmula da interação com (0,). = 168 MPa. 


P 


Problema 13.108 


13.109. A coluna W310 x 33 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e é livre no topo. Determine a maior carga 
excêntrica P que pode ser aplicada usando a Equação 13.30 
e as equações AISC da Seção 13.6. 


13.110. A coluna W250 x 22 de aço estrutural A -36 está en- 
gastada na base e é livre no topo. Determine a maior carga 
excêntrica P que pode ser aplicada usando a Equação 13.30 
e as equações AISC da Seção 13.6. 


“13.111. A coluna W250 x 22 de aço estrutural A-36 está 
engastada na base e é livre no topo. Se for submetida a uma 
carga P = 10 kN, determine se ela é segura com base nas 
equações AISC da Seção 13.6 e na Equação 13.30. 
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13.112. A coluna W310 x 33 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e é livre no topo. Se for submetida a uma 
carga P = 20 kN, determine se ela é segura com base nas 
equações AISC da Seção 13.6 e na Equação 13.30. 


+ 


Problemas 13.109/110/111/112 


13.113. Uma coluna de 6 m de comprimento é feita de liga 
de alumínio 2014-T6. Se estiver presa por pinos no topo e na 
base e uma carga de compressão P for aplicada no ponto 4, 
determine o valor permissível máximo de P pelas equações 
da Seção 13.6 e pela Equação 13.30. 


Problema 13.113 


13.114. Uma coluna de 6 m de comprimento é feita de liga de 
aluniínio 2014-T6. Se estiver presa por pinos no topo e na base e 
uma carga de compressão P for aplicada no ponto 4, determine 
o valor máximo admissível de P pelas equações da Seção 13.6 e 
pela fórmula da interação com (0), = 140 MPa. 


Problema 13.114 


“13.115. Verifique se a coluna de madeira é adequada par; 
suportar a carga excêntrica P = 3 kN aplicada no topo Elo 
está engastada na base e é livre no topo. Use as equ E 


E E ações 
NFPA da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 


13.116. Determine a carga excêntrica máxima admissível 
P que pode ser aplicada à coluna de madeira engastada na 
base e livre no topo. Use as equações NFPA da Seção 13.6 e 
a Equação 13.30. 


Problemas 13.115/116 


13117. A coluna W360 x 64 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e é livre no topo. Determine a maior carga 
excêntrica P que pode ser aplicada usando a Equação 13.30) 
e as equações AISC da Seção 13.6. 


13.118. A coluna W250 x 67 de aço estrutural A-36 está en- 
gastada na base e é livre no topo. Se for submetida a uma 
carga P = 10 kN, determine se ela é segura com base nas 
equações AISC da Seção 13.6 ena Equação 13.30. 


200 kN 
P 


E 


Problemas 13.117/118 


“13.119. A barra de 3 m de comprimento é feita de liga de 
alumínio 2014-T6. Se estiver engastada na base e presa por 
pinos no topo, determine a carga excêntrica máxima admis- 
sível P que pode ser aplicada pelas fórmulas na Seção 13.6 e 
pela Equação 13.30. 


13.120. A coluna de 3 m de comprimento é feita de liga de 
alumínio 2014-T6. Se estiver engastada na base e presa por 
pinos no topo, determine a carga excêntrica máxima admis- 


sível P que pode ser aplicada pelas equações da Seção 13.6 e 


pela fórmula da interação com (0 ) a 


= 126 MPa. 


Problemas 13.119/120 


13.121. O poste de utilidades de 250 mm de diâmetro suporta 
o transformador que pesa 3 kN e tem centro de gravidade 
em G. Se o poste estiver engastado no solo e livre no topo, 
determine se ele é adequado de acordo com as equações 
NFPA da Seção 13.6 e a Equação 13.30. 


Problema 13.121 
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13.122. Usando as equações NFPA da Seção 13.6 e a Equa- 
ção 13.30, determine a carga excêntrica máxima admissível P 
que pode ser aplicada à coluna de madeira. Considere que a 
coluna está presa por pinos no topo e na base. 


“13.123. Usando as equações NFPA da Seção 13.6 e a Equa- 
ção 13.30, determine a carga excêntrica máxima admissível 
P que pode ser aplicada à coluna de madeira. Considere que 
ela está presa por pinos no topo e engastada na base. 


Problemas 13.122/123 


Flambagem é a instabilidade repentina 
que: ocorre em colunas ou elementos 
estruturais que suportam uma carga 
axial. À carga axial máxima que um 
elemento estrutural pode suportar ime- 
diatamente antes de ocorrer a flamba- 
gem é denominada carga crítica P.. 
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A carga crítica para uma coluna ideal 
é determinada pela Equação de Euler, 
onde K = 1 para apoios de pinos, K = 
0,5 para apoios fixos, K = 0,7 para um 
apoio de pinos e um apoio engastado e 
K = 2 para um apoio engastado e uma 
extremidade livre. 


Se uma-carga excêntrica for aplicada 
à colúna, a fórmula da secante deve- 
rá ser usada: para determinar a tensão 
máximana'coluna. 


12EI 
Pas 


(KL)* 


Quando a carga axial tende a provocar 
o escoamento da coluna, deve-se usar 
o: módulo tangente com a equação 
de. Euler para determinar a carga de 
flambagem. Isso é denominado equa- 
ção de Engesser. 


Fórmulas empíricas baseadas em da- 
dos experimentais foram desenvolvi- 
das para utilização no projeto de colu- 
nas de aço, alumínio é madeira. 


, 
À 


13.124. A coluna de madeira tem 4 m de 


deve suportar a carga axial de 25 kN. Se a seção transversal 
for quadrada, determine a dimensão a de cada um de seus la- 
dos usando um fator de segurança FS = 2,5 contra flambagem. 
Considere que a coluna está presa por pinos no topo e na base. 


Use a equação de Euler. E = 11 GPaeo, = 


25 EN 


Problema 13.124 


comprimento e 


10 MPa. 


25 kN 


Problema 13.125 


| 


13.125. A coluna de madeira tem 4 m de comprimento e 
deve suportar a carga axial de 25 KN. Se a seção transversal 
for quadrada, determine a dimensão a de cada um de seus 
lados usando um fator de segurança FS = 1,5 contra flam- 
bagem. Considere que a coluna está engastada no topo e na 
base. Use a equação de Euler, E = 11 GPaeo, = 10 MPa. 


13.126. O elemento estrutural feito de liga de alumínio 
2014-T6 tem seção transversal simétrica. Se estiver acoplado 
por pinos nas extremidades, determine a maior força que ele 
pode suportar. 


P 
Problema 13.126 
“13.127. A coluna de aço tem comprimento de 5 m e é li- 
vre em uma extremidade e engastada na outra. Se a área da 


seção transversal tiver as dimensões mostradas na figura, de- 
termine a carga crítica. E, = 200GPae o, = 360 MPa. 


10mm 


Problema 13.127 


13.128. A carga distribuída é suportada por duas colunas aco- 
pladas por pinos, cada uma com seção transversal circular maciça. 
Se AB for feita de alumínio e CD de aço, determine o diâmetro 
exigido para cada coluna, de modo que ambas estejam na imi- 
nência de sofrer flambagem ao mesmo tempo. Es = 200 GPa, 
E, = 70GPa,(0),.,= 250MPae (o), = 100 MPa. 


aço 


18 kN/m 


Problema 13.128 
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13.129. O tubo de aço está engastado em ambas as extremi- 
dades. Se tiver 4 m de comprimento e diâmetro externo de 50 
mm, determine a espessura exigida para que possa suportar 
uma carga axial P = 100 kN sem sofrer flambagem. E, = 
200 GPa e o, = 250 MPa. 


Problema 13.129 


13.130. Considere que a coluna está acoplada por pinos no 
topo e na base e totalmente escorada contra flambagem em 
torno do eixo y—y. Se for submetida a uma carga axial de 200 
kN, determine o momento máximo M que pode ser aplicado 
às suas extremidades sem provocar escoamento. E, = 200 
GPae o, = 250 MPa. 


E M 
120 mm 
15 mm + pod 15 mm 
8m x T 
y— 150mm — y 
Uh 
15 mm 
x 
Problema 13.130 


“13.131. Considere que a coluna está engastada no topo 
e na base e escorada contra flambagem em torno do eixo 
y-y. Se for submetida a uma carga axial de 200 kN, deter- 
mine o momento máximo M que pode ser aplicado às suas 
extremidades sem provocar escoamento. E, = 200 GPa e 
o, = 250 MPa. 
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mM 
120 mm 
15 mm — + [e 15 mm 
8m + in 
y— 150mm — » 
Es 
15 mm 
x 
E M 

Problema 13.131 


13.132. A coluna W250 x 67 de aço suporta uma carga axial 
de 300 kN, além de uma carga excêntrica P. Determine o valor 
máximo admissível de P com base nas equações AISC da Seção 
13.6 e na Equação 13.30. Considere que, no plano x-z, K = 1,0, 
eno plano y-z, K, =2,0. E. = 200 GPa,o, = 350 MPa. 


Problema 13.132 


13.133. Uma barra de aço AB tem seção transversal re- 
tangular. Se considerarmos que ela está acoplada por pinos 
nas extremidades, determine se o elemento estrutural AB 
sofrerá flambagem, caso a carga distribuída seja u” = 2 kN/m. 
Use um fator de segurança FS = 1,5 contra flambagem. 
E a = 200 GPa eo, = 360 MPa. 


a 


e Cc 
sm + 
y 
20 mm + 30mm 
X Ex 
a 20 mm 


Problema 13.133 


OBJETIVOS DO CAPÍTULO 


Neste capítulo, mostraremos como aplicar métodos de energia para resolver problemas que envolvam defle- 
xão. O capítulo começa com uma discussão de trabalho e energia de deformação, seguida pelo desenvolvi- 
mento do princípio da conservação de energia. Usando esse princípio, determinaremos a tensão e a deflexão 
de um elemento estrutural quando submetido a impacto. Em seguida, serão desenvolvidos o método do 
trabalho virtual e o teorema de Castigliano, e esses métodos serão usados para determinar o deslocamento 
e a inclinação em pontos sobre elementos estruturais e mecânicos. 


Trabalho externo e 
energia de deformação 


14.1 


Antes de desenvolver qualquer dos métodos de 
energia utilizados neste capítulo, definiremos o tra- 
balho provocado por uma força interna e momento e 
mostraremos como expressá-lo em relação à energia 
de deformação de um corpo. As formulações que se- 
rão apresentadas nesta e na próxima seção proporcio- 
narão a base para a aplicação dos métodos de trabalho 
e energia que se seguem por todo o capítulo. 


PI 


A Ay 


(c) 
Figura 141 


Trabalho de uma força. Em mecânica, uma 
força realiza trabalho quando sofre um deslocamento 
dx que está na mesma direção dela. O trabalho rea- 
lizado é um escalar, definido como dU, = F dx. Se o 
deslocamento total for x, o trabalho torna-se 


v= [ras 
0 


Para mostrar como aplicar essa equação, calculare- 
mos o trabalho realizado por uma força axial aplicada à 
extremidade da barra mostrada na Figura 14.1a. À medi- 
da que a intensidade de F aumenta gradualmente de zero 
até algum valor limite F = P, o deslocamento final da 
extremidade da barra torna-se À. Se o material compor- 
tar-se de maneira linear elástica, a força será diretamente 
proporcional ao deslocamento; isto é,F = (P/A)x. Substi- 
tuindo na Equação 14.1 e integrando de O a A, obtemos 


(14.1) 


U, = E 


; (14.2) 


Portanto, à medida que a força é gradualmente apli- 
cada à barra, sua intensidade aumenta de zero até al- 
gum valor P e, por consequência, o trabalho realizado 
é igual à intensidade média da força, P/2, vezes o des- 
locamento total À. Podemos representar isso grafica- 
mente como a área sombreada mais clara do triângulo 
na Figura 14.1c. 

Entretanto, suponha que P já está aplicada à barra 
e que outra força P' é aplicada, de modo que a extre- 
midade da barra desloca-se por uma quantidade adi- 
cional A' (Figura 14.1b). Então, o trabalho realizado 
por P (não P” quando a barra sofre esse deslocarnen- 
to adicional À" é 


Ui = Pá! (14.3) 
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Nessa expressão, o trabalho representa a área re- 
tangular sombreada mais escura na Figura 14.1c. Nesse 
caso, P não muda de intensidade, visto que o desloca- 
mento da barra À' é provocado somente por P”. Por- 
tanto, aqui o trabalho é simplesmente a intensidade da 
força P vezes o deslocamento A. 

Em resumo, quando uma força P é aplicada à bar- 
ra, seguida pela aplicação da força P',o trabalho total 
realizado por ambas as forças é representado pela área 
do triângulo inteiro na Figura 14.1c. A área triangular 
mais clara representa o trabalho de P que é provocado 
por seu deslocamento A. A área triangular sombreada 
mais escura representa o trabalho de P”, visto que essa 
força desloca-se A';e, por fim, a área retangular escura 
representa o trabalho adicional realizado por P quan- 
do P desloca-se À', em razão de P”. 


Trabalho de um momento. Um momento M 
realiza trabalho quando sofre um deslocamento rota- 
cional d9 ao longo de sua linha de ação. O trabalho 
realizado é definido como dU, = M do (Figura 14.2). 
Se o ângulo total de deslocamento rotacional for 6 rad, 


o trabalho torna-se 
9 
= K M do 
0 


Como ocorreu no caso da força, se o momento for apli- 
cado a um corpo que tenha comportamento de material 
linear elástico, tal que sua intensidade aumente gradual- 
mente de zeroem 6 = 0a Mem 6, então o trabalho será 


(14.4) 


1 
U,= 2M0 


Todavia, se o momento já estiver aplicado ao corpo e 
outras cargas provocarem rotação adicional 6" ao cor- 
po, então o trabalho será 


U; =M09' 


(14,5) 


Energia de deformação. Quando cargas são 
aplicadas a um corpo, elas deformam o material. Con- 
tanto que nenhuma energia seja perdida sob forma de 
calor, o trabalho externo realizado pelas cargas será 
convertido em trabalho interno denominado energia 
de deformação. Essa energia, que se apresenta sempre 
positiva, é armazenada no corpo e provocada pela ação 
da tensão normal ou da tensão de cisalhamento. 


é M 
Figura 14.2 


Figura 14.3 


Tensão normal. Se o elemento de volume mostrado na 
Figura 14.3 for submetido à tensão normalo.,a força cria- 
da nas faces superior e inferior é dF, = o dA = o dxdy.Se 
essa força for aplicada gradualmente ao elemento, como 
a força P que discutimos anteriormente, sua intensidade 
aumentará de zero a dF., enquanto o elemento sofrerá 
um deslocamento dA, = e dz. Portanto, o trabalho reali- 
zado por dF, é dU, = a LdF, dA = +, dx dyJe, d.. Visto 
que o volume do elemento é dV = dx dy dz, temos 


1 
dU, = >o,e,dV 


a (14.6) 


Observe que U, é sempre positivo, mesmo que o, seja 
uma força de compressão, uma vez que o e e. estarão 
sempre na mesma direção. 

Então, em geral, se o corpo for submetido somente 
a uma tensão normal uniaxial o, que age em uma dire- 
ção específica, a energia de deformação no corpo será 


(14.7) 


Além disso, se o material comportar-se de maneira li- 
near elástica, a lei de Hooke, o = Ee, é aplicável e, 
portanto, podemos expressar a energia de deformação 
em termos da tensão normal como 


= [Ear 


Tensão de cisalhamento. Uma expressão da 
energia de deformação semelhante à da tensão normal 
também pode ser estabelecida para o material quando 
ele é submetido à tensão de cisalhamento. Considere 
o elemento de volume mostrado na Figura 14.4. Nesse 
caso, a tensão de cisalhamento provoca a deformação 
do elemento de modo tal que somente a força de cisa- 
lhamento dF = r(dx dy), que age sobre a face superior 
do elemento, desloca-se y d, em relação à face infe- 
rior. As faces verticais só giram, portanto as forças de 


(148) 


Figura 14,4 


cisalhamento nessas faces não realizam nenhum traba- 
lho. Por consequência, a energia de deformação arma- 
zenada no elemento é 


1 
dU; = alrldx dy))y dz 
ou 


1 
dU, = 20% dV (14.9) 
onde dV = dx dy dz é o volume do elemento. 
Integrando sobre todo o volume do corpo para obter 
a energia de deformação armazenada no corpo, temos 


Ty 
U, = [Za 
ao 


Como ocorreu no caso da tensão normal, a energia de 
deformação por cisalhamento é sempre positiva, visto 
que 7 e y estão sempre na mesma direção. Se o mate- 
rial for linear elástico, aplicando-se a lei de Hooke, y = 
T/G, podemos expressar a energia de deformação em 
termos da tensão de cisalhamento como 


(14.10) 


Ui= [267 (14.11) 


MérToDOS DE ENERGIA 521 


Na próxima seção, usaremos as equações 14.8 e 
14.11 para obter expressões formais para a energia 
de deformação armazenada em elementos estruturais 
submetidos a vários tipos de carga. Isso feito, podere- 
mos desenvolver os métodos de energia necessários 
para determinar o deslocamento e a inclinação em 
pontos sobre um corpo. 


Tensão multiaxial. O desenvolvimento anterior 
pode ser ampliado para determinar a energia de de- 
formação em um corpo quando ele é submetido a um 
estado geral de tensão (Figura 14.5a). As energias de 
deformação associadas a cada componente da tensão 
normal e da tensão de cisalhamento podem ser obti- 
das pelas equações 14.6 e 14.9. Como a energia é um 
escalar, a energia total de deformação no corpo é, por- 
tanto, 


1 1 1 
U, = 4 294€x + 377 + 297 


1 1 1 
+ 27Yxy EE 2a + des] dV (14.12) 
As tensões podem ser eliminadas usando-se a forma 
generalizada da lei de Hooke dada pelas equações 
10.18 e 10.19. Após substituir e reunir termos, temos: 


1 
U, = feto? + oe + o?) 


v 
- Eloy Ea Aos) 


lapis : ; 
“56 (To) + Ty + Trz Jay (14.13) 


(b) 


Figura 14.5 
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Se somente as tensões principais o,,o, e o, agirem 
sobre o elemento (Figura 14.5b), essa equação é redu- 
zida a uma forma mais simples, a saber, 


1 
v= [elottor+os 
i a a l 2 3 ) 


Es Elo + 0,03 + oios))aV (14.14) 


Lembre-se de que usamos essa equação na Seção 10.7 
como base para desenvolver a teoria da energia de dis- 
torção máxima. 


14.2 Energia de deformação 
elástica para vários tipos 
de carga 


Usando as equações para energia de deformação 
elástica desenvolvidas na seção anterior, formulare- 
mos agora a energia de deformação armazenada em 
um elemento estrutural quando submetido a carga 
axial, momento fletor, cisalhamento transversal e mo- 
mento de torção. Daremos exemplos para mostrar 
como calcular a energia de deformação em elementos 
estruturais submetidos a cada uma dessas cargas. 


Carga axial. Considere uma barra de seção trans- 
versal variável ligeiramente cônica, que é submetida 
a uma carga axial que coincide com o eixo centroide 
da barra (Figura 14.6). A força axial interna em uma 
seção localizada à distância x de uma extremidade é 
N. Se a área da seção transversal nessa seção for 4, 
então a tensão normal na seção é o = N/A. Aplicando 


a Equação 14.8, temos 
v- [5 sy 
v2E EA 


Se escolhermos um elemento ou uma lâmina dife- 
rencial com volume dV = A dx,a fórmula geral para a 
energia de deformação na barra será, portanto, 


DU = 
' E 


Lan 
N 
Ch JAR 


(14.15) 


Para o caso mais comum de uma barra prismática 
de área de seção transversal constante 4, comprimen- 
to L e carga axial constante N (Figura 14.7), Equação 
14.15, quando integrada, dá 


(14.16) 


Figura 14.6 
N 
Na. 
E 
L aos É 
Rue Sao 
Figura 14.7 


Por essa equação, podemos ver que a energia de 
deformação elástica da barra aumentará se o compri- 
mento da barra aumentar, ou se o módulo de elastici- 
dade ou a área da seção transversal diminuir. Por exem- 
plo, uma haste de alumínio [E, = 70 GPa] armazenará 
aproximadamente três vezes a quantidade de energia 
armazenada por uma haste de aço [E = 200 GPa] que 
tenha o mesmo tamanho e seja submetida à mesma 
carga. Por outro lado, dobrar a área da seção transver- 
sal de uma determinada haste reduzirá à metade sua 
capacidade de armazenar energia. Os seguintes exem- 
plos ilustram esse ponto numericamente. 


Um dos dois parafusos de aço de alta resistência 4 e B 
mostrados na Figura 14.8 deve ser escolhido para suportar 
uma carga de tração repentina. Para escolher, é necessário 
determinar a maior quantidade de energia de deformação 
elástica que cada parafuso pode absorver. O parafuso A tem 
diâmetro de 20 mm por 50 mm de comprimento e diâmetro 
de rosca (ou menor diâmetro) de 18 mm dentro da região 
rosqueada de 6 mm. O parafuso B tem roscas 'recalcadas”, 
de modo tal que o diâmetro em todo o seu comprimento 


Figura 14.8 


de 56 mm pode ser considerado como 18 mm. Em ambos 
os casos, despreze o material extra que compõe as roscas. 
Considere E, = 210(10º) MPa, o", = 310 MPa. 


SOLUÇÃO 
Parafuso A. Seo parafuso for submetido à tração máxima, 


ocorrerá uma tensão máxima o, = 310 N/mm? na região de 6 
mm. Essa força de tração é 


2 
Paso A = 310 sima) | 


2 


= 78.886 N = 78,89 kN 


Aplicando a Equação 14.16 a cada região do parafuso, 
temos 


NºL 
U= 5 


889 XICNÊÇO mm) 
2[m(20 mm/2)|[210(10º) N/mm?] 


(78,89 x 10º NJ (6 mm) 
2[m(18 mm/2) [210(10º) N/mm?] 


= 2.707,8 N : mm = 2,708 N :m = 2,708 J Resposta 


Parafuso B. Aqui consideramos que o parafuso tem diã- 
metro uniforme de 18 mm em todo o seu comprimento de 56 
mm. Além disso, pelos cálculos acima, ele pode suportar uma 
força de tração máxima P.. = 78,89 kN. Logo, 


máx 


uv - NL (1889 x 10º NÊ(56 mm) 
“ 24E  Am(18mm/2)][210(10º) N/mm?] 
3.26L,0N:mm = 3,26Nm = 326] 


Resposta 


OBSERVAÇÃO: Por comparação, o parafuso B pode absor- 
ver 20% mais energia elástica do que o parafuso 4, porque 
tem seção transversal menor ao longo de sua haste. 


Momento fletor. Visto que um momento fletor 
aplicado a um elemento estrutural prismático reto 
desenvolve nele uma tensão normal, podemos usar a 
Equação 14.8 para determinar a energia de deforma- 
ção armazenada no elemento estrutural decorrente da 
flexão. Por exemplo, considere a viga assimétrica mos- 
trada na Figura 14.9. Aqui, o momento interno é M e 
a tensão normal que age sobre o elemento arbitrário à 
distância y do eixo neutro é o = My/T. Se o volume do 
elemento for dV = dA dx, onde dA é a área de sua face 
exposta e dx seu comprimento, a energia de deforma- 
ção elástica na viga é 
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y 


ou 


La 
M B) 
U, = ! SE 14) dx 


Percebendo que a integral de área representa o 
momento de inércia da viga em torno do eixo neutro, 
o resultado final pode ser escrito como 


U LM dx 
Edo DEI (1417) 


Portanto, para se obter a energia de deformação, em 
primeiro lugar temos de expressar o momento interno 
em função de sua posição x ao longo da viga, e então 
efetuar a integração sobre o comprimento total da viga.” 
Os exemplos a seguir ilustram esse procedimento. 


Determine a energia de deformação elástica provocada 
pela flexão da viga em balanço, se ela for submetida à carga 
distribuída uniforme w (Figura 14.10a). El é constante. 


SOLUÇÃO 


O momento interno na viga é determinado estabelecendo-se 
a coordenada x com origem no lado esquerdo. O segmento à 
esquerda na viga é mostrado na Figura 14.10b. Temos 


x 
M +wx=)=0 
(5) 


(+2Mna = 0; 


Lembre-se de que a fórmula da flexão, como aplicada aqui, tam- 
bém pode ser usada com exatidão justificável para determinar a 
tensão em vigas ligeiramente cônicas. (Veja a Seção 6.4.) Portan- 
to, em sentido geral, / na Equação 14.17 também pode ser expres- 
so em função de x. 
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nx Wx 


(b) (c) 


Figura 14.10 


Aplicando a Equação 14.17, obtemos 


E “M dx = | totaioi ow E o 
6 do DEL dh 2EI oro Pa 
ou 
w2Lô 
'CAQEI Resposta 


Também podemos obter a energia de deformação usan- 
do uma coordenada x que tenha origem no lado direito da 
viga e prolonga-se para o lado positivo à esquerda (Figura 
14.10c). Nesse caso, 


x L 
(ZM = O -M m(2) + wL(x) — = =0 


Aplicando a Equação 14.17, obtemos o mesmo resultado an- 
terior. 


Determine a energia de deformação por flexão na região 
AB da viga mostrada na Figura 14.11a. El é constante. 


SOLUÇÃO 


Um diagrama de corpo livre da viga é mostrado na Figura 
14.115. Para obter a resposta, podemos expressar o momen- 
to interno em termos de qualquer uma das três coordenadas 
“x indicadas e, a seguir, aplicar a Equação 14.17. Agora con- 
sideraremos cada uma dessas soluções. 


0 =x, = L. Pelo diagrama de corpo livre da seção na Figura 
14.11c, temos 


(c) (d) 


Figura 14.11 


(HZMna SO; M, + Px, =0 
M, = —Px 
U, = Mi dx Eis Pri) 
' 2EI 0 2EI 
PE 
= GET Resposta 


0 = x, = L. Usando o diagrama de corpo livre da seção na 
Figura 14.11d, obtemos 


L+EM ya = 0; M, +2P(x,)) — P(x) + L) = 0 
M, Tr P(x, a L) 
é Mº dx “[P(x, — D)P dx, 
2EI 5 2EI 
P?Iê 
> “6EI Resposta 


L<=x,S 2L.Pelo diagrama de corpo livre na Figura 14.11e, 
temos 


+EMya = 0; Ms k 2P(x3 L) P(x3) = 0 
Ms = P(xa E 2L) 
E Mº dx 2 [P(x3 — 21)P dx, 
; 2EI Ê 2EI 
PAL: 
> CEI Resposta 


OBSERVAÇÃO: Esse exemplo e o anterior indicam que a 
energia de deformação para a viga pode ser calculada por 
meio de qualquer coordenada x adequada. Basta integrar na 
faixa da coordenada onde a energia interna deve ser deter- 
minada. Aqui, a escolha de x, dá a solução mais simples. 


Cisalhamento transversal. A energia de de- 
formação decorrente da tensão de cisalhamento em 
um elemento de uma viga pode ser determinada pela 


Figura 14.12 
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Equação 14.11. Aqui consideraremos que a viga é pris- 
mática e tem um eixo de simetria em torno do eixo 
y como mostra a Figura 14.12. Se o cisalhamento in- 
terno na seção x for V, a tensão de cisalhamento que 
age sobre o elemento de volume de material, que tem 
comprimento dx e área dA, é 1 = VQ/Tt. Substituindo 
na Equação 14.11, a energia de deformação para o ci- 
salhamento torna-se 


2 1 a) 
U, = La - [5 m) dA dx 
E 
xl f Qda as 


es 
0 


A integral entre parênteses é calculada em toda a área 
da seção transversal da viga. Para simplificar essa ex- 
pressão, definiremos o fator de forma para cisalhamen- 
to como 


o? 


Ra 


fs = EA (14.18) 


Substituindo na equação acima, obtemos 


(14.19) 


O fator de forma definido pela Equação 14.18 é um 
número adimensional exclusivo para cada área de se- 
ção transversal específica. Por exemplo, se a viga tiver 
uma seção transversal retangular com largura b e altu- 
ra h (Figura 14.13), então 


t=b 
A =bh 
e 
[= q2!h 


Figura 14.13 
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ova (+ MBAs) 
-5(E ) 
214 


Substituindo esses termos na Equação 14.18, obtemos 
h/2 42 2 2 
bh b” [h 6 
fL=a =| EE -soar-ó 
(55 bh ) (772 

O fator de forma para outras seções pode ser deter- 
minado de maneira semelhante. Uma vez obtido, esse 
número é substituído na Equação 14.19 e, a seguir, a 


energia de deformação para o cisalhamento transver- 
sal pode ser calculada. 


(1420) 


Determine a energia de deformação na viga em balanço de- 
corrente de cisalhamento, se a viga tiver seção transversal 
quadrada e for submetida a uma carga distribuída uniforme 
w (Figura 14.144). El e G são constantes. 


SOLUÇÃO 


Pelo diagrama de corpo livre de uma seção arbitrária (Figura 
14.14b) temos 


—V — wx = 0 
V = —wx 


+1ZF,=0; 


Como a seção transversal é quadrada, o fator de forma f = 
é (Equação 1420), portanto a Equação 14.19, torna-se 


(Ues [ea did = E E dx 
ou 
(Ud = EL Resposta 
w 
Ian! 
L j 
(a) 


(b) 
Figura 14.14 


Usando os resultados do Exemplo 14.2,com 4 = q2, J = 1 
a*, a relação entre energia de deformação por cisalhamento 
e energia de deformação por flexão é 


(U e = 
(U))y 


w2Lê/SGa? (2) E 
wiLSja0E( ba!) 3AL/ G 


Visto que G = El +v)ev= - (Seção 10.6), temos como 
limite superior E = 3G, de modo que 


(Ud (2) 

(Ui); L 

OBSERVAÇÃO: Podemos ver que essa relação aumentará 
à medida que L diminuir. Todavia, mesmo para vigas muito 
curtas, para as quais, digamos, L = 5a, a contribuição dada 
pela energia de deformação por cisalhamento é somente 8% 
da energia de deformação por flexão. Por essa razão, a ener- 


gia de deformação por cisalhamento armazenada em vigas é 
normalmente desprezada na análise de engenharia. 


Momento de torção. Para determinar a ener- 
gia de deformação interna em um eixo ou tubo circular 
decorrente de um momento de torção aplicado, temos 
de aplicar a Equação 14.11. Considere o eixo ligeira- 
mente cônico na Figura 14.15. A seção do eixo tomada 
à distância x de uma extremidade é submetida a um 
torque interno T. A distribuição de tensão de cisalha- 
mento que provoca esse torque varia linearmente em 
relação ao centro do eixo. No elemento de comprimen- 
to arbitrário dx e área dA, a tensão é 1 = Tp/J. Assim, a 
energia de deformação armazenada no eixo é 


Tê 1 (72) 
=[—aV= |[>—(—| dAdx 
a Es o ER Pa 
Ly 
E 2 
Ei dA|dx 
/ Dal fo 


Visto que a integral de área representa o momento po- 
lar de inércia J para o eixo na seção, o resultado final 
pode ser escrito como 


L 5 

T 
lu 
e: l IG 


(1421) 


Figura 14.15 


AA 


Figura 14.16 


O caso mais comum ocorre quando o eixo (ou 
tubo) tem uma área de seção transversal constante e 
o torque aplicado é constante (Figura 14.16). Logo, a 
integração da Equação 14.21 dá 


(14.22) 


Por essa equação, podemos concluir que, do mesmo 
modo que ocorre com um elemento estrutural subme- 
tido a carga axial, a capacidade de absorção de ener- 
gia de um eixo submetido à carga de torção diminui 
quando o diâmetro do eixo aumenta, visto que isso 
aumenta J. 

Se a seção transversal do eixo tiver alguma outra 
forma que não a circular ou tubular, a Equação 14.22 
deve ser modificada. Por exemplo, se for retangular 
com dimensões h > b, por meio de uma análise ma- 
temática baseada na teoria da elasticidade, pode-se 
demonstrar que a energia de deformação no eixo é 
determinada por 
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TºL 


Eee 14.23 
2CbhG 


i 


onde 


1/16 b bp! N 
CG = 
AE saa6b(1 ima ) | (1424) 


O exemplo a seguir ilustra como determinar a 
energia de deformação em um eixo decorrente de uma 
carga de torção. 


O eixo tubular na Figura 14.17a está engastado na pare- 
de e é submetido aos dois torques mostrados. Determine a 
energia de formação armazenada no eixo decorrente dessa 
carga. G = 75 GPa. 


SOLUÇÃO 


Usando o método das seções, determinamos em primeiro 
lugar o torque interno dentro das duas regiões do eixo 
onde ele é constante (Figura 14.17b). Embora esses tor- 
ques (40 N: me 15 N-m) estejam em direções opostas, isso 
não terá consequência para a determinação da energia de 
deformação, visto que o torque é elevado ao quadrado na 
Equação 14.22. Em outras palavras, a energia de deforma- 
ção é sempre positiva. O momento polar de inércia para 
o eixo é 


1 = (008 m)! — (0,065 m)'] = 36,30(1079) m 


(b) 


Figura 14.17 
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º A força realiza trabalho quando se move poi 
mente de zero a Fo fabalho é é Ve “o a 
então U = FA. 


s Um. momento realiza trabalho qd se move por 


.º Energia de deformação resulta do trabalho intern da ten nor al e de cis: aa Ela É sempre uma quan. 
tidade positiva. os 
e A energia de deformação pode ser Clacionado com as cargas inferdas resultantes N, VMeT 
“ medida que º a. da viga aumenta, a energia de o provocada por Hexão torna-se muito maior 


Aplicando a Equação 14.22, temos 


Omi 25 mm 
15 mm SkN € D 
o kN 
” TºL A B| 
Sus 2GJ 3kN <=. di 
(40 N-m)*(0,750 m) 
+ 300 mm — 400 mm [200 mm 


2[75(10º) N/m?]36,30(109) m? 


(15 N-m)2(0,300 m) Problema 14.3 
2[75(10º) N/m?]36,30(10"%) m? 


“14.4. Determine a energia de deformação por torção no 


=2334] espiao eixo de aço A-36. O eixo tem raio de 40 mm. 


14.1. Um material é submetido a um estado plano de ten- 
são geral. Expresse a densidade de energia de deformação 
em termos das constantes elásticas E, G e v e das componen- 
tes da tensão 0.0, CT, 


Problema 14.4 


14.5. Determine a energia de deformação por torção no 
eixo de aço A-36. O eixo tem raio de 30 mm. 


Problema 14.1 


14.2. A densidade de energia de deformação deve ser a 
mesma, quer o estado de tensão seja representado por o ,,0, 
e 7, quer pelas tensões principais o, e o,. Sendo esse o caso, 
iguale as expressões da energia de deformação para cada um 
desses dois casos e mostre que G = EM2(1 + v)]. 


Problema 14.5 


14.3. Determine a energia de deformação no conjunto de : , ) º 
hastes. A porção AB é de aço, BC de latão e CD de alumínio. 14.6. Determine a energia de deformação por flexão na 
E, = 200 GPa, E, = 101 GPae E, = 73,1 GPa. viga. EI é constante. 


aço 


[ferem Ps 


Problema 14.6 


14.7. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga de perfil W250 x 18 de aço estrutural A-36. Obtenha a 
resposta usando as coordenadas (a) x ex, e (b)x,e x, 


30 kN 


4ám 


Problema 14.7 


“14.8. Determine a energia de deformação total 
axial e por flexão na viga de aço A-36. 4 = 2.300 mm?, 
1 = 9,5(10%) mm, 


1,5 KN/m 


15 kN 


Problema 14.8 


14.9. Determine a energia de deformação total axial e por 
flexão na viga de perfil W200 x 86 de aço estrutural A-36. 


25 kN 


Problema 14.9 


14.10. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga. El é constante. 


Mo 4 eis e Mo 


L L É 


Problema 14.10 
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14.11. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga de aço A-36 decorrente da carga mostrada. Obtenha a 
resposta usando as coordenadas (a) x ex, e(b)x,ex,.1 = 
21(10)mm', 


120 kN/m 


k 3m ia E m 


Problema 14,11 


“14.12. Determine a energia de deformação por flexão 
na viga em balanço decorrente de uma carga uniforme w. 
Resolva o problema de dois modos. (a) Aplique a Equa- 
ção 14.17. (b) A carga w dx que age sobre um segmento dx 
da viga é deslocada à distância y, onde y = w(— xº + 41x 
—-3LY/(24ED), a equação da linha elástica. Por consequência, 
a energia de deformação interna no segmento diferencial dx 
da viga é igual ao trabalho externo, isto é, dU, = am dx) 
(=y). Integre essa equação para obter a energia de deforma- 
ção total na viga. ET é constante. 


a H EH LH 
| a 


14.13. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga simplesmente apoiada decorrente de uma carga uni- 
forme w. Resolva o problema de dois modos. (a) Aplique a 
Equação 14.17. (b) A carga w dx que age sobre o segmento 
dx da viga é deslocada à distância y, onde y = +55; (-x' + 2Lxº 
— [º'x?),a equação da linha elástica. Por consequência, a ener- 
gia de deformação interna no segmento diferencial dx da viga 
é igual ao trabalho externo, isto é, dU, = (w dx)(—y). Integre 
essa equação para obter a energia de deformação total na 
viga. ET é constante. 


ORE 
, a gg | 


14.14. Determine a energia de deformação por cisalhamen- 
to na viga. A viga tem seção transversal retangular de área À, 
e o módulo de cisalhamento é G. 


530 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


Problema 14.14 


14.15. A coluna de concreto contém seis hastes de reforço 
feitas de aço, com 25 mm de diâmetro. Se ela suporta uma 
carga de 1.500 kN, determine a energia de deformação na 
coluna. Es = 200 GPa, E = 25 GPa. 


1.500 kN 


300 mm=& 2 


1,5m 


RE 
Problema 14.15 


“14.16. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga e a energia de deformação axial em cada uma das duas 
hastes. A viga é feita de alumínio 2014-T6 e tem seção transver- 
sal quadrada de 50 mm por 50 mm. As hastes são feitas de aço 
A-36 e têm seção transversal circular com 20 mm diâmetro. 


Problema 14.16 


14.17. Determine a energia de deformação por flexão na 
viga, decorrente da carga distribuída. E] é constante. 


Problema 14.17 


14.18. A viga mostrada na figura é cônica ao longo de sua 
largura. Se uma força P for aplicada a sua extremidade, de- 
termine a energia de deformação na viga e compare esse re- 
sultado com o de uma viga que tenha uma seção transversal 
retangular constante de largura b e altura h. 


es 


Problema 14.18 


14.19. O parafuso tem diâmetro de 10 mm e o elo 4B tem 
seção transversal retangular de 12 mm de largura por 7 mm 
de espessura. Determine a energia de deformação no elo de- 
corrente de flexão e no parafuso decorrente de força axial. 
O parafuso é apertado de modo que tenha tração de 500 N. 
Ambos os elementos estruturais são feitos de aço A-36. Des- 
preze o furo no elo. 


>| 


r— 60 mm 


Problema 14,19 


“14.20. A viga de aço está apoiada sobre duas molas, cada 
uma com rigidez k = 8 MN/m. Determine a energia de de- 
formação em cada uma das molas e a energia de deformação 
por flexão na viga. E, = 200 GPa, 7 = 5(10)mmº. 


Problema 14.20 


14.21. Determine a energia de deformação por flexão na 
haste de aço A-36 com 50 mm de diâmetro decorrente da 
carga mostrada. 


0,6m 


400 N =| 


Problema 14.21 


14.22. A barra de aço A-36 é composta por dois segmentos, 
um com seção transversal circular de raio r e outro com se- 
ção transversal quadrada. Se for submetida à carga axial P, 
determine as dimensões a do segmento quadrado, de modo 
que a energia de deformação dentro desse segmento seja a 
mesma que no segmento circular. 


aii e é 
E LE ; 


Problema 14.22 


14.23. Considere o tubo de parede fina da Figura 5.30. Use a 
fórmula para tensão de cisalhamento, 7. = T/2tA,, (Equação 
5.18), e a equação geral da energia de deformação por cisa- 
lhamento (Equação 14.11), para mostrar que a torção do tubo 
é dada pela Equação 5.20. Dica: iguale o trabalho realizado 
pelo torque T à energia de deformação no tubo, determinada 
pela integração da energia de deformação para um elemento 
diferencial (Figura 14.4), sobre o volume de material. 


14.3 Conservação de energia 


Todos os métodos de energia usados em mecânica 
baseiam-se em um equilíbrio de energia, muitas vezes 
denominado conservação de energia. Neste capítulo, 
somente a energia mecânica será considerada no equi- 
líbrio de energia; isto é, aquela desenvolvida por ca- 
lor, reações químicas e efeitos eletromagnéticos será 
desprezada. Como resultado, se uma carga for aplicada 
lentamente a um corpo, de modo que a energia ciné- 
tica também possa ser desprezada, as cargas externas 
tendem a deformar o corpo fisicamente, de modo que 
as cargas realizam trabalho externo U, à medida que 
são deslocadas. Esse trabalho externo provocado pelas 
cargas transforma-se em trabalho interno ou energia 
de deformação U,, que é armazenada no corpo. Além 
do mais, quando se removem as cargas, a energia de 
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deformação restitui o corpo à posição original não de- 
formada, desde que o limite de elasticidade do mate- 
rial não seja ultrapassado. Portanto, a conservação de 
energia para o corpo pode ser expressa matematica- 
mente como 


Pe (14.25) 
Mostraremos agora três exemplos de como essa equa- 
ção pode ser aplicada para determinar o deslocamento 
de um ponto sobre um elemento estrutural ou estrutura 
deformável. Como primeiro exemplo, considere a treli- 
ça na Figura 14.18 sujeita à carga conhecida P. Contanto 
que P seja aplicada de modo gradual, o trabalho externo 
realizado por P é determinado pela Equação 14.2, isto é, 
e > PA, onde À representa o deslocamento vertical da 
treliça na articulação onde se aplica P. Considerando que 
P desenvolve uma força axial N em um determinado ele- 
mento estrutural, a energia de deformação armazenada 
nesse elemento é determinada pela Equação 14.16, isto 
é, U, = NºL/2AE. Somando as energias de deformação 
para todos os elementos da treliça, podemos escrever a 
Equação 14.25 como 


1 2. 
Lia =p NL 


14.26 
2 2AE ( ) 


Uma vez determinadas as força internas (N) em to- 
dos os elementos da treliça e calculados os termos à 
direita, é possível determinar o deslocamento desco- 
nhecido 4. 

Como segundo exemplo, considere determinar o 
deslocamento vertical À sob a carga conhecida P que 
age sobre a viga na Figura 14.19. Novamente, o trabalho 
externo é U, = - PA. Contudo, nesse caso, a energia 


P 
Figura 14.18 


Figura 14.19 
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de deformação seria o resultado das cargas do cisa- 
lhamento e momentos internos provocados por P. Em 
particular, a contribuição da energia de deformação 
decorrente do cisalhamento é desprezada na maioria 
dos problemas de deflexão em vigas, a menos que a 
viga seja curta e suporte uma carga muito elevada. 
(Veja o Exemplo 14.4.) Por consequência, a energia 
de deformação da viga será determinada somente pelo 
momento fletor interno M e, portanto, pela Equação 
14.17, pode-se escrever a Equação 14.25 de modo sim- 
bólico como 


=Pa = [x Max (14.27) 
Desde que M seja expresso em função da posição e 
que a integral seja calculada, pode-se determinar A. 

Como último exemplo, consideraremos uma viga 
carregada por um momento M,, como mostrado na 
Figura 14.20. Esse momento provoca o deslocamen- 
to rotacional 6 no ponto de sua aplicação. Visto que o 
momento só realiza trabalho quando gira, pela Equa- 
ção 14.5,0 trabalho externo é U = - M,). Portanto, a 
Equação 14.25 torna-se 


= MO = [E Md 


Aqui a energia de deformação é determinada como re- 
sultado do momento fletor interno M provocado pela 
aplicação do momento M,. Uma vez que M tenha sido 
expresso em função de x e a energia de deformação 
calculada, pode-se calcular 0. 

Em cada um desses exemplos, deve-se observar que 
a aplicação da Equação 14.25 é bastante limitada, porque 
somente uma única força interna ou momento interno 
deve agir sobre o elemento estrutural ou estrutura. Em 
outras palavras, o deslocamento só pode ser calculado no 
ponto e na direção da força externa ou do momento ex- 
terno. Se mais de uma força externa ou momento externo 
fosse aplicado, o trabalho externo de cada carga envol- 
veria seu deslocamento desconhecido associado. O re- 
sultado é que todos esses deslocamentos desconhecidos 
não poderiam ser determinados, visto que há somente 
uma Equação 14.25 disponível para a solução. Embora a 
aplicação da conservação de energia como descrita aqui 
tenha essas restrições, ela serve como introdução aos mé- 
todos de energia mais gerais, que consideraremos no res- 
tante deste capítulo. 


(14.28) 


Figura 14.20 


Nas seções posteriores, mostraremos especificamente 
que, modificando o método de aplicação do princípio 
de conservação de energia, poderemos realizar uma 
análise completamente geral da deflexão de um ele- 
mento estrutural ou estrutura. 


A treliça de três barras na Figura 14.21a está sujeita à 
uma força horizontal de 20 kN. Se a área da seção transver- 
sal de cada elemento estrutural for 100 mm?, determine o 
deslocamento horizontal no ponto B. E = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 

Podemos aplicar a conservação de energia para resolver esse 
problema porque somente uma única força externa age so- 
bre a treliça e o deslocamento exigido está na mesma direção 
da força. Além disso, as forças de reação na treliça não reali- 
zam nenhum trabalho, visto que elas não são deslocadas. 


Usando o método dos nós, a força em cada elemento é 
determinada como mostram os diagramas de corpo livre dos 
pinos em Be C (Figura 14.21b). 


Aplicando a Equação 14.26, temos 


(11,547 x 10))2(1 m) 
2AE 


1 
= (20 X 10º NXAg) - 


+ (23,094 x 10 NJ(2m) : [-20(10º) NJ2(1,732 m) 
2AE 2AE 


94.640,0 N.m 


A = 
( B)h AE 


(a) 


> 20) KN 


ú 


Mc =20kN 


60º Nac = 23,094 kN 
Mg = 11,547 kN 

(b) 
Figura 14.21 


Observe que, como N é elevada ao quadrado, não importa 
se um determinado elemento estrutural está sob tração ou 
compressão. Substituindo 4 e E pelos dados numéricos res- 
pectivos, obtemos 


94.640,0 Nem 
(Ap), = 2 2 9 2 
(100mm?Y1 m/1.000 mm)?200(10º) N/m 

= 473 x 10º m = 473mm > 


Resposta 


A viga em balanço na Figura 14.22a tem seção trans- 
versal retangular e está sujeita a uma carga P em sua 
extremidade. Determine o deslocamento da carga. El é 
constante. 


P 


[in 
b 


| Á 


E x 


V=-P 
(b) 
Figura 14.22 


SOLUÇÃO 


O cisalhamento interno e o momento interno na viga em 
função de x são determinados pelo método das seções (Fi- 
gura 14.22b). 


Quando da aplicação da Equação 14.25, consideraremos 
a energia de deformação decorrente de cisalhamento e fle- 
xão. Usando as equações 14.19 e 14.17, temos 


LM? dx 
2EI 


RD do 
2 o 264 -b 


apena dx JE 


O primeiro termo no lado direito dessa equação representa a 
energia de deformação decorrente do cisalhamento, enquan- 
to o segundo é a energia de deformação decorrente da flexão. 
Como afirmamos no Exemplo 14.4, para a maioria das vigas, 
a energia de deformação por cisalhamento é muito menor do 
que a energia de deformação por flexão. Para mostrar quan- 
do isso ocorre para a viga na Figura 14.22a, exige-se que 


(Px)? dx Eq CA a ( 
2EI SGA 6EI 


(9) 
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SPL (PL 
5 GA CGEI 
E se E 
5 G(bh) cElS(bh?)] 
Et 
56 Eh 


Como E = 3G (veja o Exemplo 14.4), 


2 
09 «(£) 
h 


Por consequência, se A for pequena e L relativamente longo 
(em comparação com A), a viga torna-se esbelta e a energia 
de deformação por cisalhamento pode ser desprezada. Em 
outras palavras, a energia de deformação por cisalhamento 
torna-se importante somente para vigas curtas e largas. Por 
exemplo, vigas para as quais L = Sh têm 28 vezes mais ener- 
gia de deformação por flexão do que energia de deformação 
por cisalhamento, portanto desprezar a energia de defor- 
mação por cisalhamento representa um erro de aproxima- 
damente 3,6%. Com isso em mente, a Equação 1 pode ser 
simplificada para 


1 pr 
>PA = E 
2 6EI 
De modo que 
À = RE R t 
> SEI esposta 


“14.24. Determine o deslocamento horizontal da articula- 
ção C. AE é constante. 


Problema 14.24 


14.25. Determine o deslocamento horizontal da articula- 
ção 4. Cada barra é feita de aço A-36 e tem área de seção 
transversal de 950 mm?. 
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Problema 14.29 


14.30. Use o método do trabalho e energia e determine a 
inclinação da viga no ponto B. EI é constante. 


“A B Cc 
Problema 14.25 o A 
| | id da 
14.26. Determine o deslocamento vertical da articulação D. 
AE é constante. A E A dad 
Problema 14.30 
14.31. Determine a inclinação no ponto À da viga. El é 
constante. 
“A B Cc 
Mo + ces lda, 
je pese da gue À 
Problema 14.31 
Problema 14.26 “14.32. Determine o deslocamento do ponto B na viga de 
14.27. Determine a inclinação na extremidade B da viga de alumínio 2014-T6. 
aço A-36. 1 = 80(10)mm!'. 
20 kN 


6 kN.m 
Ah - de= EO 
- 8m ã 
Problema 14.27 
mm 
75 mma (5 mm 
“14.28. Determine o deslocamento do ponto B na viga de ni. an 


aço A-36. 1 = 97,7(10º) mm'. 
Problema 14.32 


14.33. As barras de aço A-36 estão acopladas por pinos em 
C. Se cada uma delas tiver diâmetro de 50 mm, determine o 
deslocamento em E. 


A 
10 kN 
Problema 14.28 
14.29. A viga em balanço tem área de seção transversal re- SS em di p= dn 
tangular 4, momento de inércia 7 e módulo de elasticidade Problema 14.33 


E. Se uma carga P agir no ponto B como mostra a figura, 
determine o deslocamento em B na direção de P, levando 14.34. Determine a deflexão no centro da viga, provocada 
em conta flexão, força axial e cisalhamento. por cisalhamento. O módulo de cisalhamento é G. 


P 
a 
2 2 
Problema 14,34 


14.35. As barras de aço A-36 estão acopladas por pinos em 
Be C. Se cada uma delas tiver diâmetro de 30 mm, determi- 
ne a inclinação em E. 


300 N-m 
B si Cc 
ã E SN ES E D 
E 
| 3m -2m-— 2m —— 3m — 
Problema 14.35 


“14.36. As barras de aço A-36 estão acopladas por pinos em 
B. Se cada uma delas tiver seção transversal quadrada, deter- 
mine o deslocamento vertical em B. 


4kN 
75 mm 
tem 
2 ERA, [1 475mm 


ua 24m cy 3m | | 


Problema 14.36 


14.37. A haste tem seção transversal circular com momen- 
to de inércia 7. Se uma força vertical P for aplicada em 4, 
determine o deslocamento vertical nesse ponto. Considere 
somente a energia de deformação decorrente da flexão. O 
módulo de elasticidade é E. 


Problema 14.37 


14.38. A carga P provoca uma inclinação nas espiras da 
mola equivalente a um ângulo 9 com a horizontal, quando 
a mola é esticada. Mostre que, para essa posição, ocorre um 
torque T = PR cos 8 e momento fletor M = PR sen 6 na 
seção transversal. Use esses resultados para determinar a 
tensão normal máxima no material. 
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14.39. A mola em espiral tem n espiras e constitui-se de um 
material cujo módulo de cisalhamento é G. Determine o 
quanto a mola é esticada quando submetida à carga P. Con- 
sidere que as espiras estão perto uma da outra de modo que 
9=0º.e que a deflexão é provocada inteiramente pela tensão 
de torção na espira. 


Problemas 14.38/39 


14.4 Carga de impacto 


Em todo o texto, consideramos que todas as cargas 
são aplicadas a um corpo de um modo gradual tal que, 
quando elas atingem um valor máximo, permanecem 
constantes ou estáticas. Entretanto, algumas cargas são 
dinâmicas; isto é, variam com o tempo. Um exemplo 
comum é a carga provocada pela colisão de objetos, 
denominada carga de impacto. Especificamente, ocor- 
re impacto quando um objeto atinge outro de modo 
tal que forças de grande intensidade são desenvolvidas 
entre eles durante um período muito curto. 

Se considerarmos que não há perda de energia du- 
rante o impacto, podemos estudar a mecânica do im- 
pacto usando a conservação de energia. Para mostrar 
como isso se dá, em primeiro lugar analisaremos o mo- 
vimento de um sistema simples de bloco e mola, como 
mostra a Figura 14.23. Quando o bloco é solto de sua 
posição de repouso, cai uma distância h, atinge a mola 
e comprime-a uma distância A |. antes de retornar 
momentaneamente à posição de repouso. Se despre- 
zarmos a massa da mola e considerarmos que ela res- 
ponde elasticamente, a conservação de energia exigirá 


Figura 14.23 
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que a energia do bloco que cai seja transformada em 
energia (de deformação) armazenada na mola; ou, 
em outras palavras, o trabalho realizado pelo peso do 
bloco que cai h + À |. é igual ao trabalho necessário 
para deslocar a extremidade da mola por uma quan- 
tidade A |. Como a força em uma mola está relacio- 
nada com À . pela equação F = kA |, onde k é a 
rigidez da mola, aplicando a conservação de energia 
e a Equação 14.2, temos 


U, = U, 
1 
Wí(h =, A ais) z A máx) Ade 
1 
W(h o A ads) = 5 Amas 
2W W 
At k Amáx 2( E ) =0 (1429) 


Essa equação quadrática pode ser resolvida para 
A a À raiz máxima é 


4 wNY É) 
> + — amis 
Amás k (E) ii 2( k d 


Se o peso W for aplicado de modo estático (ou gra- 
dual) à mola, o deslocamento na extremidade da mola 
é A, = Wik. Usando essa simplificação, a equação aci- 
ma torna-se 


Aestt V (Aca)*+ 2h est h 


Ati = 


h 
Amar e ME E 1+ (e )| (14.30) 
est 


Uma vez calculado À | a força máxima aplicada à 
mola pode ser determinada por 


ou 


Eri FE KA ás (14.31) 


Todavia, é preciso entender que essa força e o des- 
locamento associado ocorrem somente em um instante. 
Desde que o bloco não rebata na mola, ele continuará 
a vibrar até que o movimento amorteça e cesse, e o 
bloco repouse em sua posição estática, À |. Observe 
também que, se bloco estiver suspenso um pouco aci- 
ma da mola, h = 0, e for solto, pela Equação 14.30, o 
deslocamento máximo do bloco é 


ia Ei ZA a 


Em outras palavras, quando o bloco for solto da 
posição próxima ao topo da mola (carga aplicada di- 
namicamente),o deslocamento é duas vezes o que se- 


ria, se estivesse apoiado sobre a mola (carga aplicada 
estaticamente). 

Usando uma análise semelhante, também será pos- 
sível determinar o deslocamento máximo da extremi- 
dade da mola, se o bloco estiver deslizando sobre uma 
superfície horizontal lisa a uma velocidade conhecida 
v imediatamente antes de colidir com a mola (Figu- 
ra 14.24). Aqui a energia cinética do bloco; >(W/g)v?, 
é transformada em energia armazenada na mola. Por 
consequência, 


U,=U, 


E di 

(E) = 2 8 Amãx 

= (Wo? 
gk 


Visto que o deslocamento estático no topo da 
mola provocado pelo peso W que repousa sobre ela é 


A = Wik, 
[A gv? 
À mdk E: en 
8 


Os resultados dessa análise simplificada podem ser 
usados para determinar a deflexão aproximada, bem 
como a tensão desenvolvida em um elemento estru- 
tural deformável quando submetido a impacto. Para 
tal, devemos adotar algumas premissas necessárias em 
relação à colisão, de modo que o comportamento de 
corpos em colisão seja semelhante à resposta dos mo- 
delos de bloco e mola que discutimos acima. Por con- 
sequência, consideramos que o corpo em movimento é 
rígido como o bloco, e o corpo estacionário é deformá- 
vel como a mola. Consideramos também que o material 
comporta-se de maneira linear elástica. Além do mais, 
durante a colisão nenhuma energia é perdida sob a 
forma de calor, som ou deformações plásticas localiza- 
das. Quando ocorre colisão, os corpos permanecem em 
contato até que o corpo elástico atinja sua deformação 


(14.32) 


máx 


(14.33) 


Figura 14.24 


Lembre-se de que, na física, a energia cinética é “energia de movi- 
mento”. Na translação de um corpo, ela é determinada por Lv”, 
onde m1 é a massa do corpo, mn = Wg. 


Figura 14.25 


máxima, e, durante o movimento, a inércia ou massa 
do corpo elástico é desprezada. Entenda que cada uma 
dessas premissas levará a uma estimativa conservado- 
ra da tensão, bem como da deflexão do corpo elástico. 
Em outras palavras, seus valores serão maiores do que 
os que realmente ocorrem. 

Alguns exemplos da aplicabilidade dessa teoria são 
mostrados na Figura 14.25. Aqui, um peso conhecido 
(bloco) é solto sobre um poste ou viga, provocando uma 
quantidade máxima de deformação À | . A energia do 
bloco em queda transforma-se momentaneamente em 
energia de deformação axial no poste e em energia de 
deformação por flexão na viga." Embora surjam vibra- 
ções em cada elemento estrutural após o impacto, elas 
tenderão a se dissipar com o passar do tempo. Para de- 
terminar a deformação À |. , poderíamos usar a mesma 
abordagem do sistema bloco e mola, que é escrever a 
equação de conservação de energia para bloco e poste 
ou bloco e viga, e a seguir resolver para À |. Contudo, 
também podemos resolver esses problemas de maneira 
mais direta modelando o poste e a viga por uma mola 


A energia de deformação decorrente de cisalhamento é despreza- 
da pelas razões discutidas no Exemplo 14.4. 
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equivalente. Por exemplo, se uma força P deslocar o 
topo do poste por À = PL/AE, uma mola que tenha 
rigidez k = AE/L seria deslocada pela mesma quanti- 
dade por P, isto é, À = P/k. De modo semelhante, pelo 
Apêndice C, uma força P aplicada ao centro de uma 
viga simplesmente apoiada desloca o centro A = PL* 
48E1 e, portanto, uma mola equivalente teria rigidez 
k = 48ET/L?, Entretanto, na realidade não é necessário 
determinar a rigidez da mola equivalente para aplicar 
a Equação 14.30 ou a Equação 14.32. Para determinar 
o deslocamento dinâmico, À ., basta calcular o deslo- 
camento estático, À... provocado pelo peso W do bloco 
que repousa sobre o elemento estrutural. 

Uma vez determinado À |. ,a força dinâmica máxi- 
ma pode ser calculada por P,, = KA, ,. Se considerar- 
mos que P é uma carga estática equivalente, a tensão 
máxima no elemento estrutural pode ser determinada 
usando-se estática e a teoria da mecânica dos mate- 
riais. Lembre-se de que essa tensão age somente por 
um instante. Na realidade, ondas vibracionais passam 
pelo material e a tensão no poste ou viga, por exemplo, 
não permanece constante. 

À razão entre a carga estática equivalente P. ea 
carga W é denominada fator de impacto, n. Visto que 
Pas TA eW = kA pela Equação 14.30, podemos 
expressá-lo como 


(14.34) 


Esse fator representa a ampliação de uma carga 
estaticamente aplicada, de modo que ela possa ser 
tratada dinamicamente. Usando a Equação 14.34, n 
pode ser calculado para qualquer elemento estrutural 
que tenha uma relação linear entre carga e deflexão. 
Contudo, para um sistema complicado de elementos 
estruturais acoplados, os fatores de impacto são deter- 
minados pela experiência ou por testes experimentais. 
Uma vez determinado n, as tensão e deflexões dinâmi- 
cas são facilmente encontradas pela tensão estática o. 
e deflexão estática À, | provocadas pela carga W, isto é, 
Tu NO CA Ná, 


m t 


um ao 


gido, o material do corpo 
em em contato durante a 


amente, multiplicando-se 
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O tubo de alumínio mostrado na Figura 14.26 é usado 
para suportar uma carga de 600 kN. Determine o desloca- 
mento máximo no topo do tubo, se a carga for (a) aplicada 
gradualmente e (b) aplicada repentinamente soltando-a do 
topo do tubo h = 0. Adote E | = 70(10)N/mm? e considere 
que o alumínio comporta-se elasticamente. 


SOLUÇÃO 


Parte (a). Quando a carga é aplicada gradualmente, o tra- 
balho realizado pelo o peso é transformado em energia de 
deformação elástica no tubo. Aplicando a conservação de 
energia, temos 


UU; 
1 W2L 
2 Whes = 2AÉ 
RE WL 600 kN(240 mm) 
SAE (60 mm)? — (50 mm)?)70 kN/mm? 
= 0,5953 mm Resposta 


Parte (b). Aqui a Equação 14.30 pode ser aplicada, com 
h = 0. Logo, 


Amas = de! + 


= 24,4 = 2(0,5953 mm) 


= 1,1906 mm Resposta 
Por consequência, o deslocamento do peso é duas vezes 
maior do que quando se aplica a carga de forma estática. Em 
outras palavras, o fator de impacto é n = 2 (Equação 14.34). 


Figura 14.26 


A viga de aço A-36 mostrada na Figura 14.27a é um perfil 
W250 x 58. Determine a tensão de flexão máxima na viga 
e sua deflexão máxima, se o peso W = 6.000 N for solto de 
uma altura h = 50 mm sobre a viga. E. = 210(10º)N/mm?. 


SOLUÇÃO | 


Aplicaremos a Equação 14.30. Entretanto, primeiro temos 
de calcular À... Usando a tabela no Apêndice C e os dados 
no Apêndice B para as propriedades de um perfil W250 x 
58, temos 


Wr (6.000 N)[5 m(1.000 mm/mº) 
48EI | 48[210(10º) N/mm?]87,3(10º) mm? 


Áes 


= 0,8523 mm 


— 
Amix = de! E A + (+)| 
Ás 
50 mm 
= 08523mm/1 + [1 +2| 222. || =10,124mm 
ma Í fr ) 


Resposta 


Essa deflexão é provocada por uma carga estática equi- 
valente P,,, determinada por P.. = (48ENLA 


O momento interno provocado por essa carga é máximo 
no centro da viga, de modo que, pelo método das seções (Fi- 
gura 14.27b),M = P, 1/4. Aplicando a fórmula da flexão 
para determinar a tensão de flexão, temos 


Mac Pale. WNEAgé 


Eis z 41 12 


— 12p210(10*) N/mm?1(10,124 mm)(252 mm/2) 
(5 m)(1.000 mm/m)J? 


= 128,58 N/mmº 


Resposta 


Figura 14.27 


, 
É 
| 
| 


SOLUÇÃO II 


Também é possível obter a deflexão dinâmica ou máxima 
A pelos princípios fundamentais. O trabalho externo do 
peso em queda Wé U = W(h + À.) Visto que a viga sofre 


deflexão À ,eP,, = 48EIA, JL, então 
VU. = U, 
1/48EIT Amax 
W(h x Amáx) = 1 (Elas Amáx 


(6.000N)(50 mm + A 


máx ) 


a as[zio(10*) N/mm? (87,3 x 10 aan) 4 
E (5 m)(1.000 mm/m)? ra 


3.519,94424, — 6.000 Ama; — 300.000 = O 
Resolvendo e escolhendo a raiz positiva, temos 


Amáx = 10,12 mm Resposta 


Um vagão ferroviário considerado rígido tem massa de 80 
Mg e move-se para diante a uma velocidade v = 0,2 m/s, 
quando atinge um poste de aço de 200 mm por 200 mm em 
A (Figura 14.28a). Se o poste estiver fixo ao solo em C, de- 
termine o deslocamento horizontal máximo de seu topo B 
devido ao impacto. Considere E = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 


Aqui a energia cinética do vagão ferroviário é transformada 
em energia de deformação por flexão interna somente para a 


v=0,2m/s 


(b) 
Figura 14.28 
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região AC do poste. Considerando que o ponto A é desloca- 
do (À |) mix à força P, que provoca esse deslocamento pode 
ser determinada pela Tabela no Apêndice C. Temos 


ne 3EI(A 4)máx 
máx > Pc (1) 
1 1 
U.=U;; am? To 2 Prmáx( A 4 )más 
12 = 13EL A o. — IfmvLhc 
da x Lo. Almáx (A A)máx E “3EL O 


Substituindo os dados numéricos na equação, temos 


Gas RES kg(0,2 m/s (1,5 m)? 
“ME Napoo(1o?) N/m3)[5(0,2 m)'] 


= 0,0116m = 11,6 


Usando a Equação 1,a força ?,. é, portanto, 


3[200(10º) N/m?][;5(0,2 m)*](0,0116 m) 
(LS m)2 


Ends = 275,4 kN 
Com referência à Figura 14.28b, o segmento AB do 
poste permanece reto. Para determinar o deslocamen- 
to máximo em B, em primeiro lugar temos de determi- 
nar a inclinação em 4. Usando a fórmula adequada da 
tabela no Apêndice C para determinar 9 4, temos 


9 Piece 275,4(10º) N (1,5 m) 
AS E 


2EI 2(200(10º) N/m?][(0,2 m)'] 


= 0,01162 rad 


Assim, o deslocamento máximo em B é 


(A p)máx = (A umáx + 04Lap 
= 11,62 mm + (0,01162 rad) 1(10%) mm = 232 mm 
Resposta 


“14.40. Uma barra tem 4 m de comprimento e 30 mm de 
diâmetro. Se for usada para absorver energia sob tração re- 
sultante de uma carga de impacto, determine a quantidade 
total de energia elástica que ela pode absorver (a) se for feita 
de aço para o qual E = 200 GPa, o, = 800 MPa e (b) se 
for feita de uma liga de alumínio para a qual E, = 70 GPa, 
o, = 405 MPa. 


14.41. Determine o diâmetro de uma barra de latão de 2,4 
m de comprimento, se ela tiver de ser usada para absorver 
1.200 kN:m de energia sob tração resultante de uma carga de 
impacto. Considere o, = 70 MPa, E = 100 GPa. 
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14.42. O colar tem peso de 250 N (= 25 kg) e cai ao longo 
da barra de titânio. Se o diâmetro da barra for 12 mm, deter- 
mine a tensão máxima desenvolvida na barra, se o peso (a) 
cair de uma altura h = 300 mm, (b) for solto de uma altura 
h=0e (c) for colocado lentamente sobre a flange em 4, 
E, = 120 GPa,o, = 420 MPa. 


14.43. Ocolar tem um peso de 250 N (=25 kg) e cai ao lon- 
go da barra de titânio. Se o diâmetro for 12 mm, determine 
a maior altura h da qual o peso pode ser solto, sem causar 
dano permanente à barra após atingir a fange em 4. E, = 
120 GPa, o, = 420 MPa. 


12m 


A 
Problemas 14.42/43 


“14.44. A massa de 50 Mg está suspensa logo acima do topo 
do poste de aço de comprimento L = 2 m e área de seção 
transversal de 0,01 m?. Se a massa for solta, determine a ten- 
são máxima desenvolvida na barra e sua deflexão máxima. 
Eai 200 GPa, o, = 600 MPa. 


a 


14.45. Determine a velocidade v da massa de 50 Mg quan- 
do está suspensa logo acima do topo do poste de aço se, após 
o impacto, a tensão máxima desenvolvida no poste for 550 
MPa. O poste tem comprimento L = 1 m e área da seção 
transversal de 0,01 m”. Es = 200 GPa,o, = 600 MPa. 


Problemas 14,44/45 


14.46. A barra de alumínio é composta por dois segmentos 
com diâmetros de 5 mm e 10 mm. Determine a tensão axial 
máxima desenvolvida na barra, se o colar de 5 kg for solto de 
uma altura h = 100 mm. E, = 70 GPa, o, = 410 MPa. 


14.47. A barra de alumínio é composta por dois segmen- 
tos com diâmetros de 5 mm e 10 mm. Determine a altura 
máxima h da qual o colar de 5 kg deve ser solto de modo a 
produzir uma tensão axial máxima na barra o... = 300 MPa. 
E, = 70 GPa,o, = 410 MPa. 


máx 


5 mm 


10 mm 


Problemas 14.46/47 


“14.48. Um cabo de aço com diâmetro de 10 mm está enrola- 
do em um tambor e é usado para baixar um elevador que pesa 
4 kN (= 400 kg). O elevador está 45 m abaixo do tambor e 
desce a uma velocidade constante de 0,6 m/s quando o tambor 
para subitamente. Determine a tensão máxima desenvolvida 
no cabo quando isso ocorre. Eso = 200 GPa, o, = 350 MPa. 


14.49. Resolva o Problema 14.48, se o elevador estiver des- 
cendo à velocidade constante de 0,9 m/s. 


45m 


Problemas 14.48/49 


14.50. O peso de 250 N (= 25 kg) está caindo à velocidade 
de 0,9 m/s no instante em que se encontra 0,6 m acima do 
conjunto mola e poste. Determine a tensão máxima no poste, 
se a rigidez da mola for k = 40 MN/m. O poste tem diâmetro 
de 75 mm e módulo de elasticidade E = 48 GPa. Considere 
que o material não escoará. 


Problema 14.50 


14.51. O parafuso de aço A-36 deve absorver a energia de 
uma massa de 2 kg que cai de uma altura h = 30 mm. Se o 
parafuso tiver diâmetro de 4 mm, determine o comprimento 
L exigido de modo que a tensão no parafuso não ultrapasse 
150 MPa. 


“14.52. O parafuso de aço A-36 deve absorver a energia de 
uma massa de 2 kg que cai de uma altura h = 30 mm. Se o pa- 
rafuso tiver diâmetro de 4 mm e comprimento L = 200 mm, 
verifique se a tensão no parafuso não ultrapassará 175 MPa. 


14.53. O parafuso de aço A-36 deve absorver a energia de 
uma massa de 2 kg que cai ao longo da haste de 4 mm de 
diâmetro e 150 mm de comprimento. Determine a altura má- 
xima A da qual a massa pode ser solta de modo que a tensão 
no parafuso não ultrapasse 150 MPa. 


Problemas 14.51/52/53 


14.54. O colar tem massa de 5 kg e cai ao longo de uma bar- 
ra de titânio Ti-6A1-4V, Se o diâmetro da barra for 20 mm, 
determine a tensão máxima desenvolvida na barra se o peso 
(a) cair de uma altura A = 1 m, (b) for solto de uma altura 
h=0e (c) for colocado lentamente sobre a flange em 4. 


14.55. O colar tem massa de 5 kg e cai ao longo de uma 
barra de titânio Ti-6A1-4V. Se o diâmetro da barra for 20 
mm, determine se o peso poderá ser solto de uma posição de 
repouso em qualquer ponto ao longo da barra, sem causar 
dano permanente à barra após atingir a flange em A. 
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Problemas 14.54/55 


“14.56. Um cilindro com as dimensões mostradas na figura 
é feito de magnésio Am 1004-T61. Se for atingido por um 
bloco rígido com peso de 4 kN que está se movimentando a 
0,6 m/s, determine a tensão máxima no cilindro. Despreze a 
massa do cilindro. 


Problema 14.56 


14.57. A viga de abas largas tem comprimento 2L, altura 
2c e El constante. Determine a altura máxima h da qual um 
peso W pode ser solto sobre sua extremidade sem ultrapas- 
sar a tensão elástica máxima o. na viga. 


Problema 14.57 


14.58. O saco de cimento pesa 450 N (= 45 kg). Se ele for 
solto a partir do repouso de uma altura h = 1,2 m sobre o 
centro da viga de perfil W250 x 58 de aço estrutural A-36, 
determine a tensão de flexão máxima desenvolvida na 
viga decorrente do impacto. Calcule também o fator de 
impacto. 
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Cassio E 
| h 
r E 
| 36m 3,6m - 
Problema 14.58 


14.59. O saco de cimento pesa 450 N (= 45 kg). Determine 
a altura máxima h da qual ele pode cair a partir do repouso 
sobre o centro da viga de perfil W250 x 58 de aço estrutural 
A-36, de modo que a tensão de flexão máxima resultante do 
impacto não ultrapasse 210 MPa. 


<DD + 


| h 


36m | 


Problema 14.59 


“14.60. Um peso de 200 N (= 20 kg) cai de uma altura 
h = 0,6 m sobre o centro da viga em balanço feita de aço A- 
36. Se a viga for um perfil W250 x 22, determine a tensão de 
flexão máxima nela desenvolvida. 


14.61. Se a tensão de flexão admissível máxima para a viga de 
perfil W250 x 22 de aço estrutural A-36 for o, = 140 MPa, de- 
termine a altura máxima A da qual um peso de 250 N (= 25 kg) 
pode ser solto a partir do repouso e atingir o centro da viga. 


14.62. Um peso de 200 N (= 20 kg) cai de uma altura 
h = 0,6m sobre o centro da viga em balanço feita de aço A-36. 
Se a viga for um perfil W250 x 22, determine o deslocamento 
vertical de sua extremidade B provocado pelo impacto. 


El. 


| 15m = 


Problemas 14.60/61/62 


14.63. Uma viga de aço AB deve parar o vagão ferroviário 
de 10 Mg de massa que se aproxima dela à velocidade v = 
0,5 m/s. Determine a tensão máxima desenvolvida na viga, se 
for atingida no centro pelo vagão. Ela é simplesmente apoia- 
da, e somente forças horizontais ocorrem em 4 e B. Consi- 
dere que o vagão ferroviário e a estrutura de suporte da viga 
permanecem rígidos. Calcule também a deflexão máxima da 
viga. E, = 200 GPa,o, = 250 MPa, 


Problema 14.63 


“14.64. O rebocador pesa 600 kN (= 60 toneladas) e está des- 
locando-se para diante a uma velocidade de 0,6 m/s, quando 
atinge o poste de 300 mm de diâmetro AB usado para prote- 
ger a ponte do atracadouro. Se o poste for feito de espruce 
branco tratado e considerarmos que está preso ao leito do rio, 
determine a distância horizontal máxima à qual se deslocará 
o topo do poste como resultado do impacto. Considere que o 
rebocador é rígido e despreze o efeito da água. 


= 


Problema 14.64 


14.65. A viga de perfil W250 x 18 é feita de aço A-36 aço e 
está em balanço apoiada na parede em B. A mola montada 
sobre a viga tem rigidez k = 200 kN/m. Se um peso de 40 N 
(= 4 kg) cair sobre a mola de uma altura de 1 m, determine a 
tensão de flexão máxima desenvolvida na viga, 


25m | 


Problema 14.65 


14.66. O bloco de 375 N (= 37,5 kg) tem velocidade de desci- 
da de 0,6 m/s, quando está a 0,9 m do topo da viga de madeira, 
Determine a tensão de flexão máxima na viga provocada pelo 
impacto e calcule a deflexão máxima de sua extremidade D. 
E, = 14 GPa. Considere que o material não escoará. 


14.67. O bloco de 375 N (= 37,5 kg) tem velocidade de 
descida de 0,6 m/s, quando está a 0,9 m do topo da viga de 
madeira. Determine a tensão de flexão máxima na viga pro- 
vocada pelo impacto e calcule a deflexão máxima no ponto 
B. E, = 14 GPa. 


A PARA B Cc Eae 
1sml=-15m—e1,5m—l-15m>| 300mm 
Problemas 14.66/67 


“14.68. Determine a altura máxima h da qual um peso de 
400 N (= 40 kg) pode cair sobre a extremidade da viga de 
perfil W150 x 18 de aço A-36 sem ultrapassar a tensão elás- 
tica máxima. 


14.69. O peso de 400 N (= 40 kg) cai de sua posição de 
repouso à altura h = 1,2 m sobre a extremidade da viga de 
perfil W150 x 18 de aço A-36. Determine a tensão de flexão 
máxima desenvolvida na viga. 


FE 


pa 


Problemas 14.68/69 


14.70. O parachoque do carro é feito de tereftalato de 
policarbonato-polibutileno. Se E = 20 GPa, determine a 
deflexão máxima e a tensão máxima no parachoque, se ele 
atingir o poste rígido quando o carro estiver aproximando- 
se à velocidade v = 0,75 m/s. O carro tem massa de 1,80 Mg e 
o parachoque pode ser considerado simplesmente apoiado so- 
bre dois suportes de mola acoplados à estrutura rígida do car- 
ro. Considere para o parachoque 7 = 300(10%)mmº, c = 75 mm, 
a. = 30 MPa e k = 1,5 MN/m. 


0,9m 


0,9m 


Problema 14.70 
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“44.5 Princípio do trabalho virtual 


O princípio do trabalho virtual foi desenvolvido 
por John Bernoulli em 1717 e, como outros métodos de 
análise, baseia-se na conservação de energia. Embora 
o princípio do trabalho virtual tenha muitas aplicações 
em mecânica, neste livro nós o usaremos para obter O 
deslocamento e a inclinação em vários pontos sobre 
um corpo deformável. Antes disso, entretanto, preci- 
saremos fazer alguns comentários preliminares que se 
aplicam ao desenvolvimento desse método. 

Sempre que um corpo é impedido de mover-se, as 
cargas devem satisfazer as condições de equilíbrio, e 
os deslocamentos, as de compatibilidade. Especifica- 
mente, as condições de equilíbrio exigem que as cargas 
externas estejam relacionadas apenas às cargas inter- 
nas, e as condições de compatibilidade exigem que os 
deslocamentos externos estejam relacionados apenas 
com as deformações internas. Por exemplo, se consi- 
derarmos um corpo deformável de qualquer forma ou 
tamanho e aplicarmos a ele uma série de cargas ex- 
ternas P, estas provocarão cargas internas u dentro do 
corpo. Aqui as cargas externas e internas estão rela- 
cionadas pelas equações de equilíbrio. Além do mais, 
como o corpo é deformável, as cargas externas serão 
deslocadas À, e as cargas internas sofrerão desloca- 
mentos ô. Em geral, o material não tem de comportar- 
se elasticamente e, portanto, os deslocamentos podem 
não estar relacionados com as cargas. Contudo, se os 
deslocamentos externos forem conhecidos, os internos 
correspondentes estarão definidos unicamente visto 
que o corpo é contínuo. Para esse caso, a conservação 
de energia afirma que 


SPA = Buô (14.35) 


U. E U;; 

Com base nesse conceito, agora desenvolveremos o 
princípio do trabalho virtual de modo que ele possa ser 
usado para determinar o deslocamento e a inclinação 
em qualquer ponto sobre um corpo. Para tal, considera- 
remos que o corpo tem forma arbitrária, como mostra a 
Figura 14.29b, e está submetido às cargas reais P,, P,e 
P,. Deve ficar entendido que essas cargas não provocam 
nenhum movimento nos apoios; todavia, em geral elas 
podem deformar o material além do limite elástico. Su- 
ponha que seja necessário determinar o deslocamento 
À do ponto À scbre o corpo provocado por essas cargas. 
Para isso, consideraremos aplicar o princípio da conser- 
vação de energia (Equação 14.35). Contudo, nesse caso, 
não há nenhuma força agindo em A e, portanto, o des- 
locamento desconhecido À não será incluído como um 
termo de trabalho” externo na equação. 

Para contornar essa limitação, aplicaremos uma 
força imaginária ou “virtual” P" sobre o corpo no pon- 
to À, tal que P” aja na mesma direção de A. Além do 
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Aplicação de carga unitária virtual 


(a) 


Aplicação de cargas reais 
(b) 


Figura 14.29 


mais, essa carga é aplicada ao corpo antes da aplicação 
das cargas reais (Figura 14.294). Por conveniência, que 
esclareceremos mais tarde, atribuiremos uma intensi- 
dade “unitária” a P", isto é, P' = 1. Enfatizamos que se 
utiliza o termo “virtual” para descrever a carga porque 
ela é imaginária e, na verdade, não existe como parte 
da carga real. Todavia, essa carga virtual externa cria 
uma carga virtual interna u em um elemento ou fibra 
representativa do corpo, como mostra a Figura 14.29a. 
Como esperado, P' e 4 podem ser relacionadas pelas 
equações de equilíbrio. Além disso, por causa de P' e u, 
o corpo e o elemento sofrerão, cada qual, um desloca- 
mento virtual, embora nós não nos preocupemos com 
suas intensidades. Uma vez aplicada a carga virtual e 
submetido o corpo às cargas reais P ,P,e P,,o ponto A 
será deslocado por uma quantidade real À, que provo- 
cará um deslocamento dL no elemento (Figura 14.29b). 
O resultado é que a força virtual externa P'e a carga 
virtual interna u “deslocam-se juntas” por À e dL, res- 
pectivamente; por consequência, essas cargas realizam 
trabalho virtual externo de 1 : À sobre o corpo e traba- 
lho virtual interno de u : dL sobre o elemento. Conside- 
rando somente a conservação de energia virtual, o traba- 
lho virtual externo é igual ao trabalho virtual interno 
realizado sobre todos os elementos do corpo. Portanto, 
podemos escrever a equação do trabalho virtual como 


cargas virtuais 


1:A = Su dL (14.36) 


deslocamentos reais 


Nessa expressão, 
P' = 1 = carga virtual externa unitária que age na di- 


reção de A 
ut = carga virtual interna que age sobre o elemento 
A = deslocamento externo provocado pelas cargas 
reais 


dL = deslocamentointerno do elementona direção de 
u, provocado pelas cargas reais 


Escolhendo P' = 1, podemos ver que a solução 
para À decorre diretamente, visto que À = Su dL. 

De maneira semelhante, se tivermos que deter- 
minar o deslocamento rotacional ou a inclinação da 
tangente em um ponto sobre o corpo, aplicamos um 
momento virtual M' de intensidade “unitária” ao ponto. 
Por consequência, esse momento provoca uma carga 
virtual 14, em um dos elementos do corpo. Consideran- 
do que as cargas reais deformam o elemento por uma 
quantidade dL, a rotação 0 pode ser determinada pela 
equação do trabalho virtual 


cargas virtuais 


1.0 = SupdL (14.37) 
deslocamentos reais 


Nessa expressão, 


M' = 1= momento unitário virtual externo que 
age na direção de 0 
Up = carga virtual interna que age sobre um 
elemento 
0 = deslocamento rotacional em radianos 


provocado pelas cargas reais 
dL = deslocamento interno do elemento na di- 
reção de u, provocado pelas cargas reais 


Esse método de aplicação do princípio do traba- 
lho virtual costuma ser denominado método das forças 
virtuais, visto que se aplica uma força virtual, resultan- 
do no cálculo de um deslocamento real externo. Nesse 
caso, a equação do trabalho virtual representa uma de- 
claração de requisitos de compatibilidade para o corpo. 
Embora não seja importante aqui, entenda que tam- 
bém podemos aplicar o princípio do trabalho virtual 
como um método de deslocamentos virtuais. Nesse caso, 
deslocamentos virtuais são impostos ao corpo quando 
ele é submetido a cargas reais. Esse método pode ser 
usado para determinar a força de reação externa sobre 
o corpo ou uma carga interna desconhecida dentro do 
corpo. Quando usada dessa maneira, a equação do tra- 
balho virtual é uma declaração de requisitos de equilí- 
brio para o corpo.” 


Trabalho virtual interno. Os termos do lado di- 
reito das equações 14.36 e 14.37 representam o traba- 
lho virtual interno desenvolvido no corpo. Os deslo- 
camentos reais internos dL nesses termos podem ser 
produzidos de vários modos diferentes. Por exemplo, 
esses deslocamentos podem resultar dos erros de fabri- 
cação na geometria, da temperatura, ou o que é mais 
comum, da tensão. Em particular, nenhuma restrição 
foi aplicada à intensidade da carga externa, portanto 
a tensão pode ser grande o suficiente para provocar o 
escoamento ou até mesmo o endurecimento por de- 
formação (encruamento) do material. 

Se considerarmos que o comportamento do ma- 
terial é linear elástico e que a tensão não ultrapassa 
o limite de proporcionalidade, podemos formular as 
expressões para o trabalho virtual interno provocado 
por tensão usando as equações de energia de defor- 
mação elástica desenvolvidas na Seção 14.2. Elas estão 


Deformação 
causada por 


Energia de Trabalho 
deformação virtual interno 


L 3) 
Carga axial N Eos dx [ax nN ax 
(o) 
Ly LevV 
CisalhamentoV fy d fouV dx 
h 2GA h GA 
Lim 
Momento fletor M [a d [on dx 
h 2EI h EI 


L 
os E tT 
| 267 * Er” 


Veja Engineering mechanics: statics, 11? edição, R. C. Hibbeler, 
Prentice Hall, Inc.,2007. 
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relacionadas na coluna do centro da Tabela 14.1. Lem- 
bre-se de que cada uma dessas expressões considera 
que a tensão resultante N, V,M ou T foi aplicada gra- 
dualmente de zero até seu valor total. Como resultado, 
o trabalho realizado pela tensão resultante é mostra- 
do nessas expressões como metade do produto entre 
a tensão resultante e seu deslocamento. No caso do 
método da força virtual, entretanto, a carga virtual 
“total” é aplicada antes de as cargas reais provocarem 
deslocamentos e, portanto, o trabalho das cargas vir- 
tuais internas consiste simplesmente no produto entre 
a carga virtual interna e seu deslocamento real. Desig- 
nando essas cargas virtuais internas (u) pelos símbolos 
correspondentes em letras minúsculas n,v, me t,o tra- 
balho virtual decorrente da carga axial, cisalhamento, 
momento fletor e momento de torção é apresentado 
na coluna do lado direito da Tabela 14.1. Portanto, 
usando esses resultados, a equação do trabalho virtual 
para um corpo submetido a uma carga geral pode ser 
escrita como 


nN mM 
1.4 = [Ddr [E dx 


E iá 
- GA + a mix (14.38) 


Nas seções seguintes aplicaremos a equação acima 
a problemas que envolvem deflexões de treliças, vigas 
e elementos mecânicos. Incluiremos também uma dis- 
cussão sobre como tratar os efeitos de erros de fabri- 
cação e mudanças de temperaturas. Para aplicação, é 
importante usar um conjunto consistente de unidades 
para todos os termos. Por exemplo, se as cargas reais 
forem expressas em quilonewtons e as dimensões do 
corpo em metros, uma força virtual de 1 kN ou um 
momento virtual de 1 kN-m deve ser aplicado ao cor- 
po. Desse modo, um deslocamento calculado À será 
expresso em metros, e uma inclinação, calculada em 
radianos. 


“14.6 Método das forças virtuais 
aplicado a treliças 


Nesta seção, aplicaremos o método das forças vir- 
tuais para determinar o deslocamento de uma articu- 
lação de treliça. Para ilustrar os princípios, determi- 
naremos o deslocamento vertical da articulação 4 da 
treliça mostrada na Figura 14.30b. Esse deslocamento 
é provocado pelas “cargas reais” P, e P, como essas 
cargas provocam apenas força axial nos elementos 
estruturais, basta considerar o trabalho virtual inter- 
no devido à carga axial (Tabela 14.1). Para obter esse 
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N ces 


ele 7H] 


Aplicação de carga virtual unitária 


(a) 


= NL 
E aR 
p= L gi 
N <4=57 => N 


Pp 


Aplicação de cargas reais 


(b) 


Figura 14.30 


trabalho virtual, consideraremos que cada elemento 
da treliça tem área de seção transversal constante 4 e 
que a carga virtual ne a carga real N são constantes em 
todo o comprimento do elemento. Como resultado, o 
trabalho virtual interno para um elemento é 


Portanto, a equação do trabalho virtual para toda 
a treliça é 


(14.39) 


Nessa expressão, 
1 = carga virtual externa unitária que age sobre a ar- 
ticulação de treliça na direção declarada de A 
À = deslocamento da articulação provocado pelas 
cargas reais sobre a treliça 
n = força virtual interna em um elemento da treliça 
provocada pela carga virtual externa unitária 


N = força interna em um elemento da treliça provo- 
cada pelas cargas reais 

L = comprimento de um elemento 

A = área da seção transversal de um elemento 

E = módulo de elasticidade de um elemento 


A formulação dessa equação decorre naturalmente 
do desenvolvimento na Seção 14.5. Aquia carga virtual 
externa unitária cria forças 'nº virtuais internas em cada 
um dos elementos da treliça (Figura 14.30a). Quando 
as cargas reais são aplicadas à treliça, provocam um 
deslocamento À na articulação da treliça na mesma di- 
reção da carga virtual unitária (Figura 14.30b), e cada 
elemento sofre um deslocamento NL/AÉE na mesma 
direção de sua respectiva força n. Por consequência, o 
trabalho virtual externo 1 - À é igual ao trabalho vir- 


tual interno ou à energia de deformação (virtual) in- 
terna armazenada em todos os elementos da treliça, 
isto é, Equação 14.39. 


Mudança de temperatura. O comprimento de 
elementos de treliças pode mudar em razão de uma mu- 
dança de temperatura. Se a for o coeficiente de expan- 
são térmica de um elemento e AT" a mudança de tem- 
peratura, a mudança no comprimento de um elemento 
é AL = q ATL (Equação 4.4). Por consequência, po- 
demos determinar o deslocamento de uma articulação 
de treliça selecionada provocada por essa mudança de 
temperatura pela Equação 14.36, escrita como 


1:A = 2na ATL (14.40) 
Nessa expressão, 

1 = carga virtual externa unitária que age sobre a 
articulação da treliça na direção determinada 
de À 

n = força virtual interna em um elemento de treliça 
provocada pela carga virtual externa unitária 

A = deslocamento externo da articulação causado 
pela mudança de temperatura 

a = coeficiente de expansão térmica do elemento 

AT = mudança na temperatura do elemento 

L = comprimento do elemento 


Erros de fabricação. Às vezes podem ocorrer 
erros de fabricação que afetam o comprimento dos 
elementos de uma treliça. Se isso acontecer, o desloca- 
mento em uma determinada direção de uma articula- 
ção de treliça em relação à sua posição esperada pode 
ser determinado pela aplicação direta da Equação 
14.36 escrita como 


1.4 =23nAL (14.41) 


Nessa expressão, 


1 = cargavirtual externa unitária que age sobre a arti- 
culação de treliça na direção determinada de À 

n = força virtual interna em um elemento de treliça 
provocada pela carga virtual externa unitária 

A = deslocamento externo da articulação causado 


pelos erros de fabricação 

AL = diferença no comprimento do elemento em re- 
lação ao comprimento pretendido, provocada 
por um erro de fabricação 


Uma combinação dos lados direitos das equações 
14.39a 14.41 será necessária, se cargas externas agirem 
sobre a treliça e alguns dos elementos sofrerem uma 
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Determine o deslocamento vertical da articulação C da tre- 
liça de aço mostrada na Figura 14.31a. A área da seção trans- 
versal de cada elemento é A = 400 mm? e Eco * 200 GPa. 


SOLUÇÃO 


Forças virtuais n. Visto que o deslocamento vertical na 
articulação C deve ser determinado, somente uma carga 
virtual vertical de 1 kN é colocada na articulação C; e 
a força em cada elemento é calculada pelo método dos 
nós. Os resultados dessa análise são mostrados na Figura 
14.31b. Usando nossa convenção de sinal, números posi- 


tivos indicam forças de tração e os negativos, forças de 
compressão. 


mudança de temperatura ou forem fabricados com di- 
mensões erradas. 


— PROCEDIMENTO DE ANÁLISE | 


O seguinte procedimento fornece um método que pode ser usado para determinar o deslocamento dé qualquer 
articulação em uma treliça-pelo método da força virtual. 


Forças virtuais: N 


e Coloque:a carga virtual unitária sobre a treliça na articulação na qual se deve determinar o deslocamento desejado. 
A-carga deve estar orientada ao longo da linha-de ação do deslocamento. 

e Coma carga unitária assim posicionada e todas as cargas reais removidas da treliça, calcule a força n interna em'cada 
elemento dela. Considere que as forças de tração são positivas e as de compressão, negativas. 


Forças reais N 


e Determine as forças N em cada elemento. Essas forças são provocadas somente pelas cargas reais que agem sobre a 
treliça. Novamente, considere que-as forças de tração são positivas e as de compressão, negativas. 


Equação do trabalho virtual 


* Aplique à equação do trabalho virtual para determinar o deslocamento desejado. É importante conservar o sinal 
algébrico de cada uma das forças n e N correspondentes, ao substituir esses termos na equação. 

e Se à soma resultante ZnNL/AEfor positiva, o deslocamento À estará na mesma direção da carga virtual unitária; Se 
resultar um valor negativo, À estará na diveção contrária à da carga virtual unitária: 

s Quando aplicar 1: À = BnaATL, entenda que, se qualquer dos elementos sofrer um aumento na temperatura, AT 
será positivo; ão passo que Uma diminuição na temperatura resultará em um valor negativo.para AT. 

e Para I'À = 2nÃL, quando um erro de fabricação aimentar o comprimento de um elemento, AL é positivo, ao passo 
que para uma redução no comprimento, AL é negativo. 

e Ao aplicar esse método, deve-se dar atenção às unidades de cada quantidade numérica. Contudo, observe que pode- 
mos atribuir qualquer unidade arbitrária à carga virtual unitária: libras, kips, newtons etc. visto que as forças 1 terão 
essas. mesmas unidades e, por isso, as unidades da carga virtual unitária, bem como as das forças 1, serão canceladas 
em ambos os lados da equação. 


» D 200kN 


Forças virtuais Forças reais 


(a) 


(b) 
Figura 14,31 


(c) 
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Forças reais IN. A carga de 100 kN aplicada provoca forças 
nos elementos que podem ser calculadas pelo método dos nós. 
Os resultados dessa análise são mostrados na Figura 14.31c. 


Equação do trabalho virtual. Arranjando os dados em for- 
ma tabular, temos 


Membro n N L nNL 
“AB 0 -100 4 0. 

BC 0 141,4 2,828 0 

AC —1,414 141,4 2,828 565,7 

CD 1 200 2 400 

> 965,7 kN?.m 
Logo, 
nNL  9657kN?:m 
1kN-Ac, = 5 = 


AE AE 


Substituindo A e E por seus valores numéricos, temos 


965,7 kN? -m 
[400(1079) m?] 200(10º) kN/m? 
Ac, = 0,01207 m = 12,1 mm 


1kNº Ac, 


Resposta 


A área da seção transversal de cada elemento da treliça 
de aço mostrada na Figura 14.32a é A = 300 mm?,e o módulo 
de elasticidade para os elementos de aço é E, = 210(10?) 
MPa. (a) Determine o deslocamento horizontal da articula- 
ção C, se uma força de 60 kN for aplicada à treliça em B. 
(b) Se nenhuma carga externa agir sobre a treliça, qual é o 
deslocamento horizontal da articulação C, se o elemento AC 
for 6 mm mais curto devido a erro de fabricação? 


SOLUÇÃO 
Parte (a). 


Forças virtuais n. Visto que o deslocamento horizontal da ar- 
ticulação C deve ser determinado, aplica-se uma força virtual 
horizontal de 1 kN em C. A força n em cada elemento é deter- 
minada pelo método dos nós e mostrada na treliça na Figura 


14.32b. Como sempre, um número positivo indica uma força de 
tração e um negativo representa uma força de compressão. 


Forças reais IN. A força em cada elemento provocada pela força 
de 60 kN aplicada externamente é mostrada na Figura 14.32c. 


Equação do trabalho virtual. Visto que AE é constante, 
2nNL é calculado da seguinte maneira: 


Membro n N E: nNL 

AB 0 0 L5 É 
AC 1,25 75 25 234,375 

cB 0 —60 2 0 

[6/5) —0,75 —45 1,5 50,625 


1kN 


E z nNL | 285kNZ m 
AE AE 
TE 285(kN)? m(1.000 mm/m) 
"(300 mm?)210(109) kN/mm?(1 m/1.000 mm)? 


Ac, = 4,524 mm Resposta 


Parte (b). Aqui temos de aplicar a Equação 14.41. Visto que 
temos de determinar o deslocamento horizontal de €, pode- 
mos usar os resultados da Figura 14.32b. Percebendo que o 


elemento AC é AL = —6 mais curto, temos 
1:A=2%naAL; 1kN - Ac, = (1,25 kN)(—6 mm) 
Ac,= —7,5 mm = 75 mm — 
Resposta 


O sinal negativo indica que a articulação C é deslocada para a 
esquerda, na direção contrária à da carga horizontal de 1 kN. 


Determine o deslocamento horizontal da articulação B 
da treliça mostrada na Figura 14.33a. Devido a aquecimen- 
to por radiação, o elemento AB é submetido a um aumento 
na temperatura AT = +60ºC. Os elementos são feitos de 
aço, para o qual x, = 12(10"9/ºC e Eso = 200 GPa À área 
da seção transversal de cada elemento é 250 mm?, 


(a) (b) 


Forças virtuais 


Forças reais 


(e) 


Figura 14.32 


6kN 
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Forças virtuais 


(b) 


A 10,39 kN Cc 


Forças reais 


(c) 


Figura 14,33 


SOLUÇÃO 


Forças virtuais n. Uma carga virtual horizontal de 1 kN é 
aplicada à treliça na articulação B, e as forças em cada ele- 
mento são calculadas (Figura 14.33b). 


Forças reais IN. Visto que as forças n nos elementos AC e 
BC são iguais a zero, as forças N nesses elementos não pre- 
cisam ser determinadas. Por quê? Entretanto, para melhor 
entendimento, a análise completa da força 'real” é mostrada 
na Figura 14.33c. 


Equação do trabalho virtual. Ambas, cargas e temperatu- 
ra, afetam a deformação; portanto, as equações 14.39 e 14.40 
são combinadas, o que dá 


nNL 
+ T 
AE Bna ATL 


1kN-Ag, = > 
(—1,155 kN)(—12 kN)(4 m) 
[250(107) m?][200(109) EN/m?] 
+0 + 0+ (1,155 ENJ[Z(109)/ºC](60ºC)(4 m) 
Ap, = —0,00222m 


222 mm = 


=0+04 


Resposta 


Osinalnegativo indica que o rolete B move-se para a direita, 
na direção oposta à da carga virtual (Figura 14.33b). 


14.71. Determine o deslocamento horizontal da articula- 


ção B na armação de dois elementos. Cada elemento de aço 
A-36 tem área de seção transversal de 1.250 mm. 


 4kKN 
30º 


Problema 14.71 


“14.72. Determine o deslocamento horizontal da articula- 
ção B. Cada elemento de aço A-36 tem área de seção trans- 
versal de 1.250 mm? 


14.73. Determine o deslocamento vertical da articulação B. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal de 
1.250 mm?. 


E—— im——— 


W3kN 
Problemas 14.72/73 
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14.74. Determine o deslocamento horizontal do ponto B. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 1.250 mm? 


14.75. Determine o deslocamento vertical do ponto B. Cada ele- 
mento de aço A-36 tem área de seção transversal de 1.250 mm? 


B 1kN 


| a 


Problemas 14.74/75 


“14.76. Determine o deslocamento horizontal do ponto C. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 400 mm?. 


14.77. Determine o deslocamento vertical do ponto D. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 400 mm?, 


SENC B 


Problemas 14.76/77 


14.78. Determine o deslocamento vertical do ponto B. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal de 
2800 mm. E, , = 200 GPa. 


14.79. Determine o deslocamento vertical do ponto E. 
Cada elemento de aço A-36 estrutural tem área de seção 
transversal de 2.800 mm?. 


F 


[SK 


24m 
25 kN 


| 24m 


Problemas 14.78/79 


“14.80. Determine o deslocamento horizontal do ponto D. 


Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 300 mm. 


14.81. Determine o deslocamento horizontal do ponto E, 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 300 mm. 


D 


2 kN =t=pfa 


H—3m | 
Problemas 14.80/81 


14.82. Determine o deslocamento horizontal da articulação 
B da treliça. Cada elemento de aço A-36 tem área de seção 
transversal de 400 mm?. 


14.83. Determine o deslocamento vertical da articulação C 
da treliça. Cada elemento de aço A-36 estrutural tem área de 
seção transversal de 400 mm. 


Problemas 14.82/83 


“14.84. Determine o deslocamento vertical da articulação 
A, Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 400 mm. 


60 kN 
Problema 14.84 


14.85. Determine o deslocamento vertical da articulação C. 
Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal de 
2800 mm? 


14.86. Determine o deslocamento vertical da articulação 
H. Cada elemento de aço A-36 tem área de seção transversal 
de 2.800 mm? 


40 kN 30 kN 
Problemas 14.85/86 


30 kN 


“14.7 Método das forças 
virtuais aplicado a vigas 


Nesta seção, aplicaremos o método das forças virtu- 
ais para determinar o deslocamento e a inclinação em 
um ponto sobre uma viga. Para ilustrar os princípios, o 
deslocamento À do ponto 4 sobre a viga mostrada na 
Figura 14.34b será determinado. Esse deslocamento é 
provocado pela “carga distribuída real” w e, visto que 
essa carga provoca cisalhamento e também momento 
no interior da viga, na verdade teremos de conside- 
rar O trabalho virtual interno decorrente de ambas as 
cargas. No Exemplo 14.7, entretanto, mostramos que 
deflexões em vigas provocadas por cisalhamento são 
desprezíveis em comparação com as provocadas por 
flexão, em particular se a viga for comprida e esbelta. 
Como esse tipo de viga é muito usado na prática, con- 
sideraremos somente a energia de deformação virtual 
decorrente de flexão (Tabela 14.1). Portanto, aplicando 
a Equação 14.36, a equação do trabalho virtual é 


7 


Carga virtuais 


(a) 


ps 
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(14.42) 


Nessa expressão, 

carga virtual externa unitária que age sobre a 

viga na direção de À 

deslocamento provocado pelas cargas reais que 

agem sobre a viga 

momento virtual interno na viga, expresso em 

função de x e provocado pela carga virtual ex- 

terna unitária 

momento interno na viga, expresso em função 

de x e provocado pelas cargas reais 

= módulo de elasticidade do material 

= momento de inércia da área da seção transver- 
sal, calculado em torno do eixo neutro 


m = 


ty 
| 


De modo semelhante, se tivermos que determinar 
a inclinação 9 da tangente em um ponto sobre a linha 
elástica da viga, um momento virtual unitário deve ser 
aplicado ao ponto, e o momento virtual interno corres- 
pondente m, tem de ser determinado. Se aplicarmos a 
Equação 14.37 para esse caso e desprezarmos o efeito 
de deformações por cisalhamento, temos 


L 
1:06 = l MoM 
0 


EI (14.43) 


Observe que a formulação das equações acima 
decorre naturalmente do desenvolvimento na Seção 
14.5. Por exemplo, a carga virtual externa unitária cria 
um momento virtual interno m na viga na posição x 
(Figura 14.34a). Quando a carga real w é aplicada, ela 
provoca uma deformação dx ou uma rotação por um 
ângulo d no elemento em x (Figura 14.34b). Contan- 
to que o material responda elasticamente, então do é 
igual a (M/E dx. Por consequência, o trabalho virtual 


Cargas reais 


(b) 


Figura 14.34 
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Ala ' E E E o 
e B | CID | E B CID g 
ST Es ETTS 
X2 Xá Ro 0a 
Cargas reais Carga virtual 
(a) (b) 
Figura 14.35 


externo 1-A é igual ao trabalho virtual interno para a 
viga inteira, /m(M/ENdx (Equação 14.42). 

Diferentemente das vigas, como discutidas aqui, al- 
guns elementos também podem estar sujeitos à signi- 
ficativa energia de deformação virtual provocada por 
carga axial, cisalhamento e momento de torção. Quan- 
do for esse o caso, devemos incluir nas equações an- 
teriores os termos de energia para essas cargas, como 
formulado na Equação 14.38. 

Quando da aplicação das equações 14.42 e 14.43, 
é importante entender que as integrais no lado di- 
reito representam a quantidade de energia de defor- 
mação virtual por flexão que é armazenada na viga. 
Se forças concentradas ou momentos agirem sobre 
a viga ou a carga distribuída for descontínua, não 
poderemos efetuar uma integração única em todo o 


comprimento da viga. Em vez disso, teremos de esco- 
lher coordenadas x separadas dentro de regiões que 
não apresentam descontinuidade de carga. Também 
não é necessário que cada x tenha a mesma origem; 
todavia, a coordenada x selecionada para determi- 
nar o momento real M em uma determinada região 
deve ser a mesma coordenada x selecionada para de- 
terminar o momento virtual m ou m, dentro da mes- 
ma região. Por exemplo, considere a viga mostrada 
na Figura 14.35a. Para determinar o deslocamento 
em D, podemos usar x, para determinar a energia 
de deformação na região AB, x, para a região BC, 
x,para a região DE e x, para a região DC. Em qual- 
quer caso, cada coordenada x deve ser selecionada 
de modo que ambos, M e m (ou m,) possam ser fa- 
cilmente formulados. 


O seguinte procedimento fornece um método que pode ser usado para determinar o deslocamento e a inclinação 
em um ponto sobre a linha elástica de uma viga usando o método dotrabalho virtual. 


Momentos virtuais m ou m, 


º Coloque uma carga virtual unitária sobre a viga no ponto e oriente-a ao longo da linha de ação do deslocamento 


desejado. 


º Se a inclinação tiver de ser determinada, coloque um momento unitário virtual no ponto. 
e Determine coordenadas x adequadas válidas dentro de regiões da viga onde não houver nenhuma descontinuidade 


na carga real, nem na virtual. 


º Com a carga virtual no lugar e todas as cargas reais removidas da viga, calcule o momento interno 11 ou'm, em fun- 


ção de cada coordenada x. 


* Considere que 1 ou m, age na direção positiva de acordo com a convenção de sinal estabelecida para vigas (Figura 


6.3). 


Momentos reais 


* Usando as mesmas coordenadas x estabelecidas para m ou 11, determine os momentos internos M provocados pelas 


cargas reais. 


e Visto que consideramos que 11 ou n1, positivo age na 'direção positiva” convencional, é importante que M positivo 
aja nessa mesma direção. Isso é necessário uma vez que o trabalho virtual positivo ou negativo depende do sentido 
da direção da carga virtual definida por +m ou +m,, bem como do deslocamento, provocado por tM. 


Equação do trabalho virtual 


+ Aplique a equação do trabalho virtual para determinar o deslocamento À ou à inclinação 0 desejada. É importante 
conservar o sinal algébrico de cada integral calculada dentro de sua região especificada. 

e Se a soma algébrica de todas as integrais para a viga inteirafor positiva, À ou O está na mesma direção da carga vir- 
tual Unitária ou do momento virtual unitário, respectivamente, Se resultar um valor negativo, A ou 6 estão na direção 


oposta à da carga virtual unitária ou momento. 


Determine o deslocamento do ponto B sobre a viga 
mostrada na Figura 14.36a. El é constante. 


SOLUÇÃO 


Momento virtual m. O deslocamento vertical do ponto 
B é obtido colocando-se uma carga virtual unitária em B 
(Figura 14.36b). Por inspeção, não há nenhuma desconti- 
nuidade de carga sobre a viga para a carga real, nem para 
a virtual. Assim, podemos usar uma única coordenada x 
para determinar a energia de deformação virtual. Essa co- 
ordenada será selecionada com origem em B, visto que as 
reações em A não precisam ser determinadas para encon- 
trar os momentos internos m e M. Pelo método das seções, 
o momento interno m é calculado como mostra a Figura 
1436b. 


Momento real M. Usando a mesma coordenada x, o mo- 
mento interno M é calculado como mostra a Figura 14.36c. 


Equação do trabalho virtual. Assim, o deslocamento ver- 
tical em B é 


PERA AR ; 
LA, fra nd E (—1x)( Es /2) dx 
0 


Resposta 
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Determine a inclinação no ponto B da viga mostrada na 
Figura 14.37a. El é constante. 


SOLUÇÃO 


Momentos virtuais m,. A inclinação em B é determinada 
colocando-se um momento virtual unitário em B (Figura 
14.37b). Duas coordenadas x devem ser selecionadas para 
determinar a energia de deformação virtual total na viga. A 
coordenada x, representa a energia de deformação dentro 
do segmento AB e a x, representa a energia de deformação 
no segmento BC, Os momentos internos m, dentro de cada 
um desses segmentos são calculados pelo método das seções 
como mostrado na Figura 14.37b. 


Viomentos reais M. Usando as mesmas coordenadas x, e 
x, (por quê?), os momentos internos M são calculados como 
mostra a Figura 14.37c. 


Equação do trabalho virtual. Assim, a inclinação em B é 


meM 
1.68 = dx 
0B / EI X 


“PO(-Px) da [MM PI(L/2) + x0]) dx 
= ) EI | j EI 


us IPI? 
A SEI 


Resposta 


O sinal negativo indica que 0, está na direção oposta à do 
momento virtual mostrado na Figura 14.37b. 


Cargas virtuais 


(b) 


Á M=-wx (5) 


Cargas reais 


(c) 


Figura 14.36 
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mp=1| : o 


toj— 


Cargas virtuais 


(b) 


4 
to 
nojm 
RR, 


Cargas reais 


(c) 


Figura 14.37 


Determine o deslocamento do ponto A da viga de aço 
mostrada na Figura 14.38a. 7 = 175,8(10")m', EE 200 
GPa. 


SOLUÇÃO 
Momentos virtuais m. A viga está sujeita à carga virtual 


unitária em A e as reações são calculadas (Figura 14.38b). 
Por inspeção, duas coordenadas x, e x, devem ser escolhidas 


para abranger todas as regiões da viga. Para a finalidade de 
integração, é mais simples usar origens em 4 e C€. Usando-se 


o método das seções, os momentos internos m são mostrados 
na Figura 14.38b. 


Momentos reais M. As reações na viga real são determi- 
nadas em primeiro lugar (Figura 14.38a). Então, usando as 
mesmas coordenadas x que usamos para m, os momentos 
internos M são determinados. 


Equação do trabalho virtual. Aplicando a equação do tra- 
balho virtual à viga, temos 


45 kN/m 


sob LH] u 


| 
ER pre pr 


[a 
E 123,75 kN 


5 (15x) (x) 


(a) (b) 


= 
+5kN 


aE | a bastam 
E) = 
v 


Cargas virtuais 


0,5 kN 


Mo = 103,15x, 22,5] ) EE = 


123,75 kN 
Cargas reais 


(c) 


Figura 14.38 


3 (x. Y— x 3 dx 
PENAS mM ds = [ (—Ix,X(—2,5x,") dx, 
A EI o EI 
; lá (-0,5x,)(123,75x, — 22,5x,”) dx, 
db EI 
EN dE E 0,5(3) 206256) |, 28125(6P 
A EI EI EI 
— -6885kN m? 
E EI 


Substituindo E e 7 pelos dados numéricos, obtemos 


) — 688,5 kN-mº 
[200(10º) kN/m?]175,8(10) m* m 
= — 0,0196m = —19,6 mm 


da 


Resposta 


O sinal negativo indica que o ponto À é deslocado para cima. 


14.87. Determine o deslocamento do ponto C e a inclina- 
ção no ponto B. El é constante. 


| 

Q 
[0 Em 
E SAR 


Problema 14.87 


14.88. Determine o deslocamento no ponto C. ET é constante. 
14.89. Determine a inclinação no ponto C. El é constante. 


14.90. Determine a inclinação no ponto 4. El é constante. 


| 
1 De. 
q 


Problemas 14.88/89/90 


14.91. Determine o deslocamento do ponto C da 
viga feita de aço A-36 com momento de inércia 
= 21(10)mmº'. 


“14.92. Determine a inclinação em B da viga feita de aço 
A-36 com momento de inércia 1 = 21(10º) mm'. 
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15m + 3m 


Problemas 14.91/92 


14.93. Determine o deslocamento do ponto C da viga de 
perfil W360 x 39 feita de aço A-36. 


14.94. Determine a inclinação em A da viga de perfil W360 
x 39 feita de A-36. 


15m+— 1,5m 15m + 15m— 


Problemas 14.93/94 


14.95. Determine o deslocamento em B do eixo de aço 
A-36 de 30 mm de diâmetro. 


“14.96. Determine a inclinação do eixo de aço A-36 de 30 
mm de diâmetro no mancal de apoio A. 


1.600 N 1.600 N 


Problemas 14.95/96 


14.97. Determine o deslocamento na polia B. O eixo de aço 
A-36 tem diâmetro de 30 mm. 
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14.105. Determine o deslocamento em C. ET é constante. 
14.106. Determine a inclinação em B. ET é constante. 


Problemas 14.105/106 


Problema 14.97 


14.107. A viga é feita de carvalho, para o qual E = 11 GPa. 


14.98. A viga simplesmente apoiada com seção transversal ; é & 
Determine a inclinação e o deslocamento em 4. 


quadrada é submetida a uma carga uniforme w. Determine a 
deflexão máxima da viga causada somente por flexão e cau- 
sada por flexão e cisalhamento. Considere E = 3G. 200 mm 


+ 
400 mm | 4kN/m 


AI, q 


14.99. Determine o deslocamento no ponto C. ET é constante. 
“14.100. Determine a inclinação em B. El é constante. ExQuIçuagIa 10 


a “14.108. Determine o deslocamento em B. ET é constante. 
B Cs 


A 
“as ER j - 
| e— pp, — É 


Problemas 14.99/100 À = 


p— 
Is 
pa 
e 
dl 
+-twol'o «+ = 


o 
14.101. A viga de aço A-36 tem momento de inércia =. z E 
1 = 125(10º) mm'. Determine o deslocamento em D. sale 2 3 


14.102. A viga de aço A-36 tem momento de inércia 
1 = 125(10º) mm'. Determine a inclinação em 4. 
Problema 14.108 


14.103. A viga estrutural deaço A-36 tem momento de inér- 


cia 1 = 125(10)mm:. Determine a inclinação da viga em B. 14109. Determine a inclinação e o deslocamento no ponto 


C. El é constante. 


18kNm 18 kN'm 


ER: So F, 
nd 1 
Problemas 14,101/102/103 . 

a 


2a 


“14.104. Determine a inclinação em 4. ET é constante. 


Problema 14.109 


wW 
I | | [! | E | | | lo 14.110. A barra ABC tem seção transversal retangular de 


300 mm por 100 mm. A haste acoplada DB tem diâmetro 
A de 20 mm. Se ambos os elementos forem feitos de aço A-36, 
L E L determine o deslocamento vertical do ponto € provocado 
pela carga. Considere somente o efeito da flexão em ABC e 

Problema 14.104 da força axial em DB. 


Bm K 
Problema 14.110 


14.111. A barra ABC tem seção transversal retangular de 
300 mm por 100 mm. A haste acoplada DB tem diâmetro de 
20 mm. Se ambos os elementos foremfeitos de aço A-36, de- 
termine a inclinação em 4 provocada pela carga. Considere 
somente o efeito da flexão em ABC e da força axial em DB. 


Problema 14.111 


“14.112. Determine o deslocamento vertical do ponto A na 
cantoneira, resultante da força concentrada P. A cantoneira 
está engastada em seu apoio. EI é constante. Considere so- 
mente o efeito da flexão. 


P 
fine 


no 


A 


Problema 14.112 


14113. A estrutura em L é composta por dois segmentos, 
cada um com comprimento L e rigidez à flexão ET. Se for 
submetida à carga distribuída uniforme, determine o deslo- 
camento horizontal da extremidade C. 
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14.114. A estrutura em L é composta por dois segmentos, 
cada um com comprimento L e rigidez à flexão ET. Se for 
submetida à carga distribuída uniforme, determine o deslo- 
camento vertical do ponto B. 


Problema 14.113/114 


14.115. Determine o deslocamento horizontal do ponto €. 
El é constante. Há um apoio fixo em 4. Considere somente 
o efeito da flexão. 


3 kN 


ali | 


Problema 14.115 


“14.116. O anel repousa sobre a superfície rígida e está su- 
jeito à carga vertical P. Determine o deslocamento vertical 
em B. El é constante. 


Problema 14.116 
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“14.8 Teorema de Castigliano 


In 1879, Alberto Castigliano, um engenheiro de fer- 
rovias italiano, publicou um livro no qual descrevia um 
método para determinar o deslocamento e a inclinação 
em um ponto em um corpo. Esse método, denominado 
segundo teorema de Castigliano, aplica-se somente a 
corpos que tenham temperatura constante e cujo mate- 
rial tenha comportamento linear elástico. Se o desloca- 
mento em um ponto tiver de ser determinado, o teore- 
ma afirma que o deslocamento é igual à derivada parcial 
de primeira ordem da energia de deformação no corpo 
em relação a uma força que age no ponto e na direção 
do deslocamento. De modo semelhante, a inclinação da 
tangente em um ponto em um corpo é igual à derivada 
parcial de primeira ordem da energia de deformação no 
corpo com relação a um momento que age no ponto e 
na direção do ângulo da inclinação. 

Para deduzir o segundo teorema de Castigliano, con- 
sidere um corpo de forma arbitrária, que é submetido a 
uma série de n forças, P, P,,..., P, (Figura 14.39). Visto 
que o trabalho externo realizado por essas forças equi- 
vale à energia de deformação interna armazenada no 
corpo, podemos aplicar a conservação de energia, isto é, 


U=U, 

Todavia, o trabalho externo é função das cargas ex- 
ternas, U, = X/Pdx (Equação 14.1), portanto o trabalho 
interno também é função das cargas externas. Assim, 

U,=U.= PP... 

Agora, se qualquer uma das forças externas, diga- 

mos P, aumentar de uma quantidade diferencial dP, o 


trabalho interno também aumentará, de modo tal que 
a energia de deformação torna-se 


Bi) (14.44) 


oU, 
U,+ dU,=U,; ed 


JP; (14.45) 


Da 


ps : 


Pp, 


Figura 14.39 


Entretanto, esse valor não deve depender da sequên- 
cia na qual as n forças são aplicadas ao corpo. Por exem- 
plo, poderíamos aplicar primeiro dP, ao corpo, então 
aplicar as cargas RE «+. P . Nesse caso,d P, provocaria o 
deslocamento do corpo por uma quantidade diferencial 
dAi na direção de dP. Pela Equação 14.2,(U = TA), 
o incremento de energia de deformação seria >dP dá, 
Todavia, essa quantidade é uma diferencial de segunda 
ordem e pode ser desprezada. A aplicação adicional das 
cargas P,, P,,..., P, faz com que dP. desloque-se de À, de 
modo que a energia de deformação torna-se 


E dv, = UA AFA; (14.46) 


Aqui, como acima, U, é a energia de deformação 
interna no corpo, provocada pelas cargas P,, P,,...,P, e 
dilo= dPA, é a energia de deformação adicional pro- 
vocada por dP. 

Resumindo, a Equação 14.45 representa a energia 
de deformação no corpo determinada pela aplicação 
em primeiro lugar das cargas P,, P,,..., Pn, e a seguir 
dP,; a Equação 14.46 representa a energia de deforma- 
ção determinada aplicando-se em primeiro lugar dP, 
e a seguir as cargas P,, P,,..., P, . Visto que essas duas 
equações devem ser iguais, exige-se 


fas E 
1 3P, (14.47) 


o que prova o teorema; isto é, o deslocamento À na 
direção de P. é igual à derivada parcial de primeira or- 
dem da energia de deformação em relação a P. 

Devemos observar que a Equação 14.47 é uma de- 
claração referente aos requisitos de compatibilidade do 
corpo, visto que é uma condição relacionada com deslo- 
camento. Além disso, a dedução acima exige que somente 
forças conservativas sejam consideradas para a análise. 
Essas forças podem ser aplicadas em qualquer ordem e, 
além disso, realizam trabalho que é independente do ca- 
minho e, portanto, não criam nenhuma perda de energia. 
Como o material tem comportamento linear elástico, as 
forças aplicadas serão conservativas e o teorema é válido. 
Devemos mencionar também que o primeiro teorema de 
Castigliano assemelha-se ao segundo; todavia, relaciona 
a carga P com a derivada parcial da energia de deforma- 
ção em relação ao deslocamento correspondente, isto é, 
P, = 0U/9A. A prova é semelhante à dada acima. Esse te- 
orema constitui outro modo de expressar os requisitos de 
equilíbrio para o corpo; contudo, sua aplicação é limitada 
e não o discutiremos aqui. 


“14.9 Teorema de Castigliano 
aplicado a treliças 


Visto que um elemento de treliça está sujeito a 
uma carga axial, a energia de deformação é dada pela 


Equação 14.16, U, = NºL/2 AE. Substituindo essa equa- 
ção na Equação 14.47 e omitindo o índice i, temos 


NºL 


A 
2AE 


“aP 


Geralmente é mais fácil efetuar a diferenciação an- 
tes do somatório. Além disso, L, A e E são constantes 
para um dado elemento de treliça e, portanto, pode- 
mos escrever 


(14.48) 


a = 3n( e 


Nessa expressão, 
A = deslocamento da articulação da treliça 
P = força externa de intensidade variável aplicada a 
uma articulação de treliça na direção de A 


N = força axial interna em um elemento provocada 
por ambas, a força P e as cargas sobre a treliça 

L = comprimento de um elemento 

A = área da seção transversal de um elemento 

E = módulo de elasticidade do material 


Para determinar a derivada parcial 9N/dP, será neces- 
sário tratar P como uma variável, e não como uma quan- 
tidade numérica específica. Em outras palavras, cada for- 
ça axial interna N deve ser expressa em função de P. 

Por comparação, a Equação 14.48 assemelha-se à 
usada para o método do trabalho virtual (Equação 
1439) (1: A = 2nNL/AE), exceto que n é substituída 
por 9N/9P. Contudo, esse termos, n e dN/9P, serão os 
mesmos, visto que representam a taxa de variação da 
força axial interna em relação à carga P ou, em outras 
palavras, a força axial por carga unitária. 
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Determine o deslocamento horizontal da articulação C 
da treliça de aço mostrada na Figura 14.40a. A área da se- 
ção transversal de cada elemento é indicada na figura. Con- 
sidere E, = 210(10)N/mm?, 


SOLUÇÃO 


Força externa P. Visto que o deslocamento horizontal de 
C deve ser determinado, uma força horizontal variável P é 
aplicada à articulação C (Figura 14.40b). Mais adiante essa 
força será igualada ao valor fixo de 40 kN. 


Forças internas IN, Usando o método dos nós, determina- 
mos a força N em cada elemento. Os resultados são mostra- 
dos na Figura 14.40b. Arranjando os dados em forma tabu- 
lar, temos 


Membro N 0N NP=4kN L n(E) L 
9P oP 
AB 0 0 0 4.000 0 
BC 0 0 0 3.000 0 
AC 167P 167 666710) 5000 556,7(109) 
CD -1,3P -133  —5333(10”) 4000 283,/7(109) 


Segundo teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 
14.48, obtemos 


oNN L 
sas E, 
Gi (E) A 


6 
ad 556,7(10%) N.m 


(625 mm?)[210(10*) N/mm?] ] 


283,7(10*) Nm 
(1.250mm 9 210(10)N/mm? ] 


= 4,24 + 1,08 + 5,32 mm Resposta 


O seguinte procedimento fornece um método que pode ser usado para determinar o deslocamento de qualquer 
articulação em uma treliça aplicando-se o segundo teorema de Castigliano. 


Força externa P 


e Coloque una força P sobre a treliça na articulação onde o deslocamento deve-ser determinado. Considera-se que 
essa força tem intensidade variável e deve ser orientada ao longo da linha de ação do deslocamento. 


Forças internas N 


e Determine a força: N em cada elemento, provocada por ambas, as cargas reais (numéricas) e a força variável P. Con- 
sidere que as forças de tração são positivas e as de compressão, negativas. 

e Determine a derivada parcial 0N/9P respectiva para cada elemento. 

e Depois que N e oN/9P foram determinadas, atribua a P seu:valor numérico, se ela realmente substituiu. uma: força 


real na treliça. Senão, iguale Pa zero. 


Segundo teorema de Castigliano 


s Aplique o teorema de Castigliano para determinar o deslocamento desejado A. É importante conservar ossinais 
algébricos para os valores correspondentes de N e àN/9P quando substituirmos esses termos na equação. 
e Se a soma resultante SN(àN/oP)L/A E: for positiva, À está na mesma direção de P. Se resultar um valor negativo, À 


está na direção contrária à de P. 
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Determine o deslocamento vertical da articulação C da treli- 
ça de aço mostrada na Figura 14.41a. A área da seção trans- 
versal de cada elemento é 4 = 400 mm? e Eco = 200 GPa. 


SOLUÇÃO 


Força externa P. Aplica-se a força vertical P à treliça na 
articulação C, já que é nesse lugar que o deslocamento verti- 
cal deve ser determinado (Figura 14.41b). 


Forças internas N. As reações nos apoios 4 e D da treli- 
ça são calculadas e os resultados mostrados na Figura 14.41b. 
Usando o método dos nós, as forças N em cada elemento são 
determinadas (Figura 14.41c).“ Por conveniência, esses resulta- 
dos, juntamente com as derivadas parciais 9N/9P são apresenta- 
das em forma tabular. Observe que, visto que P na verdade não 
existe como uma carga real sobre a treliça, exige-se P = 0, 


oN oN 
M N e =0 — 
gi ap MO 1 Mp 
AB —-100 0 —100 4 0 
BC 141,4 0 141,4 2828 0 
AC —141,4 — 1,414P —1414  —I4,4 2828 565,7 
CD 200 + P 1 200 2 400 
> 965,7kN:m 
1,33 P 1,33 P Segundo teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 
(b) 14.48, temos 
igura 14. oNV L . 
Figura 14.40 ae N( ) — 965,7 kN -m 
' 0oP/AE AE 
P 
200kN + P | fc 
: ns N 


ES 
Ed Ea 


200EN+P À 


100 kN + P 
(b) 
141,4kN + 1,414 P 141,4kN 
ZA a EN 
100 kN B 
200 kN + P A 100 kN 
100 kN + P 100 kN 
(c) 
Figura 14.41 


Pode ser mais conveniente analisar a treliça com apenas a carga de 
100 kN sobre ela, e então analisar a treliça com a carga P sobre ela. 
A seguir, os resultados podem ser somados para dar as forças N. 


Substituindo 4 e E pelos valores numéricos, obtemos 


' 965,7 kN m 
€ [400(109) m2] 200(10º) kN/m? 
= 0,01207m = 121 mm 


Resposta 


Essa solução deve ser comparada com a do Exemplo 
14.11, usando o método do trabalho virtual. 


14.117. Resolva o Problema 14,71 usando o teorema de 


Castigliano. 
14.118. Resolva o Problema 14.73 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.119. Resolva o Problema 14:74 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.120. Resolva o Problema 14.72 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.121. Resolva o Problema 14.75 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.122. Resolva o Problema 14.76 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.123. Resolva o Problema 14:77 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.124. Resolva o Problema 14.80 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.125. Resolva o Problema 14.78 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.126. Resolva o Problema 14.79 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.127. Resolva o Problema 14. 81 usando o teorema de 
Castigliano. 
*14.128. Resolva o Problema 14.84 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.129. Resolva o Problema 14.82 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.130. Resolva o Problema 14.83 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.131. Resolva o Problema 14.85 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.132. Resolva o Problema 14.86 usando o teorema de 
Castigliano. 


14.10 Teorema de Castigliano 
aplicado a vigas 


A energia de deformação interna para uma viga é 
provocada por ambas, flexão e cisalhamento. Todavia, 
como destacamos no Exemplo 14.7, se a viga for com- 
prida e esbelta, a energia de deformação decorrente do 
cisalhamento pode ser desprezada em comparação com 
a de flexão. Considerando que seja esse o caso, a ener- 
gia de deformação interna para uma viga é dada por 
x = [M'dx2EI (Equação 14.17). Substituindo em 

= 9U/oP, (Equação 14.47), e omitindo o índice i, temos 


MéTODOS DE ENERGIA 561 


Em? dx 
E 2EI 


A = 


Em vez de elevar a expressão ao quadrado para o 
momento interno M, integrar e então calcular a deri- 
vada parcial, em geral é mais fácil derivar antes da in- 
tegração. Uma vez que E e 1 são constantes, temos 


É dx 
A = M 
É (ja 


(14.49) 

onde 

À = deslocamento do ponto provocado pelas cargas 
reais que agem sobre a viga 

P = força externa de intensidade variável aplicada à 
viga na direção de A 

M = momento interno na viga, expresso em função 
de x e provocado por ambas, a força P e as car- 
gas sobre a viga 

E = módulo de elasticidade do material 

1 = momento de inércia da área da seção transver- 


sal, calculado em torno do eixo neutro 


Se tivermos que determinar a inclinação da tangen- 
te 8 em um ponto sobre a linha elástica, temos que de- 
terminar a derivada parcial do momento interno M em 
relação a um momento externo M' que age no ponto. 


Para esse caso, 
L 
MN dx 
6 = Eae, 
/ nl) Ei 


As equações acima assemelham-se às usadas 
para o método do trabalho virtual (equações 14.42 
e 14.43), exceto que m e m, substituem 0M/9P e 
IM/9M", respectivamente. 

Devemos mencionar que, se a carga que age sobre 
um elemento provocar energia de deformação signifi- 
cativa dentro do elemento devido a carga axial, cisa- 
lhamento, momento fletor e momento de torção, então 
os efeitos de todas essas cargas devem ser incluídos 
quando da aplicação do teorema de Castigliano. Para 
tal, devemos usar as funções de energia de deformação 
desenvolvidas na Seção 14.2, juntamente com suas de- 
rivadas parciais associadas. O resultado é 


NY L dx 
Aee =n( 5) E fd vas 


AE 
+ na Gelo 
0 9P /EI 0 9P/ GI 
O método de aplicação dessa formulação geral é 


semelhante ao usado na aplicação das equações 14.49 
e 14.50. 


(14.50) 


(14.51) 
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O seguinte procedimento fornece um método que pode ser usado para aplicar o segundo teorema de Castigliano. 


Força externa P ou Momento M' 


e Coloque a força P sobre a viga no ponto.e oriente-a ao longo da linha de ação do deslocamento desejado. 
º:Se a inclinação da tangentetiver de ser determinada, coloque um momento M' no ponto. 


º Considere que ambos, Pe M' têm intensidade variável. 


Momentos internos M 


e Estabeleça coordenadas x adequadas que sejam válidas dentro de Tegiões da viga onde não há nenhuma desconti- 


nuidade de força, carga distribuída ou momento. 


e Calcule os momentos:internos M'em função de Pou M'e as detivades parciais OM/9P ou oM/0M!' para cada coor- 


denada:x. 


e Depois que M e dMIoP ou àM/9M: forem determinados, atribua a P ou M' seu valor numérico se, de fato, ela (ou ele) 
substituiu uma força ou momentoreal. Senão, iguale P ou M' a zero. 


Segundo teorema de Castigliano 


e Aplique:a Equação 14.49 ou 14.50 para determinar o deslocamento desejado À ou.0. É importante conservar os 
sinais algébricos correspondentes de M e 9M/oP ou 0M/0M*. 

e Se a soma resultante de todas as integrais definidas for positiva, A ou 6.estará na mesma direção de P'ou M'. Se 
resultar um valor negativo, À ou 6 estará na direção contrária à de PouM". 


Determine o deslocamento do ponto B sobre a viga 
mostrada na Figura 14.42a. El é constante. 


SOLUÇÃO 


Força externa P. A força vertical P é colocada sobre a viga 
em B como mostra a Figura 14.42b, 


(c) 
Figura 14.42 


Momentos internos M. É necessário apenas uma única 
coordenada x para a solução, visto que não há nenhuma des- 
continuidade de carga entre 4 e B. Usando o método das se- 
ções (Figura 14.42c), o momento interno e a derivada parcial 
são determinados da seguinte maneira: 


2 
Mo, 
oP , 
Fazendo P = 0, temos 
—wx? aM 
M = =- 
2 Cop 
Segundo teorema de Castigliano. Aplicando a Equação 
14.49, temos 
SE [ u( te) n | (etica dx 
e oP/EL bh EI 
4 
= wL Resposta 
8EI 


A semelhança entre essa solução e a do método do trabalho 
virtual (Exemplo 14.14), deve ser notada. 


Determine a inclinação no ponto B da viga mostrada na 
Figura 14.43a. ET é constante. 


SOLUÇÃO 


Viomento externo M'. Visto que a inclinação no ponto B 
deve ser determinada, um momento externo M' é colocado 
sobre a viga nesse ponto (Figura 14.43b). 


Momentos internos M. Duas coordenadas, x, e x,, devem 
ser usadas para determinar os momentos internos dentro 


(a) 
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da viga, visto que há uma descontinuidade, M', em B. Como 
mostra a Figura 14.43b, x, abrange a faixa de AaBex, 
abrange a de B a €. Usando o método das seções (Figura 
14.43c), os momentos internos e as derivadas parciais são de- 
terminados da seguinte maneira: 


Para x,, 
(+2Mya = 0; -M, — Px, =0 
M, = —Px1 
0M, -0 
oM' 
Para x, 
L 
(+ZMya = 0; M+M —- P Z Fx, ]=0 
E 
M, mi M' =p E) a 2 
aM, 
om" 1 


Segundo teorema de Castigliano. Fazendo M' = 0 e 


aplicando a Equação 14.50, temos 


- [ul , [Hm É sat) do 
p EI E, EI 
o SBREP 
“SEI 


Resposta 


O sinal negativo indica que 0, está na direção oposta à do 
momento M'. Observe a semelhança entre essa solução e a 
do Exemplo 14.15. 


P 
E 
Hx B x 
(b) 
P 
Vi 
m (JE 
dE est 
P 


Figura 14.43 
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Para x,, 
Determine o deslocamento vertical do ponto € da viga M, = 18 + (3+0,6P)x, 
de aço mostrada na Figura 14.44a. Considere Eco = 200 GPa, 5M 
1 = 125(10)mº*. ES E 0,6x> 
oP 
SOLUÇÃO 


Segundo teorema de Castigliano. Fazendo P = 5SkNe 


, ical P é apli : 
Força externa P. Uma força vertical P é aplicada no ponto aplicando a Equação 1449 temos 


C (Figura 14.44b). Mais adiante, essa força será igualada ao 


valor fixo de 5 kN. A 
0M dx 
Momentos internos Mi. Nesse caso são necessárias duas Ac, = ! (ja 
coordenadas x para a integração, visto que a carga é descon- 8 
tínua em C. Usando o método das seções (Figura 14.44c), os 
momentos internos e as derivadas parciais são determinados 1.3 
6 o dia q 4 - ; E 
da seguinte maneira: = (Lim, 9% (0.431) dx a / (18 + 6x>)(0,6x,) dx, 
9 EI o EI 
Para x,, 
1 Ra 
(+2Mys = 0, Mt SAS) — (0 +04P)x =0 o 410,9 kN + m? 
os [200(109) kN/m?]125(10-*) mº 
M, = (9 + 0,4P)x, — 9% = 0,0164m = 16,4 mm 
5M, Res posta 
= 0,4x4 
oP edad 


DER, 


e 
4m 3kN + 0,6P 


3kN + 0,6P 


(c) 
Figura 14,44 


14.133. Resolva o Problema 14.87 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.134. Resolva o Problema 14.89 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.135. Resolva o Problema 14.90 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.136. Resolva o Problema 14.88 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.137. Resolva o Problema 14.91 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.138. Resolva o Problema 14.93 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.139. Resolva o Problema 14.94 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.140. Resolva o Problema 14.92 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.141. Resolva o Problema 14.95 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.142. Resolva o Problema 14.97 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.143. Resolva o Problema 14.99 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.144. Resolva o Problema 14.96 usando o teorema de 
Castigliano. 
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14.145. Resolva o Problema 14.101 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.146. Resolva o Problema 14.102 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.147. Resolva o Problema 14.103 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.148. Resolva o Problema 14.100 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.149. Resolva o Problema 14.105 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.150. Resolva o Problema 14.106 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.151. Resolva o Problema 14.107 usando o teorema de 
Castigliano. 
“14.152. Resolva o Problema 14.104 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.153. Resolva o Problema 14.109 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.154. Resolva o Problema 14.113 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.155. Resolva o Problema 14.114 usando o teorema de 
Castigliano. 
414.156. Resolva o Problema 14.108 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.157. Resolva o Problema 14.116 usando o teorema de 
Castigliano. 
14.158. Resolva o Problema 14.115 usando o teorema de 
Castigliano. 


Quando uma força (momento) age sobre um corpo de- 
formável, realizará trabalho externo quando deslocar- 
se (OU girar). As tensões inteinas produzidas no corpo 
também sofrem deslocamento e, por isso, criam energia 
de deformação elástica que é armazenada no material. 
A conservação de energia afirma que o trabalho exter- 
no realizado pela carga equivale à energia de deforma- 
ção interna produzida pelas tensões no corpo. 


A conservação de energia pode ser usada para resolver 
próblemas que envolvem impacto elástico, que conside- 
ra O corpo em movimento como rígido é toda a energia 
de deformação é armazenada no corpo. estacionário. 
Isso leva à utilização de um fator de impacto, que é a 
relação entre a carga dinâmica e a carpa estática. 


O princípio do trabalho virtual pode ser usado para de- 
terminar o deslocamento de uma articulação em uma 
treliça ou à inclinação e o deslocamento de pontos so- 
bre uma viga ou estrutura. Requer colocar uma força 


ponto onde o deslocamento (rotação) deve ser deter- 

minado. Então, o trabalho virtual externo produzido 

é igualado à energia de deformação virtual interna no | 
elemento ou estrutura. É 


externa unitária virtual (momento unitário virtual) no |. 


nNL 
tá Dar 

L 

mM 
ra= | od 
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O) teorema de Castigliano também pode ser usado para | 
: : E a o NL 

determinar O deslocamento de uma articulação em uma A =. s N 

treliça é a inclinação ou o deslocamento de um pon- a 9P/ AE 
to sobre uma Viga ou estrutura. Nesse caso, uma força L MN dx 
variável P (momento M) é colocada no ponto onde o A= ] M (a 
deslocamento (inclinação) deve ser determinado. Então, 0 9P ) EI 
determinam-se a carga interna em função de P (M) e L oM N dx 
'sua derivada parcial em relação a P (M). Em seguida, o 0 = 3Mº ) ET 
“teorema de Castigliano é aplicado para obter o desloca- 0 

mento (rotação) desejado. sia 


14.159. Determine a energia de deformação por flexão na 14,163. A viga em balanço é submetida a um momento 
viga provocada pela carga mostrada ET é constante. M, aplicado a sua extremidade. Determine o deslocamento 
da viga em B. El é constante. Use o método do trabalho 
virtual, 


Problema 14.159 


“14.160. O parafuso de aço L2 tem diâmetro de 5 mm e o 
elo AB tem seção transversal retangular de 10 mm de largura 
por 4 mm de espessura. Determine a energia de deformação 
no elo AB provocada pela flexão, e no parafuso provocada 
pela força axial. O parafuso é apertado de modo que tenha 
tração de 1.750 N. Despreze o furo no elo. 


120 mm 80 mm 
4 mm 
É 


Problema 14.163 


“14.164. Resolva o Problema 14.163 usando o teorema de 
Castigliano. 


» 160 mm Problema 14.164 


14.165. Determine o deslocamento vertical da articulação 
A. Cada barra é feita de aço A-36 e tem área de seção trans- 
versal de 600 mm?, Use a conservação de energia. 


Problema 14.160 


14.161. A viga em balanço é submetida a um momento M, 
aplicado a sua extremidade. Determine a inclinação da viga 
em B. ET é constante. Use o método do trabalho virtual. 


14.162. Resolva o Problema 14.161 usando o teorema de 
Castigliano. 


L 


5 kN 


Problemas 14.161/162 Problema 14.165 
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15 kN 


Problema 14.166 


14.166. Determine o deslocamento do ponto Bsobreaviga 14.169. Resolva o Problema 14.168 usando o teorema de 
de alumínio. E, = 75 GPa. Use a conservação de energia. Castigliano. 


14.167. Um peso de 100 N (=10 kg) é solto de uma altura 14.170. Determine o deslocamento vertical da articulação 
de 1,2 m e cai sobre a extremidade de uma viga em balanço E. Para cada elemento 4 = 400 mm?, E = 200 GPa. Use o 
de aço A-36. Se a viga for um perfil W310 x 74,determinea | método do trabalho virtual. 


tendo mena desenrola maia: 14.171. Resolva o Problema 14.170 usando o teorema de 


Castigliano. 


12m 


36m —e 


Problema 14.167 


Problemas 14.168/169/170/171 


“14.168. Determine o deslocamento vertical da articulação 
B. Para cada elemento 4 = 400 mm?, E = 200 GPa. Use o 
método do trabalho virtual. 


A.1 Centroide de uma área 

O centroide de uma área refere-se ao ponto que 
define o centro geométrico dela. Se a área tiver uma 
forma arbitrária, como mostra a Figura A.la, as coor- 
denadas x e y que definem a localização do centroide 
C são determinadas pelas fórmulas 


furda 
a A — 
Xx=| = 
fa 
A 


Os numeradores dessas equações são formulações 
do 'momento de primeira ordem” do elemento de área 
dA em torno dos eixos y e x, respectivamente (Figura 
A.1b); os denominadores representam a área total 4 
da forma. 


(A.1) 


(b) 
Figura Al 


ropriedades geoi 
de uma área 


jétricas 


Devemos observar que a localização do cen- 
troide de algumas áreas pode ser especificada par- 
cial ou completamente pelas condições de simetria. 
Nos casos em que a área tem um eixo de simetria, o 
centroide estará localizado ao longo desse eixo. Por 
exemplo, o centroide C da área mostrada na Figura 
A.2 deve encontrar-se ao longo do eixo y, visto que, 
para cada área elementar d À à distância +x à direita 
do eixo y há um elemento idêntico à distância —x 
à esquerda. Portanto, o momento total para todos 
os elementos em torno do eixo de simetria se can- 
celará; isto é, /x dA = O (Equação A.1), de modo 
que x = 0. Nos casos em que a forma tem dois eixos 
de simetria, decorre que o centroide encontra-se na 
interseção desses eixos (Figura A.3). Tomando como 
base o princípio da simetria ou usando a Equação 
A.l, as localizações dos centroides para formas de 
área comuns são apresentadas na parte interna da 
primeira capa deste livro. 


Figura A.2 


y 


Figura A.3 


Áreas compostas. Muitas vezes, uma área pode 
ser secionada ou dividida em várias partes com formas 
mais simples. Contanto que a área e a localização do 
centroide de cada uma dessas formas compostas” se- 
jam conhecidas, podemos eliminar a necessidade de 
integração para determinar o centroide da área intei- 
ra. Nesse caso, devem ser usadas equações análogas à 
Equação A.1, porém substituindo as integrais por si- 
nais de somatório finito; isto é, 


SZA SA 
54 “SA 


(A2) 


Nessas expressões matemáticas, X e y representam 
as distâncias algébricas ou coordenadas x, y do centroi- 
de de cada parte composta, e 3A representa a soma 
das áreas das partes compostas ou, simplesmente, a 
área total. Em particular, se um furo ou uma região 
geométrica onde não exista nenhum material estiver 
localizado no interior de uma parte composta, o furo 
será considerado uma parte composta adicional com 
área negativa. Além disso, como já discutimos, se a área 
total for simétrica em torno de um eixo, o centroide da 
área encontra-se no eixo. 

O exemplo a seguir ilustra a aplicação da Equa- 
ção A.2. 


Localize o centroide C da área da seção transversal da 
viga T mostrada na Figura A.4a. 


SOLUÇÃO | 


O eixo y está localizado ao longo do eixo de simetria, de 
modo que x = 0 (Figura A.4a). Para obter y, definiremos o 
eixo x (eixo de referência) passando pela base da área, que 
é segmentada em dois retângulos como mostra a figura, e 
a localização y do centroide é definida para cada um deles. 
Aplicando a Equação A.2, temos 


Rue 2y4 [5 em(10 cmY2 cm) + [11,5 cm(3 cm)8 cm) 


PSA (10 cmX2 cm) + G em8 cm) 
= 8,55 em Resposta 
SOLUÇÃO Il 


Usando os mesmos dois segmentos, o eixo x pode ser 
localizado na parte superior da área, como mostra a Figura 
A.4b. Nesse caso, 


Sy4 — [-1,5eml(3 cmY8 cm) + [-8 eml(10 cm)(2 cm) 
ZA (3 cm)(8 em) + (10 em2 cm) 
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y 


| —1,5 cm 


Figura A.4 


O sinal negativo indica que C está localizado abaixo da 
origem, o que era previsível. Observe também que, pelas 
duas respostas, 8,55 cm + 4,45 cm = 13,0 cm, que também é 
a profundidade da viga. 


SOLUÇÃO III 

Pode-se também considerar que a área da seção trans- 
versal é um único retângulo grande menos dois retângulos 
pequenos (Figura A.4c). Então, teremos 
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— SyA | [6,5 cm[13 em)8 cm) — 2[5 eml(10 cmY3 cm) 
ZA (13 cem)(8 em) — 2(10 em)(3 em) 
= 855 em 


Resposta 


A.2 Momento de inércia de 
uma área 


Quando calculamos o centroide de uma área, con- 
sideramos o momento de primeira ordem da área em 
torno de um eixo; isto é, para executar o cálculo foi pre- 
ciso calcular uma integral da forma /x dA. Há alguns 
tópicos da resistência dos materiais que exigem o cál- 
culo de uma integral do momento de segunda ordem 
de uma área, isto é, /x2 dA. Essa integral é denominada 
momento de inércia de uma área. Para mostrar a defi- 
nição formal do momento de inércia, considere a área 
A, mostrada na Figura A.5, que se encontra no plano 
x—y. Por definição, os momentos de inércia do elemento 
diferencial dA em torno dos eixos x e y são dI, = y'dA e 
dl, = x'dA, respectivamente. Para a área inteira, o mo- 
mento de inércia é determinado por integração, isto é, 


L= [9d4 

A 

= [Las 
A 


Também podemos expressar o momento de segun- 
da ordem do elemento diferencial em torno do polo 
O ou eixo z (Figura A.5), denominado momento polar 
de inércia, dJ,, = "dA. Nessa expressão, r é a distância 
perpendicular entre o polo (eixo z) e o elemento dA. 
O momento polar de inércia para a área inteira é 


Jo = fr dA=I,+I, 
A 


A Relação entre J, e 7,,1, é possível, contanto que 
P=x+y? (Figura À, 5). é 

Pelas formulações acima, vemos que [,, 1, e J, sem- 
pre serão positivos, já que envolvem o produto entre o 
quadrado de uma distância e uma área. Além disso, as 
unidades para o momento de inércia envolvem com- 
primento elevado à quarta potência, por exemplo, mº, 
mm ou pé”, pol”. 

As equações acima foram usadas para calcular os 
momentos de inércia em torno dos eixos centroides de 
algumas formas de áreas comuns, apresentados no fi- 
nal deste livro. 


(A3) 


(A.4) 


Figura A.5 


Teorema dos eixos paralelos para uma área. 
Se o momento de inércia de uma área em torno de 
um eixo centroide for conhecido, poderemos deter- 
minar o momento de inércia da área em torno de um 
eixo paralelo correspondente por meio do teorema dos 
eixos paralelos. Para deduzir esse teorema, considere 
a determinação do momento de inércia em torno do 
eixo x da área mostrada na Figura A.6. Nesse caso, um 
elemento diferencial dA está localizado a uma distân- 
cia arbitrária y' do eixo centroide x', ao passo que a 
distância fixa entre os eixos paralelos x e x' é definida 
como d,. Visto que o momento de inércia de d4 em 
torno do eixo x é dl, = (y' + dy)dA, então, para a 
área inteira, 


= fo +d,yZdA 


A 


= foras + à, [ y'dA + az [ dA 
A A A 


O primeiro termo do lado direito representa o 
momento de inércia da área em torno do eixo x', Ix”. 


EV 


dio) x 
q 


Figura A.6 


y 


O segundo termo é zero, visto que o eixo x' passa pelo 
centroide da área C, isto é, /y' dA = Y'A = 0, já que 
y' = 0. Portanto, o resultado final é 


L.=Tv+ Ad) (A.S) 
Uma expressão semelhante pode ser escrita para 
I isto é, 


(A.6) 


E, por fim, para o momento polar de inércia em tor- 
no de um eixo perpendicular ao plano x—y e que passa 
pelo polo O (eixo z) (Figura A.6), temos 

Jo — de na Ad? (A.7) 

A forma de cada uma dessas equações estipula 
que o momento de inércia de uma área em torno de 
um eixo é igual ao momento de inércia em torno 
de um eixo paralelo que passa pelo 'centroide” mais o 
produto entre a área e o quadrado da distância per- 
pendicular entre os eixos. 


Áreas compostas. Muitas áreas de seção trans- 
versal consistem em uma série de formas mais simples 
interligadas, como retângulos, triângulos e semicírcu- 
los. Contanto que o momento de inércia de cada uma 
dessas formas seja conhecido ou possa ser determina- 
do em torno de um eixo comum, o momento de inér- 
cia da “área composta” pode ser determinado como a 
soma algébrica dos momentos de inércia de suas partes 
compostas. 

Para determinar adequadamente o momento de 
inércia de tal área em torno de um eixo específico, em 
primeiro lugar é necessário dividir a área em suas par- 
tes compostas e indicar a distância perpendicular entre 
o eixo especificado e o eixo centroide paralelo de cada 
parte. A tabela apresentada no final deste livro pode 
ser usada para calcular o momento de inércia em torno 
do eixo centroide de cada parte. Se esse eixo não coin- 
cidir com o especificado, o teorema do eixo paralelo, 7 
= [ + Ad?, deve ser usado para determinar o momento 
de inércia da parte em questão em torno do eixo espe- 
cificado. Então, o momento de inércia da área inteira 
em torno desse eixo é determinado pela soma dos re- 
sultados de suas partes compostas. Em particular, se 
uma parte composta tiver um “furo”, o momento de 
inércia para a parte composta será determinado “sub- 
traindo-se” o momento de inércia do furo do momento 
de inércia da área inteira que inclui o furo. 

Os exemplos apresentados a seguir ilustram a apli- 
cação desse método. 
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Determine o momento de inércia da área da seção 
transversal da viga T mostrada na Figura A.7a em torno do 
eixo centroide x”. 


SOLUÇÃO | 


A área é subdividida em dois retângulos como mostra a Fi- 
gura A.7a para determinar a distância entre o eixo x' e cada 
eixo centroide. Pela tabela apresentada no final deste livro, 
o momento de inércia de um retângulo em torno de seu eixo 
centroide é 1 = 1/12bh*. Aplicando o teorema dos eixos pa- 
ralelos (Equação A.5), a cada retângulo e somando os resul- 
tados, temos 


3 cm2 cm3 cm 


(b) 


Figura A.7 


I=5. + Ad/ 


= [5 (2 em)(10 cm) + (2 em)(10 cm)8,55 cm — 5 em] 


+ [55 (8 em)(3 em)” + (8 em)(3 cm)(4,45 cm — 1,5 emp | 


I = 646 mm! Resposta 


SOLUÇÃO II 

A área pode ser considerada como um único retângulo gran- 
de menos dois retângulos pequenos, como mostram as linhas 
tracejadas na Figura A.7b. Temos 


572 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


TZ (8 em/(13 cm)? + (8 em)(13 emY8,55 cm — 6,5 em | 


4 


E [15 (8 em)(1O em)? + (3 em)(10 em855 em — 5 emp | 
6 cm Resposta 


I=6 


Determine os momentos de inércia da área da seção 
transversal da viga mostrada na Figura A.8a em torno dos 
eixos centroides x e y. 


SOLUÇÃO 

A seção transversal pode ser considerada como três áreas 
compostas retangulares 4, B e D mostradas na Figura A.8b. 
Para o cálculo, o centroide de cada um desses retângulos é 
localizado na figura. Pela tabela apresentada no final deste 
livro, o momento de inércia de um retângulo em torno de 
seu eixo centroide é 1 = 1/12bh?. Por consequência, usando 
o teorema dos eixos paralelos para os retângulos 4 e D, os 
cálculos são os seguintes: 


Retângulo A: 


E: 1 
Ie= Iv + Ad) = 19 (100 mm)(300 mm) 


+ (100 mm)(300 mm)(200 mm)? 


= 1,425(10º) mm 


I,=Iy + Ad] = (300 mm)(100 mm) 
+ (100 mm)(300 mm) (250 mm)? 
= 1,90(10º) mm? 
Retângulo B: 


I.= (600 mm)(100 mm)? = 0,05(10º) mm” 


1, = (100 mm)(600 mm)? = 1,80(10”) mm? 
Retângulo D: 
E 1 
1, =Tv+ Ad) = õ (100 mm) (300 mm)? 


+ (100 mm)(300 mm)(200 mm)? 


= 1,425(10º) mm? 


(b) 
Figura A.8 


1 
y + Ad2 = 19 (300 mm)(100 mm) 


+ (100 mm)(300 mm)(250 mm)? 
= 1,90(10º) mm 


Logo, os momentos de inércia para a seção transversal 
inteira são 


1, = 1,425(10º) + 0,05(10”) + 1,425(10º) 


= 2,90(10º) mm Resposta 
1, = L,90(10º) + 1,80(10”) + 1,90(10º) 
= 5,60(10º) mm? Resposta 


A.3 Produto de inércia para 
uma área 


Em geral, o momento de inércia para uma área é di- 
ferente para cada eixo em torno do qual é calculado. Em 


algumas aplicações de projeto mecânico ou estrutural, 
necessita-se saber a orientação desses eixos que dão, res- 
pectivamente, os momentos de inércia máximo e mínimo 
da área. A Seção A.4 discute o método para determinar 
isso. Todavia, para utilizá-lo, em primeiro lugar deve-se 
calcular o produto de inércia para a área, bem como seus 
momentos de inércia para os eixos x, y dados. 

O produto de inércia para o elemento diferencial 
dAna Figura A.9, que está localizado no ponto (x, y), é 
definido como dT, | = xy dA, Dessa forma, para a área 
inteira 4, o produto de inércia é 


Dc ZA 
A 


Como ocorre para o momento de inércia, as unida- 
des de comprimento do produto de inércia são eleva- 
das à quarta potência, por exemplo, m*, mm, pé*, pol. 
Entretanto, visto que x ou y podem representar uma 
quantidade negativa, ao passo que o elemento de área 
é sempre positivo, o produto de inércia pode ser po- 
sitivo, negativo ou zero, dependendo da localização e 
orientação dos eixos coordenados. Por exemplo, o pro- 
duto de inércia 7, para uma área será zero se o eixo x 
ou o eixo y, for um eixo de simetria para a área. Para 
mostrar isso, considere a área sombreada na Figura 
A.10, na qual, para cada elemento dA localizado no 
ponto (x, y), há um elemento de área corresponden- 
te dA localizado em (x, —y). Visto que os produtos de 
inércia para esses elementos são, respectivamente, xy 
dA e —xy dA, quando da soma algébrica ou da inte- 
gração de todos os elementos de área escolhidos desse 
modo, eles se cancelarão mutuamente. Por consequ- 
ência, o produto de inércia para a área total torna-se 
zero. Além disso, decorre da definição de 1, que o 'si- 
nal” dessa quantidade depende do quadrante no qual 
a área está localizada. Como mostra a Figura A.ll,o 
sinal de fe mudará à medida que a área girar de um 
quadrante para outro. 


(AS) 


y 


Figura A.9 


PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DE UMA ÁREA 573 


Figura A.ll 


Teorema dos eixos paralelos. Considere a 
área sombreada mostrada na Figura A.12, na qual x” 
e y' representam um conjunto de eixos centroides e x 
e y representam um conjunto correspondente de eixos 
paralelos. Considerando que o produto de inércia de 
dA em relação aos eixos x e y é dl, =(x' + dx)(y' + 
dy)dA, para a área inteira, , 


ly = Le + dj) + dy) dA 


y y á 


Figura A.12 
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= [xy dA + a [y dA 
JA A 
+ ay [x dA + dido [ dA 
A A 


O primeiro termo à direita representa o produto de 
inércia da área em relação ao eixo centroide [7 .. Os se- 
gundo e terceiro termos equivalem a zero, já que os mo- 
mentos da área são considerados em torno do eixo cen- 
troide. Como sabemos que a quarta integral representa 
a área total 4, temos, portanto, como resultado final 


Lo = Ley + Add, (A.9) 

Deve-se notar a similaridade entre essa equação e o 
teorema dos eixos paralelos para momentos de inércia. 
Em particular, é importante que os sinais algébricos para 
d ed, sejam mantidos quando da aplicação da Equação 
A.9. Como ilustrado no exemplo a seguir, o teorema dos 
eixos paralelos encontra importante aplicação na deter- 
minação do produto de inércia de uma área composta 
em relação a um conjunto de eixos x, ). 


Determine o produto de inércia da área da seção trans- 
versal da viga mostrada na Figura A.13a em torno dos eixos 
centroides x e y. 


SOLUÇÃO 

Como no exemplo A.3, a seção transversal pode ser 
considerada como três áreas retangulares compostas, 4, B 
e D (Figura A.13b). As coordenadas para os centroides de 
cada um desses retângulos são mostradas na figura. Devido 
à simetria, o produto de inércia de cada retângulo é igual 
zero em torno de um conjunto de eixos x”, y' que passam 
pelo centroide do retângulo. Por consequência, a aplicação 


y 


do teorema dos eixos paralelos a cada um dos retângulos 
dá como resultado 


Retângulo A: 


= Ivy + Add, 
O + (300 mm)(100 mm)(—250 mm) (200 mm) 
—1,50(10º) mm 


Ly 


Retângulo B: 
fue E + Ad;d, 
=0+0 
=0 
Retângulo D: 
Ly = Tey + Adydy 


O + (300 mm)(100 mm)(250 mm)(—200 mm) 
—1,50(10”) mm 


Logo, o produto de inércia para a seção transversal in- 
teira é 
= [-1,50(10)] + 0 + [-1,50(10”)] 
—3,00(10º) mm 


xy 


Resposta 


A.4 Momentos de inércia para 
uma área em torno de 
eixos inclinados 


Em projeto mecânico ou estrutural, às vezes é ne- 
cessário calcular os momentos e produtos de inércia 1.., 
!, e 1, para uma área em relação a um conjunto de 
eixos x' e y' inclinados quando os valores de 0,1, É; e 


(b) 


Figura A.13 


Figura A.14 


a são conhecidos. Como mostra a Figura A.14, as co- 
ordenadas para o elemento de área dA em relação aos 
dois sistemas de coordenadas estão relacionadas pelas 
equações de trans formação 


, 


= xcos0 + ysen6 


! 


y = ycos6 — xsen6 


Por essas equações, os momentos e produto de 
inércia de d A em torno dos eixos x' e y' tornam-se 


dl = y“2dA = (ycos6 — xseng)2 dA 
dly = x? dA = (xcos0 + ysen6)2 dA 
dley = x'y' dA 


= (xcos0 + ysen6)(y cos6 — x sen6) dz 


Expandindo cada expressão e integrando, e per- 
cebendo que 1, = /y dA, 1,= JX dA e 1, = Jxy dA, 
obtemos 


I,=I cos 0+1, sen?0 — 21,, sen 8 cos 6 
L, =1 sen? 0 + A cos” 6 + 2l, sen 6 cos 0 
Iy =1 sen 6 cos 6 — T sen 6 cos 0 + 1 (cos! 8 — sen? 6) 


Essas equações podem ser simplificadas por meio 
das identidades trigonométricas sen 20 = 2 sen 8 cos 0 
e cos 28 = cos? 6 — sen? 6, o que dá como resultado 


Ie + By Dem, 
Ie = 2 + 2 cos 20: — 1; sen 20 
Ee E ly fes dy 
fp = 2 57; COS 20 + Iwsen 201(A.10) 
Fed; 
ey = Estando sen 20 + Lo cos 280 
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Observe que, se somarmos a primeira e a segunda 
equações, veremos que o momento polar de inércia em 
torno do eixo z que passa pelo ponto O é independente 
da orientação dos eixos x' e y', isto é, 


Jo = L, Se I, = E + fo 


Momentos principais de inércia. A Equação 
A.10 mostra que 1, 1, e [,,, dependem do ângulo de 
inclinação, 0, dos eixos x',' “Agora, determinaremos a 
orientação desses eixos em torno dos quais os momen- 
tos de inércia da área, [,. e 1, são máximos e mínimos. 
Esse conjunto particular de eixos é denominado eixos 
principais de inércia para a área, e os momentos de 
inércia correspondentes em relação a esses eixos são 
denominados momentos principais de inércia. Em ge- 
ral, há um conjunto de eixos principais para cada ori- 
gem escolhida O; todavia, normalmente o centroide da 
área é a localização mais importante para O. 

O) ângulo 9 = 0, que define a orientação dos eixos 
principais para a área, pode ser determinado diferen- 
ciando a primeira Equação A.10 em relação a 6 eigua- 
lando o resultado a zero. Assim, 


dI Ea 
o E 2 sen 20 — 21 ,y cos 20 = ( 
Portanto, em 6 = 0, 
tg 20 e AM 
g Sa: . 
"= jê Rar 


Essa equação tem duas raízes, 0,, e 0,,, separadas 
por um ângulo de 90º e, portanto, especificam a incli- 
nação de cada eixo principal. 

O seno e o cosseno de 26, e 20,2 podem ser obti- 
dos pelos triângulos mostrados na Figura A.15, que se 
baseiam na Equação A.11. Substituindo essas relações 
trigonométricas na primeira ou na segunda Equação 
A.10 e simplificando, o resultado é 


K+I, L— LP 
es Allo qe) Cedo) (AO) 


Dependendo do sinal escolhido, esse resultado dá o 
momento de inércia máximo ou mínimo da área. Além 
do mais, se substituirmos tais relações trigonométricas 
para 6, e 0, na terceira Equação A.10, veremos que 
re 0: isto” é, o produto de inércia em relação acs ei- 
xos principais equivale a zero. Visto que na Seção A.3 
indicamos que o produto de inércia é igual a zero em 
relação a qualquer eixo simétrico, decorre, por con- 
sequência, que qualquer eixo simétrico representa um 
eixo principal de inércia para a área. 
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Figura A.15 


Observe também que as equações deduzidas nesta 
seção são semelhantes àquelas para a transformação 
de tensão e deformação desenvolvidas nos capítulos 9 
e 10, respectivamente. O exemplo a seguir ilustra sua 
aplicação. 


Determine os momentos principais de inércia para a área 
da seção transversal da viga mostrada na Figura A.16 em rela- 
ção a um eixo que passa pelo centroide €C. 


Figura A.l6 


SOLUÇÃO 

Os momentos e o produto de inércia da seção transver- 
sal em relação aos eixos x, y foram calculados nos exemplos 
A3 e A4. Os resultados são 


1,=2,90(10)mmº 1, = 5,60(10)mm? 7, = —3,00(10)mmº 
A Equação A.11 nos dá os ângulos de inclinação dos 
eixos principais x' e y' 
ne É 3,00(10º) 
U.— 1/2 [2,90(10º) — 5,60(10)]/2 
20, = 1142º e 20,, = —65,8º 


tg20, = —2,22 


Logo, como mostra a Figura A.16, 


9,,=57,1º e ,=-329 


Os momentos principais de inércia em relação aos eixos x' 
e y' são determinados pela Equação A.12. Por consequência, 


Td L—LY 
£ A y Ro y 
Imér = o) + 2 Der 


— 2,90(10º) + 5,60(10º) 
p) 


IES E eu 
a + [-3,00(10)P 


2 
= 4,25(10º) + 3,29(10º) 


ou 


Poá = 154(10)mm* Li =0,960(10)mm! — Resposta 


Especificamente, o momento de inércia máximo, 
La = 1,54(10)mm', ocorre em relação ao eixo x” (eixo 
maior) já que, por inspeção, grande parte da área da seção 
transversal encontra-se na posição mais afastada desse eixo. 
Provamos isso substituindo os dados na primeira Equação 


A.10 por 6 = 57,1º. 


A.5 Círculo de Mohr para 
momentos de inércia 


Às equações A.10 a A.12 têm uma solução gráfica 
que é conveniente usar e, de modo geral, fácil de lem- 
brar. Elevando ao quadrado a primeira e a terceira das 
Equações A.10 e somando, temos como resultado 


DEDE o (RIDE 
Re Ley =) tt (A) 


Em qualquer problema dado, [e 1, são variáveis e 
I,I,eT, são constantes conhecidas. Assim, a Equação 
A.13 pode ser escrita em forma compacta como 


L-aP+1,2=R 
x x) 


À representação gráfica dessa equação é um círcu- 


lo de raio 
Ly 
- ; ) 2 
e ( 2 ] tm 


cujo centro está localizado no ponto (a, 0), onde a = 
(1,+ 1,)/2. O círculo construído dessa maneira é deno- 
minado círculo de Mohr. Sua aplicação assemelha-se à 
usada para as transformações de tensão e deformação 
desenvolvidas nos capítulos 9 e 10, respectivamente. 
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A principal finalidade da utilização do círculo de Mohr aqui é-dispor de um modo conveniente para transformar 1, 
I,e 1, nos momentos principais de inércia. O procedimento descrito a seguir nos dá um método para fazer isso. 


Calcule 1, 1 et, 


Determine os eixos x, y para a área, com a origem localizada no ponto P de interesse, normalmente o centroide, 
e determine 7, ! e 17, (Figura A.17a). 


y hoy 


Eixo para o momento 
principal de inércia, Inin 


E para o momento 


principal de inércia, Edo 
(a) (b) 
Figura A.l7 


Construa o círculo 


Determine um sistema coordenado retangular tal que a abscissa represente o momento de inércia 1 e a ordenada . 
represente o produto de inércia 1. ; (Figura A.17b). Determine o centro do círculo, €, que está localizado a uma distân- 
cia (1. + 1/2 da origem, e marque o'ponto de referência” A cujas coordenadas são (7,7, ). Por definição, I, é sempre 
positivo, do passo que I, será ou positivo ou negativo. Ligue o ponto de referência A ao centro do círculo é deter mine 
a distância CA por trigonometria. Essa distância representa o raio do círculo (Figura A.17b.) Por fim, trace o círculo. 


Momentos principais de inércia 


Os pontos onde o círculo intercepta a abscissa dão os valores dos momentos principais de inércia 1. e 1 Obser- 
ve que o produto de inércia será igual a zero nesses pontos (Figura A 17b). 

Para determinar a direção do eixo principal maior, calcule por trigonometria o ângulo 20, ,, medido entre O raio 
CAÃeo eixo I positivo (Figura A.17b). Esse ângulo representa duas vezes o ângulo entre O eixo x é o eixo de momento 
de inércia máximo 7. (Figura A.17a). O ângulo no círculo, 20,» O ângulo na área, 0, devem ser medidos no mesmo 
sentido, como mostrado na Figura A.17. O eixo menor serve pará o momento dé i inércia mínimo [ |, que'é perpendi- 


cular ao eixo maior que define 7... 
max 


min? 


Construa o círculo. Os eixos 1 e 1, são mostrados na 
Figura A18b. O centro do círculo, C, está a uma distância 
(1 + T)2 = (2,90 + 5,60)/2 = 4,25 da origem. Ligando o 
ponto de referência A(2,90, —3,00) ao ponto C, o raio CA 
pode ser determinado aplicando o teorema de Pitágoras ao 


Use o Círculo de Mohr para determinar os momentos 
principais de inércia para a área da seção transversal da 
viga mostrada na Figura A.18a, em relação aos eixos que 


passam pelo centroide C. 


SOLUÇÃO 


Caleule 4, 7, 1. Os momentos de inércia e o produ- 
to de inércia fora determinados nos exemplos A3 e A.4 
em relação aos eixos x, y mostrados na Figura A.18a, Os 
resultados são 1, = 2,90(10)mm!, 1, = 5,60(10)mmº e 
dat OO(10)mm'. 


triângulo sombreado CBA: 


CA = V(1,352 + (-3,00) = 3,29 


O círculo construído é mostrado na Figura A.18c. 
Momentos principais de inércia. O círculo intercepta o 
eixo 1 nos pontos (7,54, 0) e (0,960, 0). Por consequência, 


Tuas E 754(10)mm 


máx 


Tin = 0,960(10)mm' 


Resposta 


Resposta 
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E = 100 mm 


T(10º) mm 


A(2,90, 3,00) 


(b) 
Ly(10º) mm' 
— Ima = 754 + 


= 0,960 2 E 


I, mín | 


Ni 


A(2,90, 3,00) 


(c) 
Figura A.18 


(10º) mm? 


Como mostra a Figura A.18c,o ângulo 20, é medido no 
próprio círculo, em sentido anti-horário a partir de CA, na 
direção do eixo 1 positivo. Por consequência, 


3,00 
20, = 180º — tg A a) = 180º e ( 5 5) =1142º 


Portanto, o eixo maior principal [para Z.. = 
7,54(10)mm'] está orientado a um ângulo 6, = 57,1º me- 
dido em sentido anti-horário a partir do eixo x positivo. O 
eixo menor é perpendicular a este eixo. Os resultados são 


mostrados na Figura A.18a. 


A.l. Determine a localização y do centroide C para a área 
da seção transversal da viga. A viga é simétrica em relação 
ao eixo ). 


y 


Problema A.1 


A.2. Determine y,que marca a localização do centroide, e a 
seguir calcule os momentos de inércia /,.e 1, para a viga T. 


Problema A.2 


A.3. Determine a localização (x, y) do centroide C; a se- 
guir, determine os momentos de inércia 7, ef... 


Problema A.3 


“Ad. Determine o centroide y para a área da seção trans- 
versal da viga; a seguir, calcule 7... 


A.5. Determine I, para a viga que tenha a área de seção 
transversal mostrada. 


25 mm y 25 mm 


a | ha 


50 mm 75mm 75mm 50 mm 


Problemas A.4/5 
A.6. Determine X que localiza o centroide C; a seguir, de- 


termine os momentos de inércia [,., 7, para a área da seção 
transversal, 


y y é 


L 1 120mm + 
40 mm 


Problema A.6 


A.7. Determine os momentos de inércia 1, e 1, da seção Z. 
A origem das coordenadas está no centroide C. 


200 mm 


20 mm 


“200mm 
600 mm 


20 mm 


20 aa? 


Problema A.7 


“A.8. Determine a localização (x, y) do centroide C da área 
da seção transversal da cantoneira e, então, calcule o produto 
de inércia em relação aos eixos x' ey”. 
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sn ç 


c 
Problema A.8 
A.9. Determine o produto de inércia da área da seção 


transversal em relação aos eixos x e y cuja origem está loca- 
lizada no centroide C. 


Problema A.9 


A.10. Localize o centroide (x, y) da seção da canaleta e, a 
seguir, calcule os momentos de inércia 1, 1... 


Ali. Localize o centroide (x, y) da seção da canaleta e, a 
seguir, determine o produto de inércia [em relação aos 
eixos x' ey”. 


-— 125 mm 1 
Problemas A.10/11 
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“AdI2. Localize a posição (x, y) do centroide C da área da 
seção transversal e, a seguir, determine o produto de inércia 
em relação aos eixos x' e y”. 


Problema A.15 


PoE A6. Determine os momentos de inércia , e 7, e o pro- 


duto de inércia !.., para a área retangular. Os eixos x' e y' 
passam pelo centroide C. 


200 mm . 
Problema A.12 y 
AJd3. Determine o produto de inércia da área em relação ER 
aos eixos x € ). 
y 
160 
40 mm 
Problema A.16 
AJ7. Determine os momentos principais de inércia da 
k En área da seção transversal em torno dos eixos principais cuja 
origem está localizada no centroide C. Use as equações de- 
Problema A.13 


senvolvidas na Seção A.4. Para o cálculo, considere que to- 


; ; ; dos os cantos são quadrados. 
Al4. Determine os momentos de inércia 7, e !, da área q 


0,25 cm 


sombreada. A.18. Resolva o Problema A.17 usando o Círculo de 
Mohr. 
y 
a mn 


0,25 cm 


Eine 200 mm cm 


40 mm 


Problema A.14 


; A e H—2 em ee 
A.15. Determine os momentos de inércia 7 ,e 7, e o pro- 
duto de inércia 7, para a área semicircular. Problemas A.17/18 


A.19. Determine os momentos principais de inércia para 
a área da seção transversal da cantoneira em relação a um 
conjunto de eixos principais cuja origem está localizada no 
centroide C. Use as equações desenvolvidas na Seção A.4. 
Parao cálculo, suponha que todos os cantos são quadrados. 


“A20. Resolva o Problema A.19 usando o círculo de 
Mohr. 


100 mm 
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100 mm 
Problemas A.19/20 


ropriedades geor 
de perfis estruturais 


; Aba 
Área | Altura | Espessura . 
da alma |largura| espessura |... SXO XX = a it sa 6 
Descrição A d talma baba tuba | s r | S r 
mm X kg/m | mm? | mm mm mm mm 10º mm? [10% mm? | mm [10º mm” | 10! mm? | mm 
W610 x 155 | 19.800 | 611 12,70 324,0 19,0 1.290 4220 255 | 108 667 73,9 
W6l10 x 140 | 17.900 | 617 13,10 230,0 22,2 1.120 3.630 250 451 392 50,2 
W6l0 x 125 | 15.900 | 612 11,90 229,0 19,6 985 3.220 249 39,3 343 49,7 
W610 x 113 | 14.400 | 608 11,20 228,0 17,3 875 2.880 247 34,3 301 48,8 
W610 x 101 | 12.900 | 603 10,50 228,0 14,9 764 2.530 243 29,5 259 41,8 
W610 x 92 | 11800 | 603 10,90 179,0 15,0 646 2.140 234 14,4 161 34,9 
W6l0 x 82 | 10.500 | 599 10,00 178,0 12,8 560 1.870 231 12,1 136 33,9 
W460 x 97 | 12.300 | 466 11,40 193,0 19,0 445 1.910 190 22,8 236 431 
W460 x 89 | 11.400 | 463 10,50 192,0 17,7 410 1.770 190 20,9 218 42,8 
W460 x 82 | 10.400 | 460 9,91 191,0 16,0 370 1.610 189 18,6 195 42,3 
W460 x 74 9.460 | 457 9,02 190,0 14,5 333 1.460 188 16,6 175 41,9 
W460 x 68 8.730 | 459 914 154,0 15,4 297 1.290 184 9,41 122 32,8 
W460 x 60 7.590 | 455 8,00 153,0 13,3 255 1.120 183 7,96 104 32,4 
W460 x 52 6.640 | 450 7,62 152,0 10,8 212 942 179 6,34 83,4 30,9 
W4l0 x 85 | 10.800 | 417 10,90 181,0 18,2 315 1.510 171 18,0 199 40,8 
W410 x 74 9.510 | 413 9,65 180,0 16,0 215 1.330 170 15,6 173 40,5 
W410 x 67 8.560 | 410 8,76 179,0 14,4 245 1.200 169 13,8 154 40,2 
W410 x 53 6.820 | 403 7,49 177,0 10,9 186 923 165 10,1 114 38,5 
W410 x 46 5.890 | 403 6,99 140,0 11,2 156 714 163 5,14 73,4 29,5 
W410 x 39 4.960 | 399 6,35 140,0 8,8 126 632 159 4,02 57,4 28,5 
W360 x 79 | 10.100 | 354 9,40 205,0 16,8 227 1.280 150 24,2 236 48,9 
W360 x 64 8.150 | 347 1,15 203,0 13,5 179 1.030 148 18,8 185 48,0 
W360 x 57 7.200 | 358 7,87 172,0 13,1 160 894 149 11,1 129 39,3 
W360 x 51 | 6450] 355 7,24 171,0 11,6 141 7194 148 9,68 113 38,7 
W360 x 45 5.710 | 352 6,86 171,0 9,8 121 688 146 8,16 95,4 37,8 
W360 x 39 4.960 | 353 6,48 128,0 10,7 102 578 143 3,175 58,6 215 
W360 x 33 4190 | 349 5,84 127,0 8,5 82,9 415 141 2,91 45,8 26,4 
W310 x 129; 16.500 | 318 13,10 308,0 20,6 308 1.940 137 100 649 18 
W310 x 74 9.480 | 310 9,40 205,0 16,3 165 1.060 132 23,4 228 49,7 
W310 x 67 8.530 | 306 8,51 204,0 14,6 145 948 130 20,7 203 49,3 
W310 x 39 4.930 | 310 5,84 165,0 9,7 84,8 547 131 7,23 87,6 38,3 
W310 x 33 4180 | 313 6,60 102,0 10,8 65,0 415 125 1,92 37,6 21,4 
W310 x 24 3.040 | 305 5,59 101,0 6,7 42,8 281 119 116 23,0 19,5 
W310 x 21 2.680 | 303 5,08 101,0 5,7 37,0 244 117 0,986 19,5 19,2 
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E Aba 
Área | Altura | Espessura : , ; 
da alma |largura| espessura AA A A 
Descrição A d tilma tiba baba ] s r I s r 

mm X kg/m | mm? | mm mm mm mm 10º mm? [10º mm? | mm [10º mmº |103mm? | mm 
W250 x 149 | 19.000 | 282 17,30 263,0 28,4 259 1.840 117 86,2 656 67,4 
W250 x 80 10.200 | 256 9,40 255,0 15,6 126 984 111 43,1 338 65,0 
W250 x 67 8.560 | 257 8,89 204,0 15,7 104 809 110 222 218 50,9 
W250 x 58 7.400 | 252 8,00 203,0 13,5 87,3 693 109 18,8 185 50,4 
W250 x 45 5.700 | 266 7,62 148,0 13,0 71,1 535 112 7,03 95 35,1 
W250 x 28 3.620 | 260 6,35 102,0 10,0 39,9 307 105 1,78 34,9 222 
W250 x 22 2.850 | 254 5,84 102,0 6,9 28,8 221 101 1,22 23,9 20,7 
W250 x 18 2.280 | 251 4,83 101,0 5,3 22,5 179 99,3 0,919 18,2 20,1 
W200 x 100 | 12.700 | 229 14,50 210,0 23,7 113 987 94,3 36,6 349 53,7 
W200 x 86 11.000 | 222 13,00 209,0 20,6 94,7 853 92,8 31,4 300 53,4 
W200 x 71 9.100 | 216 10,20 206,0 17,4 76,6 709 91,7 25,4 247 52,8 
W200 x 59 7.580 | 210 9,14 205,0 14,2 61,2 583 89,9 20,4 199 51,9 
W200 x 46 5.890 | 203 7,24 203,0 11,0 45,5 448 87,9 15,3 151 51,0 
W200 x 36 4.570 | 201 6,22 165,0 10,2 34,4 342 86,8 7,64 92,6 40,9 
W200 x 22 2.860 | 206 6,22 102,0 8,0 20,0 194 83,6 1,42 27,8 22,3 
W150 x 37 4.730 | 162 8,13 154,0 11,6 22,2 274 68,5 7,07 91,8 38,7 
W150 x 30 3.790 | 157 6,60 153,0 9,3 174 218 67,2 5,54 72,4 38,2 
W150 x 22 2.860 | 152 5,84 152,0 6,6 12;1 159 65,0 3,87 50,9 36,8 
W150 x 24 3.060 | 160 6,60 102,0 10,3 13,4 168 66,2 1,83 35,9 24,5 
W150 x 18 2.290 | 153 5,84 102,0 711 9,19 120 63,3 1,26 24,7 23,5 
W150 x 14 1.730 | 150 4,32 100,0 5,5 6,84 91,2 62,9 0,912 18,2 23,0 
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taba 


, Aba 
Área | Altura | Espessura : 
da alma |largura| espessura ga BIRO: 
Descrição A d Tálma baba taba I S r ! S r 
mm X kg/m | mm? | mm mm mm mm 10º mm? [10º mm? | mm [10º mm? [10º mm? | mm 
C380 x 74 9.480 | 381,0 18,20 94,4 16,50 168 882 133 4,58 61,8 22,0 
C380 x 60 7.610 | 381,0 13,20 89,4 16,50 145 761 138 3,84 55,1 22,5 
C380 x 50 6.430 | 381,0 10,20 86,4 16,50 131 688 143 3,38 50,9 22,9 
C310 x 45 5.690 | 305,0 13,00 80,5 12,70 67,4 442 109 2,14 33,8 19,4 
C310 x 37 4.740 | 305,0 9,83 71,4 12,70 59,9 393 112 1,86 30,9 19,8 
C310 x 31 3.930 | 305,0 7,16 74,7 12,70 53,7 352 117 1,61 28,3 20,2 
C250 x 45 5.690 | 254,0 17,10 77,0 11,10 42,9 338 86,8 1,61 271 17,0 
C250 x 37 4.740 | 254,0 13,40 73,3 11,10 38,0 299 89,5 1,40 24,3 17,2 
C250 x 30 3.790 | 254,0 9,63 69.6 11,10 32,8 258 93,0 1,17 21,6 17,6 
C250 x 23 2.900 | 254,0 6,10 66,0 11,10 28,1 221 98,4 0,949 19,0 18,1 
C230 x 30 3.790 | 229,0 11,40 67,3 10,50 25,3 2241 81,7 1,01 19,2 16,3 
C230 x 22 2.850 | 229,0 7,24 63,1 10,50 21,2 185 86,2 0,803 16,7 16,8 
C230 x 20 2.540 | 229,0 5,92 61,8 10,50 19,9 174 88,5 0,733 15,8 17,0 
C200 x 28 3.550 | 203,0 12,40 64,2 9,90 18,3 180 71,8 0,824 16,5 15,2 
C200 x 20 2.610 | 203,0 7,10 59,5 9,90 15,0 148 75,8 0,637 14,0 15,6 
C200 x 17 2.180 | 203,0 5,59 57,4 9,90 13,6 134 79,0 0,549 12,8 15,9 
C180 x 22 2.790 | 178,0 10,60 58,4 9,30 11,3 127 63,6 0,574 12,8 14,3 
Cc180 x 18 2.320 | 178,0 7,98 55,7 9,30 10,1 113 66,0 0,487 11,5 14,5 
C180 x 15 1.850 | 178,0 5,33 531 9,30 8,87 99,7 69,2 0,403 10,2 14,8 
C150 x 19 2.470 | 152,0 1110 54,8 8,70 7,24 95,3 541 0,437 10,5 13,3 
C150 x 16 1.990 | 152,0 7,98 51,7 8,70 6,33 83,3 56,4 0,360 9,22 13,5 
C150 x 12 1.550 | 152,0 5,08 48,8 8,70 5,45 71,7 59,3 0,288 8,04 13,6 
C130 x 13 1.700 | 127,0 8,25 47,9 8,10 3,70 58,3 46,7 0,263 7,35 12,4 
C130 x 10 1.270 | 127,0 4,83 44,5 8,10 3,12 49,1 49,6 0,199 6,18 12,5 
C100 x 11 1.370 | 102,0 8,15 43,7 7,50 1,91 37,5 37,3 0,180 5,62 11,5 
C100 x 8 1.030 | 102,0 4,67 40,2 7,50 1,60 31,4 39,4 0,133 4,65 11,4 
C75 x 9 1.140 76,2 9,04 40,5 6,90 0,862 22,6 27,5 0,127 4,39 10,6 
C75 x 7 948 76,2 6,55 38,0 6,90 0,770 20,2 28,5 0,103 3,83 10,4 
C75 x 6 781 76,2 4,32 35,8 6,90 0,691 18,1 29,8 0,082 3,32 10,2 
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Peso | es eixo x-x eixo y-y eixo z-z 
por sas e E e 

Tamanho e espessura | metro I o) r y Í Ss r dE 

mm kg mm? | 10º mm” [10º mm? | mm | mm [10º mm* [10º mm? [mm | mm | mm 
L203 x 203 x 25,4 75,9 9.680 36,9 258 61,7 | 60,1 | 36,9 258 61,7 | 601 | 39,6 
L203 x 203 x 19,0 57,9 7.380 | 28,9 199 62,6 | 57,8 | 28,9 199 62,6 | 57,8 | 401 
L203 x 203 x 12,7 39,3 5.000 | 202 137 63,6 | 55,5 | 202 137 63,6 | 55,5 | 40,4 
L152 x 152 x 25,4 55,7 7.100 14,6 139 45,3 | 472 | 14,6 139 453 1472 | 297 
L152 x 152 x 19,0 42,1 5.440 11,6 108 46,2 | 450 | 11,6 108 46,2 | 450 | 297 
L152 x 152 x 12,7 29,2 3.710 8,22 75,1 471 | 427 8,22 75,1 471 | 42,7 | 30,0 
L152 x 152 x 9,5 222 2.810 6,35 574 [475 | 41,5 6,35 51,4 47,5 | 41,5 | 30,2 
L127 x 127 x 19,0 35,1 4.480 6,54 73,9 38,2 | 38,7 6,54 73,9 38,2 | 387 | 24,8 
L127 x 127 x 12,7 241 3.060 4,68 51,7 39,1 | 36,4 4,68 51,7 39,1 | 36,4 | 25,0 
L127 x 127 x 9,5 18,3 2.330 3,64 39,7 39,5 | 35,3 3,64 39,7 39,5 | 35,3 | 251 
L102 x 102 x 19,0 27,5 3.510 3,23 46,4 |30,3 | 32,4 3,23 46,4 30,3 | 324 | 19,8 
L102 x 102 x 12,7 19,0 2.420 2,34 32,6 31,1 | 30,2 2,34 32,6 311/3022 | 19,9 
L102 x 102 x 9,5 14,6 1.840 1,84 25,3 31,6 | 29,0 1,84 25,3 31,6 | 29,0 | 200 
L102 x 102 x 6,4 9,8 1.250 1,28 17,3 32,0 | 27,9 1,28 17,3 32,0 /27,9 | 202 
L89 x 89 x 12,7 16,5 2.100 1,52 24,5 26,9 | 26,9 1,52 24,5 26,9 | 26,9 | 17,3 
L89 x 89 x 9,5 12,6 1.600 1,20 19,0 |274 | 25,58 1,20 19,0 27,4 |25,8 | 174 
L89 x 89 x 6,4 8,6 1.090 0,840 130 |278 | 246 0,840 13,0 2718 | 24,6 | 17,6 
L76 x 76 x 12,7 14,0 1.770 0,915 17,5 227 | 2366 0,915 17,5 227 | 236 | 14,8 
L76 x 76 x 9,5 10,7 1.360 0,726 13,6 231 | 22,5 0,726 13,6 231 /22,5 | 14,9 
L76 x 76 x 6,4 7,3 927 0.514 9,39 |235 | 21,3 0,514 9,39 | 23,5 213 | 15,0 
L64 x 64 x 12,7 11,5 1.450 0,524 12,1 19,0 | 20,6 0,524 121 19,0 |20,6 | 124 
L64 x 64 x 9,5 8,8 1.120 0,420 9,46 | 19,4 | 19,5 0,420 946 | 194 / 19,5 | 124 
L64 x 64 x 6,4 6,1 766 0,300 6,59 | 19,8 | 18,2 0,300 6,59 | 19,8 | 182 | 12,5 
L5ix51x9,5 7,0 877 0,202 5,82 | 152 | 16,2 0,202 582 | 152 | 16,2 9,88 
L5ix51x 6,4 4,7 605 0,146 4,09 | 15,6 | 15,1 0,146 4,09 | 15,6 | 151 9,93 
L5ix51x3,2 2,5 312 0,080 2,16 | 16,0 | 13,9 0,080 2,16 | 16,0 / 139, 101 


ER 


Inclinações e 
deflexões de vig 


fi 


as 


Viga Inclinação Deflexão Curva da linha elástica 
— Px 
-PI2 -PL? = Er (SL? — 4x?) 
A ARE UVmáx = Jo 48ET 
Di GRI 48EI 
0=x= 1/2 
-Pab(L + b — Pb; 
e a (1? beso) 
6EIL | — Pba 6EIL 
Ro (L2 b? em a?) 
Fabia" GRIE 
) = — Es 0O<=ry=<a 
6EIL 
v o - Mot 
- L PS CREL —-MoL? -Mo 
Mo ul ad E ms =" (2 3Lx+21 
: N243EI 6EIL 
R L ; 
—5wL >WX 3 2 3 
= — Es xº + 
Há Ji ! BRR! = más * 384EI SET es La) 
pr Omás — Umix 
sei = > (16x) — 24Lxº + 913) 
Sa S vp  T68EI 384E1 PS q 
9 = REI 0<=x<L/2 
wL! —wL 
3 É Es G3-—= = Sta x? 
GE IÉI Umáx 0,0065 EI 384E1 (8x 24Lx 
+1790x — 1?) 
em x = 0,4598L Litera E 
fica —Wwol? = 000652 woL! 
1º 360ET Pim EI wo A a 
= ——>— (3x! — 101% + 7L 
malê 360E1L O" A 
(1) 45EI em x = 0,5193L 
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Inclinação Deflexão Curva da linha elástica 
v E Ra 
-PL? —PL —Px 
Omáx = 2EI Umáx — 3EI pu GET (3L — x) 
— Px? 3 
dire SER spo | "= gerGLos) 0sasLp 
máx SEI Oméx = CASEI se 
ET Uai) bj fi 
FERELLEES e oa E di Ear DT 
E TESES = Lx máx 6EI Umáx SEI 24EI Aa ) 
é L | TF más 
v 
2 Omáx 
E ) A MoL = MoL? = Mox? 
E RT 7 
p L » 
Sea 2Lx + 512) 
w 24E] RR 
Umáx 
: . É E mó CASEI móx — a84EI Wi 
japas a RA 19267 (4% — 1/2) 
Lh<x=<L 
» —woL! o. —wox? : 5 di 
a SET v = T5mEi (OL = 1002x + 524 — 4º) 


Revisão de fundamento 
de engenharia 


Antes de resolver qualquer um dos problemas, você deve revisar as seções indicadas em cada capítulo de 


modo a familiarizar-se com as definições e procedimentos (em negrito) usadas para resolver vários tipos de 


problema. Revise também os exemplos apresentados nessas seções. Os problemas a seguir acompanham 


a mesma sequência dos tópicos de cada capítulo. Soluções parciais para todos os problemas são dadas no 


final deste apêndice. 


Capítulo 1 - Revisão de todas as seções 
D.l. Determine o momento interno resultante do elemen- 
to estrutural no ponto F. 


Problema D.l 


D.2. A viga é apoiada por um pino em 4 e um elo BC. De- 
termine o cisalhamento interno resultante no ponto D da 
viga. 


D.3. A viga é apoiada por um pino em A e um elo BC. De- 
termine a tensão de cisalhamento média no pino em B, se 
ele tiver um diâmetro de 20 mm e estiver em cisalhamento 
duplo. 


D.4. A viga é apoiada por um pino em 4 e um elo BC. De- 
termine a tensão de cisalhamento média no pino em 4, se 
ele tiver um diâmetro de 20 mm e estiver em cisalhamento 
simples. 


Problemas D.2/3/4 


D.5. Quantas componentes de tensão indepedentes há em 
três dimensões? 


D.6. A área da seção transversal de cada uma das barras 
da treliça é 1.250 mm?. Determine a tensão normal média no 
elemento CB. 


8 kN c 


Problema D.6 


D.7. A estrutura suporta a carga mostrada. O pino em À 
tem diâmetro de 5 mm. Se estiver sujeito a cisalhamento du- 
plo, determine a tensão de cisalhamento média no pino. 


Problema D.7 


D.8. A viga uniforme é sustentada por duas hastes AB e 
CD cujas áreas de seção transversal são 10 mm? e 15 mm?, 
respectivamente. Determine a intensidade w da carga distri- 
buída, de modo que a tensão normal média em cada haste 
não ultrapasse 300 kPa. 


Problema D.8 


D.9. O parafuso é usado para suportar a carga de 17 kN. 
Determine seu diâmetro d com aproximação de mm. A ten- 
são normal admissível para o parafuso é o... = 170 MPa. 


adm 


Problema D.9 


D.i0. As duas hastes suportam a força vertical P = 30 kN. 
Determine o diâmetro da haste AB, se a tensão de tração 
admissível para o materialfor o ,,, = 150 MPa. 


D.l1. Os diâmetros das hastes AB e AC são 15 mm e 12 
mm, respectivamente. Determine a maior força vertical P 
que pode ser aplicada. A tensão de tração admissível para as 
hastes é o = 150 MPa. 


adm 


Problemas D.10/11 
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D.12. A tensão admissível para o material sob os apoios 
AcBég,,= 35 MPa. Determine a carga distribuída uni- 
forme máxima w que pode ser aplicada à viga. As chapas do 
apoio em 4 e B têm seções quadradas de 75 mm x 75 mm e 
50 mm x 50 mm, respectivamente. 


Problema D.12 


Capítulo 2 — R 
D.i3. O comprimento de uma tira elástica não esticada é 
180 mm. Se ela for esticada ao redor de um poste de 60 mm 


de diâmetro, determine a deformação normal média na tira. 


evisão de todas as seções 


D.l4. A haste rígida é sustentada por um pino em A e por 
cabos em BC e DE. Se a deformação normal máxima admis- 
sível em cada cabo for e, = 0,003, determine o deslocamen- 
to vertical máximo da carga P. 


3m 


Problema D.i4 


D.15. A carga P provoca uma deformação normal de 0,0045 
mm/mm no cabo AB. Determine o ângulo de rotação da viga 
rígida devido ao carregamento se, antes do carregamento, a 
forma original da viga é horizontal. 


Problema D.i5 
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D.16. A peça retangular de material é deformada até a po- 
sição marcada pelas linhas tracejadas. Determine a deforma- 
ção por cisalhamento no canto C. 


y 
0,02 mm 
B Cc 
0,04 mm + — EE Lad q 
| : 
| 
| 
30 mm : I 
Í j 
| 
f | 
| 'D : 
| x 
= 20 mm ——— 


0,02 mm 


Problema D.16 
Capítulo 3 — Revisão das seções 3.1-3,7 
D.17. Defina material homogêneo. 


D.18. Indique no diagrama tensão-deformação os pontos 
que representam o limite de proporcionalidade e o limite de 


resistência. 


Problema D.18 


D.19. Defina o módulo de elasticidade E. 


D.20. À temperatura ambiente, o aço doce é um material 
dútil. Verdadeiro ou falso? 


D.21. Em engenharia, tensão e deformação são calculadas 
usando-se a área da seção transversal e o comprimento reais 
do corpo de prova. Verdadeiro ou falso? 


D.22. Se uma haste estiver sujeita a uma carga axial, só há 
deformação no material na direção da carga. Verdadeiro ou 


falso? 


D.23. Uma haste de 100 mm de comprimento tem diâme- 
tro de 15 mm. Se uma carga de tração axial de 100 kN for 
aplicada a essa haste, determine a mudança em seu compri- 
mento. E = 200 GPa. 


D.24. Uma barra tem 200 mm de comprimento e área de 
seção transversal de 7.500 mm?. Determine o módulo de es- 
laticidade do material se ela for submetida a uma carga de 


tração axial de 50 kN e alongar-se 0,075 mm. O material tem 
comportamento linear elástico. 


D.25. Uma haste de bronze com 10 mm de diâmetro tem 
um módulo de elasticidade E = 100 GPa. Se tiver 4 m de 
comprimento e for submetida a uma carga de tração axial de 
6 kN, determine seu alongamento. 


D.26. Uma haste tem 100 mm de comprimento e diâmetro de 
15 mm. Se uma carga de tração axial de 10 kN for aplicada a ela, 
determine a mudança no diâmetro. E = 70 GPa, v = 0,35. 


pítulo 4 — Revisão das seções 4.1--4.6 


D.27. O que é princípio de Saint-Venant? 
D.28. Quais são as duas condições para as quais o princípio 
da superposição é válido? 


D.29. Determine o deslocamento da extremidade A em re- 
lação à extremidade C do eixo. A área da seção transversal é 
300 mm? e E = 210(10º) MPa. 


E 


A B 
. Im . 3m 


Problema D.29 


D.30. Determine o deslocamento da extremidade A em 
relação à extremidade C do eixo. Os diâmetros de cada seg- 
mento estão indicados na figura. E = 200 GPa. 


50 mm 
20 mm ISkN | 20kN 30mm 
12kN | 
A | pe 
0,5 m | 03m 04m 
Problema D.30 


D.31. Determine o ângulo de inclinação da viga rígida 
quando submetida à carga de 20 kN. Antes da aplicação da 
carga, a viga está na horizontal. Cada haste tem diâmetro de 
20 mm e E = 210(10?) MPa. 


20 kN 
L 1,5m 
Problema D.31 


D.32. A barra uniforme está sujeita à carga de 30 kN. De- 
termine as reações horizontais nos apoios 4 e B. 


t-—1m | 2m 
Problema D.32 
D.33. O cilindro é feito de aço e tem núcleo de alumínio. 
Se suas extremidades estiverem sujeitas à força axial de 300 
kN, determine a tensão normal média no aço. O cilindro tem 
diâmetro externo de 100 mm e diâmetro interno de 80 mm. 
Eco = 200 GPa, E, = 73,1 GPa. 


a 


P = 300 kN 


| 


Problema D.33 


D.34. A coluna é de concreto reforçado com seis hastes de 
aço. Se ela for submetida a uma força axial de 100 kN, deter- 
mine a força suportada pelo concreto. Cada haste tem diá- 
metro de 20 mm. E. = 30(10º) MPa, E, = 210(10º) MPa. 


Problema D.34 
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D.35. Duas barras, cada uma feita de um material diferente, 
estão acopladas e foram colocadas entre duas paredes quan- 
do a temperatura era T, = 15ºC. Determine a força exercida 
sobre os apoios (rígidos), quando a temperatura alcançar 
T, = 25ºC. As propriedades do material e a área da seção 
transversal de cada barra são dadas na figura. 


Aço 
Eaço = 200 GPa 
Gaço = 12(1079)/ºC 


Latão 
Ei = 100 GPa 
Gar = 21(10"9)/ºC 


Asço = 175 mm? Aja = 300 mm? 


j C 
| 200 mm —— 


ge 400 mm 
Problema D.35 


D.36. A haste de alumínio tem diâmetro de 10 mm e foi 
acoplada aos apoios rígidos em À e B quando T, = 80ºC, 
Se a temperatura alcançar T, = 100ºC, e uma força axial P 
= 6000 N for aplicada ao colar rígido como mostra a figu- 
ra, determine as reações em A e B. a, = 20(10"9/ºC, E, = 
75(10%) MPa. 


ES 


200 mm pç 


Problema D.36 


D.37. A haste de alumínio tem diâmetro de 10 mm e foi 
acoplada aos apoios rígidos em A e B, quando T, = 80º€. 
Determine a força P que deve ser aplicada ao colar rígido de 
modo que, quando T, = 50ºC, a reação em B seja nula, a, = 
20(10-9)/ºC, E, = 75(10)MPa. 


Problema D.37 


Capítulo 5 — Revisão das seções 5.1-5.5 
D.38. A fórmula da torção, 7 = Tc/J, pode ser usada para 


uma seção transversal não circular? 


D.39. O eixo maciço de 20 mm de diâmetro é usado para 
transmitir os torques mostrados. Determine a tensão de cisa- 
lhamento máxima absoluta desenvolvida no eixo. 
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Problema D.39 


D.40. O eixo maciço de 40 mm de diâmetro é usado para 
transmitir os torques mostrados. Determine a tensão de cisa- 
lhamento desenvolvida no eixo no ponto B. 


Problema D.40 


D.41. O eixo maciço é usado para transmnitir os torques 
mostrados. Determine a tensão de cisalhamento máxima ab- 
soluta desenvolvida no eixo. 


Problema D.41 


D.42. Oeixo está sujeito aos torques mostrados. Determine 
o ângulo de torção na extremidade A em relação à extremi- 
dade B. O eixo tem diâmetro de 40 mm. G = 80(10º) MPa. 


300 N:m 
300Nm Lo 


200 N-m 


Problema D.42 


D.43. Determine o ângulo de torção do eixo de 20 mm de 
diâmetro na extremidade A quando submetido à carga de 
torção mostrada. G = 80(10)MPa. 


Problema D.43 


D.44. O eixo consiste em uma seção maciça AB com 
30 mm de diâmetro e um tubo BD com diâmetro interno 
de 25 mm e diâmetro externo de 50 mm. Determine o ân- 
gulo de torção em sua extremidade A, quando submetido 
à carga de torção mostrada. G = 75 GPa. 


E 
Problema D.44 


D.45. Um motor transmite 150 kW a um eixo tubular de 
aço com diâmetro externo de 40 mm. Se estiver girando a 
150 rad/s, determine seu maior diâmetro interno com aproxi- 
mação de mm, se a tensão de cisalhamento admissível para o 
material for 7,,, — 145 MPa. 


D.46. Um motor transmite 250 kW a um eixo tubular de 
aço com diâmetro interno de 50 mm e diâmetro externo 
de 40 mm. Determine a menor velocidade angular de giro, 
se a tensão de cisalhamento admissível para o material for 
Tadm S 145 MPa. 


ad 


D.47. O eixo é feito de um tubo de aço com núcleo de la- 
tão. Se estiver preso a um apoio rígido, determine o ângulo 
de torção que ocorre em sua extremidade. G = 75 GPa e 
Gu = 37 GPa. 


Problema D.47 


D.48. Determine a tensão de cisalhamento máxima absolu- 
ta no eixo. JG é constante. 
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A “E Ac D 
É 2m a 2m | 2m 


16 kN 


Problema D.52 
Problema D.48 


D.53. Determine o momento máximo na viga. 


Capítulo 6 — Revisão das seções 6.1--6.5 E 
D.49. Determine o momento interno na viga em função de 2 kN/m 


4 kN/m ' Ea 


CEEE eo E 


Problema D.53 


D.54. Determine o momento máximo na viga. 


200 N/m RUM 


memo Md 


D.50. Determine o momento interno na viga em função de ; = 
o D 
4ám 2m 


xonde0<=x=<=3m. 
Problema D.54 


D.55. Determine a tensão de flexão máxima absoluta na 
viga. 


40 kN 40 kN 


; Ena Ls 150 mm 
A | É É RR ERR VM B E 
Problema D.50 arte 
: E , | 50 mm 
D.51. Determine o momento máximo na viga. o im 1,5 m — Im— 


Problema D.55 


D.56. Determine a tensão de flexão máxima em C na haste 
de 50 mm diâmetro. Há um mancal em 4. 


400 N/m 


Problema D.51 


D.52. Determine o momento fletor máximo absoluto na = 2,5m 25 m +| 


viga. 


Problema D.56 
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D.57. Qual é deformação em uma viga no eixo neutro? 


D.58. Determine o momento M que deve ser aplicado à viga 
de modo a criar uma tensão de compressão de 10 N/mm? no 
ponto D. 


Problema D.61 


Capítulo 7 — Revisão 
D.62. Determine a tensão de cisalhamento máxima na viga. 


Problema D.58 


D.59. Determine a tensão de flexão máxima na viga. E a O 200 mm 


28) 


| 150 mm 


Problema D.62 


D.63. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
ao cisalhamento V = 2 kN, Determine a tensão de cisalha- 
mento máxima na viga. 


20 mm 


0,55 em 


Problema D.59 


D.60. Determine a carga máxima P que pode ser aplicada 
à viga feita de um material cuja tensão de flexão admissível 
É Cm + 12 MPa. 


+ ,20mm to, em 
“= É 
150 mm +|-20 mm So 
+ + 3 cm 
T>20 mm — 
P 100 mm Problema D.63 


D.64. Determine a tensão de cisalhamento máxima absoluta 
no eixo de 60 mm de diâmetro. Os apoios em A e B são mancais. 


2kN/m 


2m 2m 


Problema D.60 


D.61. Determine a tensão máxima na seção transversal da 
viga. 


Problema D.64 


D.65. Determine a tensão de cisalhamento na viga no pon- 
to A localizado no topo da alma. 


Problema D.65 


D.66. A viga é feita de duas pranchas de madeira prega- 
das a espaços de 2 cm. Se uma força de cisalhamento interna 
V = 150 N for aplicada às pranchas, determine a força de 
cisalhamento que cada prego suportará. 


Problema D.66 


D.67. A viga é feita de quatro pranchas de madeira interli- 
gadas na parte superior e inferior com duas fileiras de pregos 
a espaços de 4 cm. Se uma força de cisalhamento V = 400 N 
for aplicada às pranchas, determine a força de cisalhamento 
à qual cada prego resistirá. 


1lcem 


Problema D.67 
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D.68. Um tanque cilíndrico está sujeito a uma pressão in- 
terna de 80 N/cm?. Se o diâmetro interno do tanque for 30 
cm, e a espessura da parede 0,3 cm, determine a tensão nor- 
mal máxima no material. 


D.69. Um vaso de pressão esférico deve ser feito de aço com 
espesura de 0,25 cm. Se o tanque for submetido a uma pressão 
interna p = 150 N/cm?, determine seu diâmetro interno, se a 
tensão normal máxima não deve ultrapasar 10(10)N/cm?, 


D.70. Determine o valor da carga P que provocará uma tensão 
normal máxima 0, = 30 N/cm? no elo ao longo da seção a-a. 


Problema D.70 


D.71. Determine a tensão normal máxima na porção horizon- 
tal do suporte com espessura de 1 cm e largura de 0,75 cm. 


700 N 700 N 


3 cm 


Feia spa  pe R 


0,75 cm 
Problema D.71. 


D.72. Determine a carga máxima P que pode ser aplicada à 
haste de modo que a tensão normal na haste não ultrapasse 
O a — 30 MPa. 


Problema D.72 
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D.73. A viga tem seção transversal retangular e está sujeita 
às cargas mostradas. Determine as componentes da tensão 6 MPa 
0 ,0,€7, No ponto B. 


4 MPa 


8 MPa 


Problema D.76 


D.77. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determine a tensão de cisalhamento máxima no 


plano. 
150 MPa 
Problema D.73 
100 MPa 
D.74. O cilindro maciço é submetido às cargas mostradas. 
Determine as componentes da tensão no ponto B. 200 MPa 
Problema D.77 


4 


D.78. O estado de tensão em um ponto é mostrado no 
elemento. Determine a tensão de cisalhamento máxima no 
plano. 


| 30 MPa 


—— 50 MPa 
Problema D.74 É 


Capítulo 9 — Revisão das se 
D.75. Quando o estado de tensão em um ponto é represen- 

tado pela tensão principal, nenhuma tensão de cisalhamento Problema D.78 
agirá sobre o elemento. Verdadeiro ou falso? 


o , D.79. A viga está sujeita às cargas em sua extremidade. De- 
D.76. O estado de tensão em um ponto é mostrado no ele- : a Gs 

; EN bg termine a tensão principal máxima no ponto B. 
mento. Determine a tensão principal máxima. 


Problema D.79 


D.80. A viga está sujeita ao carregamento mostrado. De- 
termine a tensão principal no ponto C. 


75 mm 


75 mm 


8 kN/m 


Problema D.80 


Capítulo 1: 
D.81. A viga está sujeita ao carregamento mostrado. De- 
termine a equação da linha elástica. E T é constante. 


2kN/m 


3m | 
Problema D.81 


D.82. A viga está sujeita ao carregamento mostrado. De- 
termine a equação da linha elástica. El é constante. 


30 N/m 


e im | 


Problema D.82 
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D.83. Determine o deslocamento no ponto C da viga 


mostrada na figura. Use o método da superposição. ET é 
constante. 


8 kN 
2kN/m 


A 
ps e e 


Problema D.83 


| 


D.84. Determine a inclinação no ponto A da viga mostrada 
na figura. Use o método da superposição. El é constante. 


4 kN/m 


e o) 
3m ) 
Problema D.84 
Capítulo 13 — -13.3 


D.85. A carga crítica é a carga axial máxima que uma co- 
luna pode suportar quando está prestes a flambar. Essa car- 
ga representa um caso de equilíbrio neutro. Verdadeiro ou 
falso? 


D. 86. Uma haste de 50 polegadas de comprimento é fei- 
ta de uma barra de aço de 25 mm de diâmetro. Determine 
a carga crítica de flambagem, se as extremidades estiverem 
presas a apoios. E = 210(10º) MPa, o, = 260 MPa. 


D. 87. Uma coluna retangular de madeira de 4 m tem as 
dimensões mostradas na figura. Determine a carga crítica, 
considerando que as extremidades estejam presas por pinos. 
E = 11 x 10º MPa. Não ocorre escoamento. 


CTEITTO 


Problema D.87 
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D.88. Um tubo de aço está engastado em suas duas extremida- 
des. Se tiver 5 m de comprimento, diâmetro externo de 50 mm e 
espessura de 10 mm, determine a carga axial máxima que ele pode 
suportar sem sofrer flambagem. Eco =200GPa, o, = 250 MPa. 


D.89. Um tubo de aço está preso por pinos em suas extre- 
midades. Se tiver 2 m de comprimento e diâmetro externo de 
50 mm, determine sua menor espessura de modo que possa 


suportar uma carga axial P = 180 KN sem sofrer flambagem. 
E 210(10º) MPa, o, = 260 MPa. 


aç 

D.90. Determine, com aproximação de mm, o menor diá- 
metro de uma haste maciça de aço de 1.000 mm de com- 
primento, que suportará uma carga axial P = 15 kN sem 
sofrer flambagem. As extremidades estão presas por pinos. 
E co 210(10º) MPa, o, = 260 MPa. 


a 


Soluções parciais e respostas 


D-1. 


D-s. 


D-6. 


Para toda a estrutura: 

2M ,=0;A, = 800 N 

CD + é um elemento estrutural de duas forças 
Elemento estrutural AE: 

2M,=0;F.p= 600 N 

Segmento ACF: 

2M,=0,M,=600 Nm Resposta 


BC é um elemento estrutural de duas forças. 
Viga AB: 
2M, =0;4,=6kN 
Segmento AD: 
2F,=0,)V=2kN Resposta 
BC é um elemento estrutural de duas forças. 
Viga AB: 
2MA=0; Tac=4kN 
Pino B: 

Tsc/2 4/2 


= = = 637 MP 
BOCA 0022 E 


BC é um elemento estrutural de duas forças. 
Viga AB: 
2Ma=0; Tac =4kN 
2F,=0 A, = 3464 kN 
2F,=0, A,=6kN 
Fa = V(3,464) + (6)? = 6928 kN 
Fa 6,928 
"ATA 0022 


221 MPa Resposta 


6:04 Tp Tn Tr Tyo Tex Resposta 


Articulação €: 
5 3F,=0; Tep=10kN 
fa DOSE DOS = 


Resposta 


Em toda a estrutura 

2F,=0; A, = 600N 

2MB = 0; A, = 800N 

Fy = (600) + (800)? = 1000 N 


“ Fy/2  1000/2 
TA A T(5) 
4 


= 1,019 MPa 


Viga: 
2MA =0; Tcp = 2w 
2F,=0, Tus=W 
Haste AB: 

E BM, 
o = q SO0(10 ) = 10º 


w=3N/m 


Resposta 


Resposta 
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Haste CD: 
2w. 
= —:300(10 
A id TS? 
w=225N/m Resposta 
3 
Doi g= odds SAD. 
A Tg? 
4 
d=113mm 


D-10. 


D-13. 


D-l4. 


used = 12mm Resposta 


Articulação 4: 
ZF,=0; Fap = 50kN 
tia ) 
= >: 150(109) = ———— 


Hi 
d = 206 mm Resposta 


« Articulação A: 


SF, =0Fip = O07P 
SF,=0; Fac = 1,33P 


Haste AB: 
a 
o= E 150(109) = fio 
A Z(0,015)?º 
P = 15,9kN 
Haste AC: 
o = o 150(10º) = E 
A: 70,012) 


P=127kN Resposta 


- Viga: 


2Ma =0; B, = 0,9w 
2F,=0; Ay=21w 


EmA: 
P , 
Ga ae 
A (75)(75) 
Ww = 9,375 kN/m Resposta 
Em B: 
ps ana 
A! (50)(50) 
w = 9,72 kN/m 
OR da — m(60) x 180 
[A 180 


= 0,0472 mm/mm Resposta 


= 0,003(3) = 0,009 m 
Por proporção com 4, 
ôBc = 0,009(5) = 0,0036 m 


(ôpE Jmáx = Emáx/DE 


599 


600 RESISTÊNCIA DOS MATERIAIS 


D-15. 


D-l16. 


D-17, 


D-18. 


D-19. 


D-20. 


D-21. 


D-22. 


D-23. 


D-24. 


D-25. 


(ôpC)más = EmáxlBc = 0,003(1) 
= 0,003 m < 0,0036m 


Use ô 5 = 0,003 m Por proporção com 4. 


ôp = o003(22) = 0,00525 m = 5,25 mm Resposta 


las = (42 + (3) =5m 
Lig = 5 + 5(0,0045) = 5,0225m 


O ângulo BCA era originalmente 6 = 90º. Usando a 
lei do cosseno, o novo ângulo BCA (6") é 


50225 = V(3)2 + (4)? — 2(3)(4) cos 6 
9 = 90,538º 
Assim, 


A6' = 90,538º — 90º = 0,538º Resposta 
30,01 
= =tolDll =8 2º 
ZBCD=LBAD= tg! o — 8996 
= (90º — 89,962) + 
Fed “22 *80º 


= 0,666(10")) rad Resposta 


Material tem propriedades uniformes em toda a sua 
extensão. Resposta 


Limite de proporcionalidade é 4. Resposta 
Limite de resistência é D. Resposta 


A inclinação inicial do diagrama o-E. Resposta 
Verdadeiro. Resposta 


Falso. Use a seção transversal e o comprimento ori- 
ginais. Resposta 


Falso. Existe também deformação nas direções per- 
pendiculares devido ao efeito de Poisson. Resposta 


at pat dE 
ERRO SA 
PL 100(10*)(0,100) 
ô=eL= 


AE (0,015) 200(10º) 
0,283mm Resposta 


Se 
CCE AE 
ô=eL= ds 
“AE 
3 
0,075 = 50 x 10º x (200) 
7.500E 
E = 17,78(10º) MPa Resposta 
o P 
€E=— =—— 
E AME 
PL 6(10')4 
dO =eL = = 2 9 
AE  (0,01)100(10") 
= 3,06 mm 


Resposta 


D-26. 


D-27. 


D-28. 


D-29. 


D-30. 


D-31. 


D-32. 


D-33. 


P  10(10?) 

E = 5 = 56,59 MPa 

A 0,015) 

o 56,59(10º) 
Cd -= 0,808(10 
EIong E 70(10º) 0, 0) ( ) 
Ela = —VEong = —0,35[0,808(10*)] 
= —0,283(10?) 

ôd = [-0,283(10)](15 mm) 
=-424(10)mm Resposta 

Distribuições de tensão tendem a abrandar-se em 


seções mais afastadas da carga. Resposta 
1) Material elástico linear. 
2) Não há grandes deformações. Resposta 


E Eno La | 20x 10º x3x 10? 
AR AE  300(210)10º) 300(210)(10º) 
= 0,794mm Resposta 


PL 12(10º)(0,5) 
daje = DT; — =(0,02)2200(10º) 
27(10º)(0,3) 
*(0,05)2200(10º) 


= 0,116mm Resposta 


Viga AB: 
5M, =0:, Fgp =8kN 
SF, = 0; Fac = 12kN 
“PL 12x10 x (25x10P 
4 AE = (20)? (210)(10º) 
PL 8xi0 x (1x10) 
É AE =(20/(210)(10º) 
p= Dô 24 8p 04547 - 0,1213 
ne Na 2,5(1000) 
= 0,00013336 rad = 0,00764º 


0,4547 mm 4 


0,1213 mm 4 


Resposta 


Equilíbrio: 
Fa+F,=30 
Compatibilidade: 
ôcja = 9cyB; 
FA(1)  Fo(2) 

AE AE 
Fa = 20kN, F; = 10 kN 


Resposta 


Equilíbrio: 
Pro + Pa = 300(10º) 
Compatibilidade: 
daço = Ôal; 
Pb 
[=(0,1? — =(0,08)?|200(10º) 


Pal 


[5(0,08)2)73,1(10º) 


Paço= 181,8 kN 
Pa = 118kN 


1818 
[Z(0,1)? — =(0,08'] 


Paço 
A 


= 64,3 MPa Resposta 


D-39, 
D-34. Equilíbrio: 


Prone + Paço = 100 
Compatibilidade: 
(o) daço 
Easy, 
[m(150)? — 6(=)(20)? BO(10º) 
Po(1000) 


6(=)(20)”(210)(10º) 


conc — 


D-41. 


Pconc = 83,91 kN Resposta 
Paço = 16,09 kN 


D-35. demp = EQATL 


PL 


Ôcarga => AÉ 


Compatibilidade: demp + Scarga= O 

12(10*)(25 — 15)(0,4) + 21(109)(25 — 15)(0,2) 
-F(0,4) F(0,2) 

175(10*)(200(10º)) E 300(10*)(100(10º)) E 


P = 497kN Resposta 


D-36. Equilíbrio: 


Fa + Fa = 6.000 


Compatibilidade: 
Remova o apoio em B. Exija 


ôB = (8 jA)temp + (ô BA carga= 0 


20(1079)(100 — 80)(350) + 
6.000(150) Fo(350) 
=(10)*75(10º)  =(10)?75(10º) 


Fp= 493kN Resposta 
Fa=107kN Resposta 


D-37. Equilíbrio: 


Fat+Fp=P 


VistoqueF, =0,F4u=P 
Compatibilidade: 
Remova o apoio em B. Exija 


ôB = (ô5/A)temp + (ôp/Acarga= O 


PL 
a) 
q ATL + E 


D-38. 


D-40. 


D-42, 


D-43, 


D-44, 
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20(10)(50 — 80)(350) + — PISO q 
(10"*)(50 — 80)(350) + (07500) 


P=825kN Resposta 


Não, só é válido para seções transversais circulares. Se- 
ções transversais não circulares entortarão. Resposta 


Tmáx —— Tco = 40 Nm 
“Te. 40(10x10º) 
máx J z(10)! 


= 25,46 MPa Resposta 


Equilíbrio do segmento AB: 


Te = 30 Nm 
T. 20 x 10º 
pas TE OO - | 2,387 MPa Resposta 
J 7(20) 
Segmento AB: 
Te 5(10*)(0,05) a 
Tmáx = — S = esposta 
máx J 7(0,05)º 5,9 MPa p 
Segmento BC: 
Tc 10(10º)(0,1) 
Tmáx = 7 = Z(0,1) = 6,37 MPa 
“SO TL O —400(1.000)(2)(1.000) 
Pa = > E 7 4 3 
JG =(20)*80(10º) 
200(1.000)(3)(1.000) , |, , 300(1.000)(2)(1.000) 
= (20) 80(10º) =(20)*80(10º) 


= —0,0399 rad = 0,0399 rad em sentido horário 
quando visto de 4. Resposta 
TL 600(1.000)(2)(1.000) 
PAS x a: 4 3 
JG = (20)" 80(10º) 


(200(1.000)(2)(1.000) 100(1.000)(3)(1.000) 
= (10)*80(10º) =(10)º80(10º) 


= 1,512 rad em sentido anti-horário quando visto de 
A. Resposta 


TL O 4003) 
d= Bjo” Z(0,015)*75(10º) 
| 20(0,2) 
“T[(0,025)! — (0,0125)75(10º) 

30(0,3) 


— E[(0,025)* — (0,0125)75(10º) 


= 1,90(10"?) rad em sentido anti-horário quando 


visto de 4 em direção a D. Resposta 


P 150.000 


à T=> =" =1,000Nm = 10ºN-mm 
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Ee fe, = FER 10º x 20 D-51. B, = 2,6kN 
Tadm J E =(20)º x 1] Ay = 4,6 kN 
r; = 16,4 mm Trace o diagrama M 
d; = 32,8mm used = 33 mm Resposta Mymáx = 780 kNm (em C) Resposta 
nd TE P 250.000 D-52. Trace o diagrama M 
E o o) Mmáx = 20kNem (em C) Resposta 
250.000 ,, 1.3 
0 025) E 
Gr ERES anã SO D-53. A, = 2,33kN 


D-47. 


D-48. 


D-49, 


D-50. 


E T (25) —(20)']] B, = 6,667 kN 
Trace o diagrama M 


w=119rad/s Resposta 
Mmáx = 11kNem (em C) Resposta 
Equilíbrio: 


Tao Ti = 950 D-54. A, = B, = 800N 


Trace o diagrama M 
Compatibilidade: baço = Ppr; Mmáx = 1600 N-m (no interior de CD) Resposta 


Traço (0,6) =» Tor(0,6) 
3[(0,03)º — (0,015)]75(10º)  Z(0,015)'37(10) 
Taço = 30,25 Nem 
E 


D-55. 4,=B,=40kN 
Mymax = 40(1) = 40 kN-m 


6 
Mc 40(10)75) + 213,3 MPa Resposta 


aço = 919,8N-m Coro A (oXIso) 
30,25(0,6) 
& = Par = 2(0,015)'37(10º) = 0,00617rad Resposta pp 56, A, = B, = 1.000N 
Mmáx = 1.250N em 

E 600 Omáx = Como = 102MPa Resposta 
Compatibilidade: 
Bic = PB/A; D-57. e=0 Resposta 
Tel) TA() ns sei) 

Je = Je D-58. o =": 10(10))=——5 e 
Ta = 200N-m [tada st] 
Toc = 400N:m M = 14,58 kN-cm = 145,8N:m Resposta 


Te 400(0,025) 
máx Jo (0,025) 


T = 16,3 MPa Resposta 


D-59. Da parte inferior da seção transversal 
— DyA 40(80)(20) + 95(30)(100) 


Ay = 5,5 EN x. SA 80(20) + 30(100) = 75,870 mm 
Use seção de comprimento x. Re 1 AR e 
—5,5x + p— = 
RA ode a + 1 (100)(30)º + 100(30)(95 — 75,870)? 
M =8-25x Resposta 12 
= 4235(1079) mº 
Ay = 3 kN 


Mc 10(10*)(0,075870) 


Use seção de comprimento x. 


Omáx = = = 179 MPa Resposta 
1 2 —6 
Intensidade de w = Ex em x. 4,235(10 2) 
1+2M = 0; D-60. A, = P/2 
2 Maix= P/2(D) =P 
-30+ (ae )fato(ga)) + =0 máx = P/2 (2) = P (em C) 


Pe 3 
1 = 15 (0,02)(0,150) 


M = 3x — E Resposta 
+ | Dono + o002)(0085) 


D-61. 


D-62. 


D-63. 


D-64. 


D-65. 


D-66. 


= 34,66(10*) mº 
P(0,095 

o = pts 12(10º) = EA 

I 34,66(1079) 


P = 438kN Resposta 


Tensão máxima ocorre em D ou 4. 

(5 cos 30º)(107)(3) , sen 301022) 
ECON + (64) 

= 4408 N/cm? = 0,044 MPa 


(O max )p 
Resposta 


Q é superior na metade inferior da seção transversal. 
Vo  20(10%[(0,05)(0,1)(0,15)] 
Tmáx — ça 
n [15(0,150) (0,2)º](0,15) 


= 1 MPa Resposta 


1= SON - BONO) = 11,5 em! 


Q é superior na metade inferior da seção transversal. 


o = (DOS) — (0,75XL,5)2) = 3,75 em? 
x vo = 2.000(3,75) o 5 
Tae 7 “ES = 652 N/cm 


= 6,52 MPa Resposta 


Ay =4,5kN, B,=1,5kN 
Vmáx = 4,5 kN (em 4) 
Q é superior metade inferior da seção transversal. 
“vo asdo)[(SS) jasm(0,037] 
[377 (0,03)*](0,06) 


Tmáx — A 


= 212 MPa Resposta 
Da parte inferior: 

SA OI) + 6,5(1)8) 
PESA 6(1) + 1(8) 


5 cm 


a 3 o E 3 
1= (6) + 6(1XS — 3) + E (81) 
+8(1X6,5 —5)? = 60,67 em? 


“Vo  410”8(16,5 — 5)] 
7 60,67(1) 
=7,91 MPa 


= 791 N/cm? 


Resposta 


j= OO Espa 


vO ISA) 2 
= = = 56,25 N 
EEE 32 Rem 
F=aqs=(56,25N/cm(2cm)=1125N Resposta 


D-67. 


D-68. 


D-69. 


D-70. 


D-71. 


D-72. 


D-73. 


REVISÃO DE FUNDAMENTOS DE ENGENHARIA 603 


= 3d = 
I= 19 (6) (AP = 86,67 cm? 
“VO - 400(25)6)(1) 
“4 86,67 


Para um prego 
q = 69,23/2 = 34,62 N/cm 


= 69,23N/cm 


F=gs=34,62N/cm(4cm)=138N Resposta 
ge minas 4) ME 
t 0,3 
pr 3 150r 
= —— 10(10º) = 
= 000) =025) 
r=33,3cm 
d = 66,7 cm 


Na seção que passa pelo eixo centroide 


N=P 
V=0 
M=(Q+1)P=3P 
id cao 
MS 
Ra à (3P)(1) 
20,5) S(0,5)(2) 


P=3N Resposta 


Em uma sessão que passa pelo centro da cantoneira 
no eixo centroide. 


N = T00N 
V=-0 
M = 700(3 + 0,375) = 2.362,5 N-cm 
P Mc 700 2362,5(0,375) 


ATI asa) + [5(1)(0,757] 


= 26,1 N/cm? = 0,261 MPa 


os 


Resposta 


Em uma seção transversal 
N=P,M =pP(0,01) 
“Po Mc 
Omáx — A + Lo 
P P(0,01)(0,01) 
m(0,01? 47(0,01)º 


30(10º) = 


P = 1,88kN Resposta 


Na seção que passa por B: 
N=500N,V = 400N 

M = 400(10) = 4.000 N «cm 
Carga axial: 


q -P=0 4 667 Nem? (T) 
“A 43) 
Carga de cisalhamento: 
' Vo 400[(1.5)(3)(1)] 


Tr. : 1 = 37,5 Nim? 
Moto [GOB 
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Momento fletor: Note quer; = 0 vistoque Q = 0. 


js My Seca) =250 Nim? (C) Ash 
E selada) 01 = 224 MPa Resposta 
Assim, q =0 
o, = 41,667 — 250 = 208 N/cm? 
= 2,08 MPa (C) D-80. 4, = B,= 12kN 
0,=0 Segmento AC: 
Ty = 37,5 N/em” = 0,375 MPa Resposta Ve = 0, Mc = 24kN-m 
Tc = O (visto que Vc = 0) 
D-74. Na seção B: oc = 0 (visto que C está no eixo neutro) 
N,=500N,V, = 400N, c/=0)=0 Resposta 
M., = 400(0,1) = 40N-m 
M, = 500(0,05) = 25N:m,T, = 30N:m D-81. A, =3kN 
Cassal Use seção de a x. 
ão =0:-3x + 2x[ É = 
0-4" mo05p — 6366 kPa (C) ia ER (5) + E 
: M=3x-—x 
Carga de cisalhamento: dv g 
Ty = 0 visto que em B,Q = 0. Ela =3r—* 
Momento em torno do eixo x: Integre duas vezes, use 
Mc 40(0,05) v=0emx=0, v=0emx=3m 
2a = 407,4 
! (0,05) RERT IES v= al + 0,5x? — 2,25x) Resposta 
Momento em torno do eixo 7: 
o; = 0. Visto que B é no eixo neutro. D-82. A, = 15kN 
Torque: Ma = 10N:m 
Tc  30(0,05) Use a seção de comprimento x. 
RS Z(0,05)º — 153 kPa Intensidade de w = 30x em x. 
(+2M =0; 
Assim, 
o,=0 —15x +10 + [2x [a 60000] +M=0 
o M=15x— 5x -10 
o; = —63,66 — 4074 = —471 kPa Resposta E ú . 
Ty = 0 Resposta EI EE =15x—5x* — 10 
Ty =0 Resposta Integrate duas vezes, use 
Tax = —153 kPa Resposta v=0emx =0, 
dv/dx = 0emx =0 
D-75. Verdadeiro. Resposta 1 E 4 E 
v=—(2,5xº — 0,25xº — 5xº) Resposta 
D-76. o, = 4 MPa, 0, = —6 MPa, 7; = —8 MPa EI 
Aplique a Equação 9.5, o, = 8,43 MPa, AN ; Epa nês 
D-83. Pelo Apêndice C, considere cargas distribuídas e 
o) = —10,4 MPa Resposta concentradas reparadamente, 
WE PRE 
D-77. o; = 200 MPa, 0, = —150 MPa, 7, = 100 MPa Ác=e8EI "SEI 
Aplique a Equação 9.7, Caso 202 MPa Resposta E s(2(6)! s(6)? 52,875 ENE (REA 
768EI | 48EI EI 
D-78, 7: = —50MPa,oy = —30 MPa, 7x, = O 
Use Equação 9.7, 7 m« = 10 MPa Resposta D-84. Pelo Apêndice C, considere carga distribuída e mo- 
mento conjugado separadamente . 
D--79, Na seção transversal que passa por B: Gas woL* z ML 
N=4kN,V=2kN, 2 4SEI 6EI 
M = 242) = 4kN:m (3)  20(3) 124kN-m? 
age É quit 4(10*) 4(10º)(0,03) É E Ud NR = UR 


+ 
A IT 00%006) 1(0,03)(0,06) 
= 224 MPa (T) 


D-85. Verdadeiro. Resposta 


pas. EI (210 x 102 (12.5)*) 


(KL? [0,5(12,50)P 
“P 1017x10 
A a(12,57 


=207,2 MPa <o, OK 


2 31 3 
Da. po TEL PODA SONGS 
(KLY [1(4.000)]? 
= 707kN Resposta 


D-88. A = 7((0,0252 — (0,015)?) = 1,257(10) m? 


= Ir((0,025)* — (0,015)*) = 267,04(10) mº 


PEL m(200(10º)) (267,04) (107?) 


P= 
(KLY [o,s(s)P 
= 843 kN Resposta 
P 84,3(10º) 
= = = 67,1 MPa < 250 MPa OK 


A 1257(10º) 


10 ABosta 
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D-89. P= et 
EA (KL)? 
180(10º) = 7º 210(10º [2 (25º — 155] 
(1x 2.000)? 
1, = 15,08 mm 
= 180(10º) 
A qiQsP —(15,087] 
= 144,1 MPa < 260 MPa OK 
Portanto t = 25 — 15,08 = 9,82 mm Resposta 


1 EI 


D-90. P : 
(KL)? 


[1(1.000)]? 
“ 1)=98 mm 
1 3 
o= E = DUO). 497 Mpa<260 MPa OK 
A q(9,8) 
d = 2r = 19,6 mm 
Use d =20mm Resposta 


15(10º) = 
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Respostas 


Capítulo 1 
1.1. a)Fs=138kN,b) F4 = 34,9kN 
1.2. Te=250N:m,Tp = 150N-m 
1.3. Tp=150N-m,Te= 500 Nm 
1.5. Np=-131N,Vp=-175N,Mp=-875Nm 
1.6. Np=15,63kN,Vp = 0kN, Mp = 0 kN.m 
1.7. NE=-15,63kN,V;=0kN, ME = 0kNm 
1.8. Ny = 0,Va=217kN,Ma4 = —1,654 kNm, 
No = 0,Vp=398kN,M, = 9,034 kNm, 
Vc = 0,Ncç = —5,55 kN, Mc = —11,554 kN-m 
1.9. Va =386,37N, Na = 103,53 kN, My = 1,808 Nm 
1.10. Nc = 0,Vc=3,92kN, Mc = 15,07 kN:m 
1.11. PelopontoE: 
NE = 0,V; = 203kN,Mp = —0,911 kN:m 
Pelo ponto D: 
Np = 0,Vp = 4,18kN, Mp = 14,823kN-m 
112. Nc=-16,2kN,Vc= —5,4kN,Mç = —12,96kN:m, 
Nc = 7,64 kN, Vc = —15,27 kN, 
Mc = —12,96 kN:m 
1.13. Naseção aa: Ni a = 650N, Via = 0 
Naseção b-b: Vp-» = 563 N, Np-p = 325 N 
1.14. Naseção b-b: N,-p = 650 cos 6, Vp-p = 650 senô 
115. N;=-2kN,Vp= 472kN,M, = 4,632 kNm 
1.16. Nc=-2kN,Vc= 526kN, Mc = —9,123 kNem, 
Np = 0 kN, Vp = 6,97 kN, Mp = —22,932 kN:m 
1.17. Na =0KN,Vp = 1.440 kN,M, = —1.920 kN:m 
1.18. Nc=0,Vc=1,75kN, Mc = 850kNm 
1.19. Np=0,Vp=—1,25kN,Mp = 9,50kN:m 
1.20. Vp = 0kN,Np = 0kN, Mp = 0 kNem, 
VE = 2,67 kN, Ng = 6kKN, Mp = 2,4 kN-m, 
Ve; = O0kN, Np = 12 kN,Mp = 4,8kN:m 
121. V;=0,722kN,N;= 1,25kN,M, = 0,144kN:m 
1.22. PelopontoJ:V, = OkN,N, = —1,443 kN, 
M, = 0kN-m 
Pelo ponto K: Nx = 3,016 kN, Vk = O kN, 
My = 0 kNm 
1.23. (NB)x=0,(VB), = 0, (VB). = 70,6N, 
(To) = 942Nem, (Ms), = 623Nem, 
(MB): = 
1.24. (Va), = OkN (Na), = OkN, (Va). = —167kN, 
(M a)x = 507 kNem, (Ta), = —2,1 kNem, 
(Ma). = OkNm 


1.25. 


1.26. 


1.27, 


1.28. 


1.29. 
1.30. 


1.31. 


1.34. 
1.35. 
1.36. 
1.37. 
1.38. 
1.39. 
1.40. 
1.41. 
1.42. 


1.43. 


1.44. 


1.45. 
1.46. 
1.47. 
1.48. 
1.49. 
1.50. 


1.51. 


1.53. 
1.54. 
1.55. 
1.57. 


(VB). = 750N, (VB) = ON,(No): = ON, 
(MpB)x= ON-m,(MB), = 5.625 N.m,(T5), = 375 Nm 
ND) =0, (VD), =154N, (Vb). = —171N, 
Tp). =0, (Mp); = —94,3N-m, 
Mp). = —149N:m 
No) = 0, (Vc) = 
To =0, (Mc), 
Mc), = —123N:m 

Nr = ON, Vr = 400 N, Mp = 240 Nm, 

No = 8354 N, Vo = 360 NM = 162 Nim 
Ne = 400N, Vc = 0N, Mc = —60 Nm 

(Ve)x = 0, (Ng), = —600N, (V 6), = 921N, 


-246 N, (Vc), = —171N, 
—154 N:m, 


( 
( 
( 
( 
( 
( 


(M )x = 1.606 Nem, (T5), = 0, (M 6). = —800N em 


Na=Pcos6,Va = Pseno, 
Ma = Pr(1 — cos6) 


o = 1,82 MPa 
Tméd= 53,05 MPa 
o = 3,345 MPa 


op = 151 kPa, oc = 32,5 kPa, op = 25,5 kPa 
F = 36kN,d = 110mm 

Tméd = 29,5 MPa 

Padm 1,092 KN 

o = 3,08 MPa 

oAB = 3,93 MPa, o4p = 5,074 MPa, 
Sac = 6,473 MPa 

cAB = 3,93 MPa, cap = 4,001 MPa, 
cAc = 6,252 MPa 

caB = 3,93 MPa, o4p = 3,19 MPa, 
OAC — 6,38 MPa 

op = 48,3 MPa, Tméeg= 18,4 MPa 

o = 8 MPa, Tmédg= 4,62 MPa 

oBc = 9,38 MPa 

o = 0,0152 MPa, tmea= 0,0567 MPa 
o = 25 MPa, Tmeg= 14,434 MPa 

o = 549,05 MPa, Tméed= 428,96 MPa 
0 = 45º, Tmáx & = 

Ta = 0,78 = 95,71 MPa 

o = 533,33 Pa, Tméd 923,76 Pa 
Fmin = 2,63 N 

9 = 63,6º,0 = 316 MPa 


1.58. 


1.59. 


1.61. 
1.62. 
1.63. 
1.65. 
1.67. 


1.69. 
1.70. 


1.71. 


1.72. 


1.73. 
1.74. 
1.75. 


1.77. 
1.78. 


1.79. 


1.81. 
1.82. 
1.83. 
1.84. 
1.85. 
1.86. 
1.87. 
1.89. 
1.90. 
1.91. 


1.93. 
1.94. 
1.95. 


Treliça A: 
Cas = 85,47 MPa (T), cap = 63,376 MPa (C) 
Treliça E: 
crB = 38,462 MPa (T), orp = 68,376MPa(C) 
Treliça B: 
cBc = 188,034 MPa(T), opp = 149,573 MPa (C) 
cas = 2,137 MPa(T), cup = 1,709MPa(C), 
crB = 0,962 MPa(T), orp = 1,709 MPa (C), 
cBc = 4,701MPa(T),oBp = 3,739MPa(C), 
Pam = 29,78kN 
Tméd= 29,709 MPa 
Tméd= 12,732 MPa 
Tméd= 93,901 MPa 
cp = 2,08 MPa, oc = 55,1 MPa 
Nos pinosB e C:Tp = Tc = 324 MPa, 
No pino 4:74 = 324 MPa 
0 = 75,96º 
Tpino= 44,762 MPa, Obarra= 70,736 MPa 
o= E sor? 0, Tméd= = sen 20 

| 2W ] cos (8) 
SBc 7 | o 
dá sen(45º + 0,50) 


o = (47,5 — 20,0x) MPa 
o = (32,5 — 20,0x) MPa 
o = (238 — 22,67) kPa 


r= rp? 


o = 49,5 kPa 
mo? 2 
o = Ba (E — 4xº) 
h = 75 mm 
das = 6,02 mm, dçp = 5,41 mm 
d=5N mm 
a = 7,071 mm 
P = 113,14kN 


d = 15 mm,d = 10mm 

d = 12,166 mm, d = 21,913 mm 

P = 2,40kN 

Fas = 5,818kN, W = 1,739 kN 

Fan = 114,478kN, Toabo = 103,491 kN, 

do = 30 mm 

d, = 44,6 mm, d; = 26,4 mm, t = 15,8 mm 
as = 80 mm, ap = 120 mm 

Paim = 3 kN 
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1.96. Apc=1.834416 mm? dA = 41,854 mm, 
da = 29,595mm 
1.97. a, = 35,7 mm, d; = 27,6 mm, d, = 226mm 
1.98. +=225mm 
1.99. a, =90mm,as = 110mm 
1.100. Pam = 3,67 kN 
1.101. Em A:FS = 1,02 
Em AB:FS = 1,11 
1.102. w = 6,632 kN/m, w = 7,791 kN/m 
1.103. P=3123kN,d = 15,29 mm 
1.104. P = 105,00 kN,t = 20,00 mm, w = 62,50 mm 
1105. a, = 61!mm,d, = 154mm 
1.106. x =0,909m 
1.107. w = 7,18kN/m 
1.109. w; = 1.066,67 kN/m, ww; = 1.600,00 kN/m, 
d = 19,073 mm 
1.110. mw, = 366,52kN/m, w = 549,78kN/m 
1.111. d=13,8mm,t = 7,00mm 
1113. o, = 200kPa, 7,., = 115 kPa 
1.114. Segmento AD: 
Np = 6kN,Vp = -3,13kN,Mp = —1,153kN.m 
Segmento CE: 
Np = —10kN, Vp = 0KN,Mp = 0kN:m 
1.115. mea 79,6 MPa 
1.117. Segmento BD: 
Np = —10,8kN,Vp = 0kN, Mp = 324kN.m 
Segmento FE: 
Ve = 2,7 kN, Ng = 21,60kN, Mg = 30,24 kN:m 
1.118. cap = 140 MPa, cup = 285 MPa 
1.119. c4 = 398 MPa, 040 = 7,07 MPa, 
Tmés= 5,09 MPa 
Capítulo 2 
21. e 0,1667 mm/mm 
2.2. e= 0,0472 mm/mm 
23. ec; = 0,00250 mm/mm, esp = 0,00107 mm/mm 
24. ecr= 0,00250 mm/mm, esp = 0,00107 mm/mm 
2.5. (ecemea= 1,79(10) mm/mm, 
(enp)méa= 1,43(10*) mm/mm 
26. Ap=11,2mm 
2.7. esc= esp = 0,00578 mm/mm 
2.9. Ap = 438mm 
210. esp = 0,0398 
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211. €AB as di 
2.13. (Y0)xy = —11,6(107?) rad, 
(yD)xy = 11,6(10) rad 
2.14. esc = 1,60(10) mm/mm, 
eps = 12,8(10*) mm/mm 
215. ess = 16,8(10)m/m 
2.16. (Ya = 0,05024 rad, (y,)B = 0,05024 rad 
217. esp= —4,686 x 10º mm/mm, 
esc = 20,000 x 10º mm/mm, 
eps = —30,000 x 107? mm/mm, 
218. esp = 1,61(102) mm/mm, 
ecp = 126(10*) mm/mm 
219. (ya)xy = —0,0262 rad, (y5)«y = —0,205 rad, 
(yc)xy = 0,205 rad, (yp) +y = 0,0262 rad 
221. e=2kx 
20220 Yxy = —0,0200 rad 
2.23. Yxy = 0,02 1ad 
2.25.  Yyxy = 0,0142rad 
2.26. eps = —0,00680 mm/mm, 
esp = 0,0281(10) mm/mm 
227. e«=0,e, = 0,00319, y,, = 0,0798 rad, 
eBr = —0,0179 mm/mm 
2.29. (yc)xy = 0,137 rad, (yp);y = 0,137 rad 
2.30. Ay =203mm 
2.31. AL = 30,00 mm 
2.33. AL = 42252 mm 
Sd amÊ vB e UA es 9 
Capítulo 3 
3.1. Esprox = 26,67 GPa 
3.2. Esprox = 387,3 GPa, u, = 0,0697 MJ/m? 
3.3. uu, = 0,595 MJ/mº 
3.4. Espros = 260,8 GPa, 0, = 448 MPa, 
Oim= 890 MPa, op = 753,8 MPa 
3.5. E =290GPa,P, = 32,80 kN, Bay = 62,20 KN 
3.6. E = 290 GPa,Valor pg = 0,08621 mm, 
Valorps = 3,91379 mm 
3.7. u,= 0,145 MPa, u, = 132 MPa 
3.9. E=38,5 GPa,u,= 77,00 MPa, u, = 134,75 MPa 
3.10. L = 1.250,363 mm 


3.11. 


L = 254143 mm 


3.13. 
3.14. 
3.15. 
3.16. 
3.17. 
3.18. 


3.19. 
3.20. 
3.21. 
3.22, 
3.23. 
3.24. 
3.25. 
3.26. 
3.27. 


3.28. 
3.29, 
3.30. 
3.31. 
3.33. 
3.34. 


3.35. 
3.36. 
3.37. 
3.38. 
3.39. 
3.40. 
3.41. 
3.42. 


3.43. 


AP = 220,22 kN 

E = 766,3 MPa 

Aexig = 150 mm?,P = 7,5 kN 
dAB = 10,586 mm 


Satisfaz exigências tanto de tensão quanto de deformação, 


das = 3,54 mm, dac = 3,23 mm, 

Las = 750,49 mm 

P = 65,63 kN 

Apc = 571,43 mm?, Aup = 142,86 mm? 

a = 0,708º 

P = 11,3kN 

ôd4B = 3,970 mm 

w = 3,40 kN/m 

T = 4,50kN 

ô = 0,126 mm, Ad = —0,00377 mm 

ey = —0,01500 mm/mm, y, = —0,00524 rad, 
e; = 0,00540 mm/mm 

d' = 38,0861 mm 

v = 0,300 

L = 50,0377 mm, d = 12,99608 mm 

E = 227.500 MPa, P = 9,896 kN 

p = 741 kPa,6 = 7,41 mm 

e: = 0,00750 mm/mm, y = 0,01222 rad, 
e; = —0,00375 mm/mm 

G = 31,60 GPa 

d' = 12,4716 mm 

e = 0,0010186 mm/mm, deformação e = O 
Las = 2,1171 mm 

P = 0,885 kN 

L = 69,806 mm 

ep = 0,00227 mm/mm, e; = 0,000884 mm/mm 
Eaprox = 250 GPa 


N 
u = 118(10%) 


Capítulo 4 


4.1. 
4.2, 
4.3. 
44. 
4.5. 


84 = —3,64(102) mm 

SAB = —1,74769 mm 

P, = 304,69kN, P; = 609,38 KN 
(84)p = 38483 mm 

ôB = 2,31 mm, ô4 = 2,64 mm 


4.6. 

4.7, 

4.8. 

4.9. 
4.10. 
4.11. 
4.12. 
4.13. 
4.14. 
4.15. 
4.16. 
417. 
4.19. 
4.20. 
4.21. 


4.22, 
4.23, 


4.25, 


4.26. 


4.27, 


4.29, 


4.30. 
4.31. 
4.32, 
4.33. 
4.34. 
4.35. 
4.37. 
4.38. 
4.39. 
4.40. 
4.41. 
4,42, 
4.43. 
4.45. 
4.46. 
4.47. 
4.49. 


4.50. 


É = 70,46 kN, P, = 152,27 kN 
= 21,8 MPa, ôpc = 1,13 mm,ô6pa = O 
a 0,736 mm 
ape = 0,0039º, Bap = 0,0334º 
dA = 2,990 mm 
ôr = 0,34 mm 
cac = 0,00143º 
dtot = 33,87 mm 
W = 9,69kN 
ôr = 2,23 mm 
ôp = 12,37 mm 
P = 50,47 kN 
ôp = 17,3 mm 
dep = 12.887 mm, das = 22.321 mm 
w = 13,41kN/m,x = 1,35m 


Hastes AB e CD falham simultaneamente. 


F = 12,0 kN, 8475 = —0,864mm 
F = 17,0kN, ô4/p = —1,03mm 
PE yLr, + 11) yr 


“mEmr, 6E(r-— nr) 

— 0,511P 

Q qroÊ 

— 263P 

pa mE 
RE 

6E 
ô = 0,1804 mm 
Caço= 24,323 MPa, cone = 3,527 MPa 
daço= 44,95 mm 
Ca = 27,5 MPa, caço= 79,9 MPa 
Caço= 65,9 MPa, Cconc= 8,24 MPa 
d = 33,9mm 
Caço = 5,335 MPa, oa = 2,192 MPa, 
daço = 58,88 mm 
Tac = 1,249kN, Tap = 6,251 kN 
Aup = 3,60911 mm? 
P= Fjy= 198kN 
Tas = 1,469 kN, Ta'p = 1,781 KN 
Pp = 14,4 kN 
w = 459 kN/m 
op = 13,4 MPa, osc = 9,55 MPa 
0 = 63,7(107*) rad 
dac = 1,79 mm 
7P P P 

TAB TA'Se = 34º CEF = DA 


3Era(ro — H1) 


4.51. 
4.53. 
4.54. 
4.55. 
4.56. 
4.57. 


4.58. 


4.59, 


4.61. 
4.62. 
4.63. 
4.65. 
4.66. 
4.67. 
4.68. 
4.69. 
4.70. 
4.71. 
4.72, 


4.73. 
4.74. 
4.75. 
4.76. 
4.77. 
4.78. 
4.79, 
4.81. 
4.82. 
4.83. 
4.84. 


4.85. 


4.86. 
4.87. 
4.89. 
4.90. 
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P = 1,16kN 
Caço= 102 MPa, oia = 50,9 MPa 
P = 126kN 


TAB = Tep = 16,7 kN, Ter = 33,3 kN 
ôp = 0,073522 mm 
Fer = 6,316 kN, Fcp = 1.053 kN 


diet itha da 
bo DAE; + AE) * 


F Aok P 
2 À2ZAE, + AE; 


= 0,2712 kN, Fc = 0,8136 kN, Fp = 1,8983 kN 
o = 0,003867 mm 
Fa=Fp=25,6kKN 
Fasp = 120kN(T), Fac = Fap = 6,00kN(C) 
Fa = 16,9kN, FA = 16,9kN 
desp = 0,0390 mm 

Thc = 45,2804 kN, Tpc = 135,8411 kN 
A6 = 0,180º 
s = 0,7425 mm 
L' = 139,056m 
Cai = 15,05 MPa, or = 33,85 MPa, 
Caço = 135,41 MPa 
T, = 55,45ºC, o = 1,45 MPa 
F = 489,03 kN 

= 477,29 kN 
top 8,640 mm, F = 76,80 kN 

= 45,97ºC, F = 61,958 kN, o = 87,65 MPa 

o = 185,58 MPa, Lá = 200,117793 mm 


= 6,99 kN 
Emo = Fer = 1,85 kN 
= 134,40 MPa 
F= 18,566kN 
Ouço = 24,68 MPa, oi = 30,64 MPa 
PS see Cr) 
F = 2,442 kN 
O más = 190 MPa 
P = 441kN 
P=54kN 
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4.91. Omáx= 217,78 MPa 
4.93. P=19kN,K = 126 
4.94. P=72,00kN, oméa = 45,00 MPa, K = 1,60 
4.95. P=711kN,ô = 0,429mm 
4.96. Caço— 250MPa, cy — 171,31 MPa 
497. P=126kN 
4.98. a)Fio= 444N,Fy = 156N; 
b) Faço = 480 N, Fa = 240 N 
4.99.  Ac4p = 60 MPa (T), Acpc = 60 MPa (T) 
4.100. Srya = 18,286 mm 
4.101. w = 21,9kN/m, ô6 = 4,24 mm 
4.102. a)w = 18,7kN/m,b) w = 21,9 kN/m 
4103. a)P = 928kN,b) P = 181 kN 
4.105. w = 200kN/m, ô = 1,500 mm 
273 
4.106. = Le 
3c 
4107. 5= ()y 
Sc 
4.108. P = 549,78 kN, Aô = 0,180 mm — 
4.109. P = 549,78 kN, 6% = 0,300 mm 
4.110. F = 64,189 kN. Sim, porque conforme o rebite esfria, as 
chapas e as cabeças do rebite também se deformarão. 
A força Fp norebite não será tão grande. 
4111. P=225kN 
4112. Fe=0,974kN,Fs = 0,433 kN 
4114. Fp= 8,526 kN, FA = 8606 kN 
4115. P = 19,776kN 
4.116. Caço = 13,23 MPa, 0. = 1,92 MPa, ô = 0,15881 mm 
4.117. Aço = 11,397,38 mm, 8 = 0,15793 mm 
4118. 6%p = 117mm 
4.119. dA/B = 0,491 mm 
Capítulo 5 
51. aT=087kNm b)T' = 0,87kNm 
5.2. r' = 0,841r 
5.3. v' = 0,707 
5.5. tu = 755 MPa 
5.6. Tc = 28,15 MPa, 1p= —11,66 MPa 
5.7. Tmáx =: 45,82 MPa 
5.8. Tmáx = 45,82 MPa, 7, = 35,80 MPa 
5.9. up = 62,55 MPa, Tac = 18,89 MPa 
5.10. máx = 14,5 MPa 


5.11. 
5.13. 
5.14. 


5.15. 
5.17. 
5.18. 
5.19. 
5.21. 


5.22, 


5.23. 
5.24. 
5.25. 
5.27, 


5.29. 
5.30. 


5.31. 


5.32. 
5.33. 
5.34. 
5.35. 
5.36. 
5.37. 
5.38. 
5.39. 
5.40. 
5.41. 
5.42. 
5.43. 
5.45. 


5.46. 
5.47. 
5.49. 
5.50. 
5.51. 


Tmáx = 11,9 MPa 

d; = 60 mm 

T,=215 Nem, (Tmáx)co = 4,00 MPa, 

(Tmáx)pe = 2,58 MPa 

Tas = 5,38 MPa 

(TEA)máx — 5,66 MPa, (Tcp)máx = 891 MPa 

TA = 13,79 MPa, rp = 24,14 MPa 

Tc = 28,73 MPa 

Tas = O ocorre em x = 0,700 m. 

qi = 33,0 MPa ocorre em x = 0. Entretanto, por 
conta do princípio de Saint-Venant, a 7,. obtida 
não é válida. Má 

d = 34,4 mm. Entretanto, a análise não é válida 
por conta do pincípio de Saint Venant. 

Tméd= 1,17 MPa 

TA = 159,15 MPa 

Tp = 159,15 MPa 

to = 133N-m/m, TA = 0,255 MPa, 


TB» = 0,141 MPa 

To = 670N-m, Ta = 6,66 MPa 
2T 7 

Tmáx = 


alra(L — x) + rexP 


2TA + tab, Ra (TA + taLro 


Timás 
a E) 


T; e, 
(rá =; 


t = 5,17 mm 

t = 2,998 mm 

Tmáx = 9,382 MPa 

d = 15mm 

t = 3427 mm 

Tmáx = 46,055 MPa 

d = 20 mm 

(TaB)máx = 1,04 MPa, (TBc)máx = 3,11 MPa 
Tmáx = 48,634 MPa 

da = 124mm, d, = 168 mm 
w = 3.135,714 rpm 

d = 35 mm 


Aumento percentual na tensão de torção = 
% aumento em & = 6,67% 


d; = 201 mm, & = 3,30º 

bajp = 05879º 

Tmáx = 20,797 MPa, & = 4,766º 
bejp = 0,243º 

de = 5,74º 


5.53. 
5.54. 


5.55. 
5.56. 
5.57. 


5.58. 
5.59. 
5.61. 


5.62. 


5.63. 


5.65. 


5.66. 


5.67. 
5.69. 


5.70. 


5.71. 
5.73. 
5.74. 
5.75. 
5.76. 
5.77, 
5.78. 
5.79. 


5.80. 
5.81. 
5.82. 
5.83. 
5.85. 
5.86. 


5.87. 
5.88. 


5.89. 


Tmáx = 9,12 MPa, Grp = 0,585º 
Tmáx = 14,6 MPa, Peys = 1,11º 
d = 30 mm 
Tmáx — 24,59 MPa, Gcp = 0,075152º 
brjE = 0,999(10)? rad, bryp = 0,999(10)? rad, 
Tmáx — 3,12 MPa 
pe = 1,793º 
Pa = 2,092º 
bp = 0,648º, de = 0,486º 
da = 0,432º 
2“ tGL+2TA 2L(toL + 3TA) 
B 2 ; 3n(r) e, iG 
TRC = 81,49 MPa, TR4 = 14,9 MPa, 
dc = 3,125º 
Tc = 240,02 Nm 
toL? 
qc'G 
k = 12,28(10º), 


=: T — sTdaL 
dia 2a7G foste ) 


Tau = 10,2 MPa 
(TAC )máx = 8,15 MPa, (7cB)máx = 4,07 MPa 
F = 120,00 N 
Tmáx = 321 MPa 
Tmáx = 232,30 MPa 
(TAC)máx = 9,55 MPa, (Tep)máx = 6,37 MPa 
beyp = 0,317º 
Pc = 0,361º, mar = 1,03 MPa, 
Taço = 4,11 MPa, nar = 25,67 x 10% rad, 
Yaço = 51,34 x 10" rad 
Tuc = 33,95 MPa, 7gp = 67,91 MPa 
Ta = 222N-m, TA = 556N-m 
Pr = 1,66º 
Tmáx = 68,75 MPa 
T4 = 878,26 Nm, Te = 21,74 N.m 
dp = 3,208º, Tmáx = 165,66 MPa 
TtoL 3toL 
Th= EA 7 
(Todmáx = 423 MPa, be = 0,0689º, 
(T9)máx = 5,74 MPa, Ps = 0,0778º 
TRC = 0,955 MPa, Tuc = 1,592 MPa, 
beja = —0,2073º 
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TBC = 0,955 MPa, TAC = 1,592 MPa, 
PB/c = —0,0643º 

F=454,78N 

Tmáx = 18,47 MPa, ôp = 0,872 mm 
TA = 2,86 MPa, & = 0,899º 

(Tmáx)a = 308 MPa 

T =0,0820N-m,& = 25,5 rad 
TB=40N-m,T4 = 50 Nm, Ge = 0,0723º 
T=336kN-m, q = 11,6º 

TmégS 1,19 MPa 

t = 2,98 mm 

T=2520N:m 

(TAalmed= 3,94 MPa, (TB )mea= 2,36 MPa 
TAS TB= 50kPa 

b = 20,65 mm 

(Tméd a = (Imédp = 9,62 MPa 

b = 21,46 mm 

(méa)a = (Tméd)p = 357 kPa 

a = 2,85 

a = 1,66 

T=201N-m 

Tmáx = 47,48 MPa 

(TcD)máx = 47,2 MPa 

Não, não é possível. 

P=101kW 

T = 3,551 kNm, Tp = 3,665 kN:m 
T, = 0,565 N:m 

Pe = 130 mm 

pe = 2712 mm 

T,=147kNm, & = 7,16º 

T, = 1,8kN'm, &, = 7,47º 
T=434,27Nm 

T, = 698kN-m, &, = 9,11º 

Tp = 1,173 KkNem, Tuas = 47,79 MPa 
(7Ti)p=e = 9,15 MPa, (7,),=00187m = —1,22 MPa 
pe = 16,77 mm, & = 5,1248º 
T=243 so “m, &, = 7,61º 


Tmáx = DtAm 

t = 1,60 mm 
Tmáx = 1,75 MPa 
Pa = 1,59º 
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5.139. d=75mm 
5.140. d=70mm 
5141. Tas 0,282427,. A forma circular resistirá ao 
maior torque. 
Forma quadrangular. % = 73,7% 
Forma triângular: % = 62,2% 
5.142. Usando a Equação 5.7: 1 = 88,27 MPa 
Usando a Equação 5.15: & = 4,495º 
Usando a Equação 5.18: + = 88,42 MPa 
Usando a Equação 5.20: & = 4,503º 
5.143. (Tméd)máx = 2,03 MPa, & = 0,258º 
Capítulo 6 
6.2. T;=1,25kN,T, = 1,)00kN 
6.6. V=156N,M = (156x + 100) Nm 
6.7. Para0<x<3ftV=ã170lb,M=t(170x)lb-ft 
Para3ft<x<S5ftiV = —6301b, 
M = (—630x + 2400) lb -ft 
ParaSft<x=6ft'V =5001b, 
M = (500x — 3250) lb « ft 
6.17. Mm = 281 1b-ft 
6.21. V = 1.050- 150x,M = —75x? + 1.050x — 3.200 
L 
6.27. a O 
6.32. w=600N/m 
6.34. Para0s=x<a4ftV=-2501b, 
M = (-250x) Ib-ft 
Para 4ft< x < 10ft'V=(1050-150x)b, 
M = (75x? + 1.050x — 4.000) 1b ft 
Para 10ft < x = 14ft.V = 2501]b, 
M = (250x — 3.500) lb «ft 
6.35. wo = 12kN/m 
6.39. Para0=x<3m:V=200N,M = ([200x)N-m 
Para3m <x<6m:V= [500- Qin, 
M = [18 x + 500x — 600) N-m 
6.42. a = 0,207L 
6.43. Noeixo z-z: Omáx = 13,89 MPa, 
no eixo y—y: Omáx = 27,78 MPa, 
6.44. cy = 381,97 MPa, op = 270,09 MPa 
6.45. 84,6% 
6.46. M =36,5kN-m, omáx = 40,0 MPa 
6.47. a) omáx = 0,081 MPa, b) omáx = 2,025 MPa (quebra) 
6.48. t=27mm 


6.49. 


6.50. 


6.51. 
6.53. 
6.54. 
6.55. 
6.56. 
6.57. 
6.58. 
6.59. 
6.60. 
6.61. 
6.62. 
6.63. 
6.65. 
6.66. 
6.67. 
6.68. 
6.69. 
6.70. 
6.71. 
6.73. 
6.74. 
6.75. 
6.76. 
6.77. 
6.78. 
6.79. 
6.80. 


6.81. 


6.82. 
6.83. 
6.85. 
6.86. 
6.87. 
6.88. 
6.89. 


a) M, = 14,15 kN-m 
b) M, = 4,08 kN:m 
Em (a): omáx = 114.3 MPa 
Em (b): omáx = 74,7 MPa 
A seção (b) terá a menor quantidade de 
tensão de flexão. Porcentagem de maior 
eficácia = 53,0% 
op = 3,61 MPa, oc = 1,55 MPa 
Fr, = 0, Fr, = 1,50KN 
ca = 49,4 MPa (C),op = 4,49 MPa(T) 
Omáx = 49,4 MPa 
Omáx = 0,776 MPa 
F = 4,795 kN 
OCmáx = 138,89 MPa 
O máx = 129 MPa 
ca = 0,918 MPa, op = 0,551 MPa 
|Omás| = 61,12 MPa 
Omáx = 23,8 MPa 
Omáx = 9,05 MPa 
Omáx = 103,7 MPa 
Use ho, = 75 mm 
|Omáx| = 192 MPa 
Omáx = 259,2 MPa 
Omáx = 108 MPa 
Omáx = 331 kPa 
M = 41,9kN-m 
d = 31,3 mm 
[Omáx| = 89,52 MPa 
do = 33,68 mm 
ca = 7765 MPa, op = 89,6 MPa 
P=5586N 
Omáx = 76,95 MPa 
|O máx] = 173,84 MPa 
Omáx = 40,49 MPa 
3 PL 
a=o0,0Omáx= 2 Dê 
[Omáx) = 131,87 MPa 
[O más| = 169,77 MPa 
Cmáx = 249 kPa 
Omáx = 49,74 MPa 
Omáx = 60,04 MPa 
wo = 13,47 kN/m 
Omáx = 111,38 MPa 


6.90. 
6.91. 
6.92. 
6.93. 
6.94. 
6.95. 
6.96. 
6.97. 
6.98. 
6.99, 


6.101. 


6.102. 


6.103. 
6.105. 
6.106. 


6.107. 
6.109. 
6.110. 


6.111. 


6.113. 
6.114. 
6.115. 
6.117. 
6.118. 
6.119. 
6.121. 
6.122. 
6.123. 
6.125. 


6.126. 
6.127. 
6.128. 
6.129. 
6.130. 


6.131. 
6.133. 
6.134. 


P = 1,67 kN 

Omáx = 9,00 MPa 
Omáx = 105,11 MPa 
a = 159,88 mm 
Omáx = 160,45 MPa 
Omáx = 166,7 MPa 
Omáx = 142,2 MPa 


a = 156,2 mm 
b = 89,3 mm 
b = 531 mm 
AVE, (ons.) pag 
E === NO mise 
VE ave Uno el VE 


cp= —77,5 MPa (C),op = 77,5 MPa (T), 
a = —36,87º 

|M| = 32,24 kN-m 

ca = 21,97 MPa (T), « = 63,91º 

ca = 1,30 MPa (C), op = 0,587 MPa (T), 
a =-—3,74º 

ca = 1,30MPa(C),a = —3,74º 

d = 289 mm 

ca = 7,40 MPa (T), o 4 = 6,40 MPa (T), 


a = 25,25º 
LM, AM ly 


MAMA 
a=0,b 3 SC 3 
ÇA Ra 


d = 62,9 mm 

oa = 293kPa(C) 

ca = 293kPa(C) 

ou = 2,60 MPa (T) 

oa = 2,60MPa(T) 

h = 41,3mm,M = 6,60kN-m 

(Caço)máx = 3,70 MPa, (Ommáx = 0,179 MPa 
Caço = 62,7 MPa, om = 41 MPa 

Caço = 10,37 MPa, om = 0,62 MPa 

(O máx )aço = 9,42 MPa, (Omáx)iat = 6,63 MPa, 
Na junção: Caço = 1,86 MPa, cia = 0,937 MPa 
M = 588kN:m 

Maam = 127,98 kN-m 

wo = 10,76 KN/m 

M = 691 Nm 

ca = 9,91 MPa, op = —8,52 MPa 

P = 55,2kN 

ca = 382 MPa(T),os = 9,73 MPa (C) 

cc = 2,66MPa(T) 


6.135. 
6.137. 
6.138. 


6.139. 


6.141. 


6.142. 
6.143. 
6.144. 
6.145. 
6.146. 
6.147. 
6.148. 
6.149, 
6.150. 
6.151. 
6.153. 
6.154. 
6.155. 
6.156. 
6.157. 
6.158. 
6.159. 
6.161. 


6.162. 


6.163. 
6.165. 
6.166. 
6.167. 
6.169. 
6.170. 


6.171. 


6.173. 
6.174. 
6.175. 
6.176. 
6.177. 
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ca = 792kPa(C),op = 1,02MPa(T) 
P = 309N 
(O; máx = 4,77 MPa 
ca = 1,3594 MPa (T), op = —0,9947 MPa (C), 
cc= 0,053] MPa(C) 
ca = 446kPa(T), os = 224kPa (C). Não, 
por conta da concentração de tensão localizada 
no muro. 
M = 14,0kN:m 
M = 56,57 Nm 
Omáx = 100,22 MPa 
r = 5,00 mm 
Omáx = 54,4 MPa 
O máx = 384 MPa 
M =911 Nm 
(o máx = 6,77 MPa, (05)máx = 6,66 MPa 
L = 950mm 
M = 4,46 kN:m 
M = 455,73 Nm 
Omáx = 276,48 MPa 
P = 468,75 N 
Omáx = 266,67 MPa 
M = 9,52 kNm 
O superior = Cinterior = 67,1 MPa 
O superior = Cinferior > 43,5 MPa 
Me = 50,7 kN:m, M, = 86,25 kN:m 
pEAmZ= "E 
, 3 
M. = 82,83 kN-m, M, = 140,63 kN:m 
Me = 50,35 kN -m, M, = 85,94 kN-m 
Mp, = 515 kN:m 
M, = 225,6 kN:m 
Z = 0,0976bh2, k = 2,34 
M. = 307kN-m,M, = 7,19kN:m 


à 3h[ 4bt(h — 8) + t(h — 2? 
“CC 2bê-b-n)h-2P | 


Z = bi(h O + al 27 


w = 53,4 kN/m 

wo = 212,67 KN/m, my = 269,79 kN/m 
P = 218,66 N 

M. = 551,25 kN :m, M = 78,54 kN:m 
M = 903kN-m 
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6.178. 
6.179, 
6.181. 
6.182. 
6.183. 


6.184. 


6.186. 
6.188. 
6.189. 
6.190. 


6.191. 


M = 96,48 kN.m 
M = 46,84kN:m 

M =947N:m 

Fr = 5,88 kN 

(O máx), = 3,43 MPa (T), 
(Omáx)e = 1,62MPa (C) 


Vilx)=(A 


ua 


)= - 2 1 
Mi(x)=(-M,+A:x =05w x) 
Z = 0,963(10") m?,k = 1,22 
Omáx = 51,51 MPa 


F = 354,10kN 
ca = 2,08 MPa (C) 


M 
o = SM (cos 6 +sen0),60 = 45º,a = —45º 
a 


Capítulo 7 


71. 
72. 
73. 
74. 
7.5. 
76. 
7.7, 
7.9. 
710. 


TI. 
713. 
7.14. 


715. 
717, 
7.18. 


7.19. 


7.21. 
7.22, 
7.23. 


724, 
7.25. 


TA = 1,99 MPa, Tp = 1,65 MPa 
Tmáx = 4,62 MPa 
Va = 271 kN 
Tmáx = 19,87 MPa 
Vw = 115,04 kN 
a = 42,26 mm 
Tmáx = 0,320 MPa 
V = 190kN 
Tmáx = 3,16 MPa, (7 )ama= 1,87 MPa, 
(Ta)aba = 1,24 MPa 
Tmáx = 43,17 MPa 
Tmáx = 11,79 MPa 
Tmáx = 3,993 MPa, Taba/aB = 1,327 MPa, 
Talma/AB = 3,982 MPa 
Voa = 19,08 KN 
P = 373,42 kN 
Tmáx = 0,750 MPa 
4 
3 
Tmáx = 5 MPa 
— 3wL 
Tmáx — “bd 
d = 62,5 mm 
TA = 0,747 MPa, rp = 0,747 MPa 
TA = 2,24 MPa, T5 = 2,24 MPa 


7.26. 
7.27, 
7,28. 
7.29. 
7.30. 


731. 


7,36. 
737. 
7.38. 
7.39. 
741. 
742, 
7,43. 
7.44, 
TAS. 
7,46. 
747. 
7.50. 
7,51. 
7.53. 
7.54. 
7,55. 
7.57. 
7.58. 
7,59. 


7,60. 
7.61. 
7.62. 
7,63. 
7.64. 
7,65. 
7.66. 
7,67. 


7.69, 


Vipa = 2,36 kN 

TB = 0,572 MPa, Tc = 0,572 MPa 
Tmáx = 1,467 MPa 

TA = 0,225 MPa, T5 = 0,225 MPa 
Vaba = 0,30 kN 

Para0=sy<r; 


4V r +rog;+ Fr 


Então, Tmáx 37 E NE ri) 
Vmáx = 2,222 kN 
F=3,37kN 

F = 5,31kN 

s = 733 mm 

Sa = 138,0 mm 

V = 172,5 kN 

Sa = 303,2 mm 

P = 30,32 kN 

P=238N 

Sa = 216,6 mm,s,, = 30,7 mm 
Sn = 137,6 mm 

w = 7,06kN/m 

q =2124kN/m 

P = 6,60kN 


wo = 9,73 KN/m 

Tmáx = 21,58 MPa 

qc = 38,6 kN/m 

qa = 215 kN/m 

Qmáx = 232 KN/m 

Vas = 7,43 kN 

qa = 1,39 kN/m, gp = 1,25 kN/m 
Qmáx = 1,63 kN/m 

Qmáx = 84,85 kN/m 

qa = 65,09 kN/m, gp = 43,63 KN/m 
Qmáx = 82,88 KN/m 


d = 72,5 mm 
ga = 0,00 KN/m, qp = 83,48 kN/m 
3b? 


ER 


7.70. 
MAR 
7,73. 


7,74, 
7,75. 


7.77, 


7.78. 
7.79, 
7.81. 


7,82, 


7.83. 
7.84. 
7,85. 
7.86. 
787. 
7.89. 


7.90. 
7.91. 
7.93. 


b(Ghh? + 3hb — 8hj) 
“O om + 6bh2 — (h— 2h) 
e=0 
b(Ghyh? + 3bh? — 8hj) 
(h + 2h)? + 6bh? 
e = 43,30 mm 


e = 70 mm 


243 
e = a 


3 
qa = 0, máx = 375 N/m 
Qmáx = 84,85 KN/m 
h = 171mm 


4r(sena — a cos a) 
e = 


2a — sen2a 
e=2r 
Fe = 0,987 kN, Fp = 6,906 kN 
Vmáx = 20,37 kN 
Vmáx = 3,731 kN 
ga = 0,gp = 121 kN/m, qc = 3,78 kN/m 
qa = 145 kN/m, q; = 50,4 kN/m, 
Tmáx = 17,2 MPa 
Ta = 1,335 MPa, rc = O MPa 
TB = 1,781 MPa 
Vas = 49,78 kN 


Capítulo 8 


8.1. 
8.2. 
8.3. 


8.4. 
8.5. 
8.6. 
8.7. 
8.8. 
8.9. 
8.10. 
8.11. 


8.13. 


8.14. 
8.15. 
8.16. 
8.17. 


t = 188 mm 

ro = 18,875 m 

Caso (a):o, = 16,67 MPa, o, = 0 

Caso (b):o, = 16,67 MPa, o = 8,33 MPa 

o = 2888 MPa, o, = 14,44 MPa 

p = 36,0 MPa 

oy= 42 MPa,o = 0 

o = 4,2 MPa, 0, = 21 MPa 

o, = 13,33 MPa, 6 = 0,0422 mm, p = 0,199 MPa 
o. = 19,69 MPa 

s = 400 mm 

s = 833,33 mm 

cpf 

E Elro = ri) 

0 = 54,7º 

P = 1,756 kN 

Omáx = 239,2 MPa 

Osup = 17,36 MPa (T), ont = —8,10 MPa (C) 


OF; 


8.18. 


8.19. 
8.21. 
8.22, 
8.24. 
8.25. 
8.26. 
8.27. 
8.28. 
8.29, 
8.30. 
8.31. 


8.33. 
8.34. 


8.35. 


8.37. 


8.38. 
8.39. 
8.41. 
8.42. 
8.43. 


8.44. 


8.45. 


8.46. 


8.47. 
8.49. 


8.50. 


8.51. 
8.52. 
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ca = 4,63 MPa (T),op = —8,10 MPa (C), 

TA = 5,21 MPa, Tp = O MPa 

OA = 123 MPa, OB = 62,5 MPa 

O máx = 53,3 MPa (C), omin = 40,0 MPa (T) 
d = 100mm 

cap = 5,19 MPa (T), opc = 312,73 MPa (T) 
(O c)máx = 11,0 MPa, (0c)min = O 

ca = 0,318 MPa, TA = 0,735 MPa 

os = —21,/ MPa, rp = O 

T = 9,331 kN 

T = 9,343 kN 

ca = —0,200 MPa (C), op = —0,600 MPa (C) 
ca = —0,200 MPa (C),op = —0,600MPa (C), 
oc = —0,200MPa (C), op = 0,200 MPa (T) 

9 = 0,215º 

Ry = 15,63 kN, R, = 14,38 kN, 04 = — 70,98 MPa, 
op = 20,4 MPa, TA = 0,00 MPa, Tg = 7,265 MPa 
ca = 359 MPa (T), op = 71,7 MPa (T), 

TA = 4,48MPa,rp = 5,92 MPa 

cr = 1,01 MPa(C),or = 27,7 MPa(C) 

TE = 1,96MPa, rp = 0 

a = 61,9mm,o = 15,55 MPa 

oa = 0,444 MPa (T), TA = 0,217 MPa 

cA= —23,78 MPa (C), T4 = 0,00 MPa 

op = 51,84 MPa (T), T5 = 0,00 MPa 

oc = 113,9 MPa (T), op = 868,5 MPa (T), 
(Toy = —360,8 MPa, (7p)x; = 434,3 MPa, 
(Tx = 0, (TD) xy =), (Toyz = 0, 

(ro) = 0 

or = —125,7 MPa (C),o; = —868,5 MPa (C), 
(Tr)xy = 467,2 MPa, (TE)x: = — 434,3 MPa, 
(TE) xz =0, (TE) xy = 0, (Tr)yz = 0, 

(rede = 0 

oa = 11,9MPa(T),(Ti)a = —0,318 MPa, 
(Tr)a = 0 

op = 7,16 MPa (C), (T..)p = 0,531 MPa, 
(Tuy)B =0 

oc = 52,1MPa(C),rc 0 

os = 107 MPa, T4 = 15,3 MPa, 

op = 0,75 = 14,8MPa 

cc = 107 MPa (C), rc = 15,3 MPa, 

= 0,7p = 15,8 MPa 

ca = —262,0 MPa (C), T4 = 0,00 

ca = 0,0 MPa, Tp = 3,14 MPa 


q 
[vo] 
I 
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8.53. 


8.54. 


8.55. 


8.56. 


8.57, 


8.58. 


8.59. 
8.61. 


8.62. 
8.63. 
8.64. 
8.66. 
8.67. 
8.69. 
8.70. 


8.71. 


8.73. 
8.74. 
8.75. 


8.76. 
8.77. 
8.78. 
8.79. 


ca = 17,7 MPa (T), (Tua = 4,72 MPa, 


(TodA =0 

op = 81,3 MPa (C), (Tx); = 2,36 MPa, 
(Tryp = =0 

oc = 103 MPa (C), (Tec = 3,54 MPa, 
(Tedc = 0 

ca = 52,9 MPa (T), (ru), = —11,14 MPa, 
(TA)xy — 0 

cp = —46,1 MPa(C), (78)w = —10,86 MPa, 
(rabxz = 0 


CA = 83,34 MPa (T), TA = O MPa, 

cB= —83,95 MPa (C), Tp = O MPa 
y=0,75 — 1,5x 

ca = 218,31 MPa (T), T4 = O MPa, 

op = 231 MPa (T), 7» = 6,00 MPa 

6e; + 18e, < Sa 

(O Jmáx = 103 MPa, (0 )Jmáx = 117 MPa 
ca = —0,1703 MPa (C), og = —0,0977 MPa (C) 
P = 13,22kN 

o, = 7,07 MPa,o, = O 

Omáx = 397,4 MPa (T) 

oc = 79,67MPa(T, rc = 0, 


op = 159,33 MPa (C),7p = O 
1,33P P 
Tmár > 5 O) im = 2 (T) 
q 3a 


p = 3,60 MPa, n = 113 parafusos 

co, = 50,0 MPa, o, = 25,0 MPa, F, = 133 kN 
op = 5,21 MPa (T),o; = 0,00 MPa, 

Te = 0,0834 MPa,rp = O 
Omáx = 397,4 MPa (T), omin = 
cr = 6,40MPa(C),TE = O 
o, = 425,3 MPa (T), o. = —354,4 MPa (C) 
o, = 250,2 MPa (T), 0. = —208,4 MPa (C) 


—374,2 MPa (C) 


Capítulo 9 


9,2, 
9,3. 
9,4. 
9.6. 
9,7. 
9.8. 
9,9, 
9,10. 


o = —4,052 MPa, Ty = —0,404 MPa 
ow = 0,123 MPa, 74 = 0,271 MPa 

ow = —0,387 MPa, Te = 0,455 MPa 
o v = 49,7 MPa, 7v = 34,8 MPa 
—4,05 MPa, 7 = —0,404 MPa 
ow = —0,387 MPa, Te = 0,455 MPa 
o = 49,7 MPa, Tv = —34,8 MPa 

ow = 0,748 MPa, 0, = —1,048 MPa, 
tey = 0,345 MPa 


a 
| 


9.11. 


9,13. 


9,14. 


9,15. 


9,17. 


9.18. 
9.19. 


9.20. 


9.21. 
9.22, 


9.23. 


9.25. 
9.26. 


9.27. 


9.29. 


9.30. 


9.31. 


ow = —0,0289 MPa, 0: = 

Tyr = 0,0699 MPa 

a) o, = 53,0 MPa, o, = —68,0 MPa, 0,1 = 14,9º, 
0p2 = —75,1ºb) To = 60,5 MPa, 

Oméd = —7,50 MPa, 0, = —30,1º, 59,9º 

a) o, = 265MPa, o, = —84,9 MPa,0,; = 60,5º, 
0p2 = —29,5º b) Tan = = 175 MPa, 

Oméd = 90,0 MPa, 0, = 15,5º, —74,5º 

: o = 4,21 MPa, o, = —34,21 MPa, 6,, = 19,33º, 
Op, = —70,67º b) tmax = 19,21 MPa, 

Oméd= — 15,00 MPa, 0, = —25,67º, 04, = 64,33º 

o; = —193MPa,o, = —357 MPa, Tr, = 102 MPa 

o, = 0,333 MPa, o, = —0,333 MPa 

Te E 0,500 MPa, O meg = 3,50 MPa 


0,329 MPa, 


Oy = 48,04 MPa, Ta = 
o = 19,94 MPa 

Ta = 7,464 MPa, o; = 8,29 MPa, o» = 2,64 MPa 
Noponto 4:0, = 0,=0,02=0; 192 MPa, 
No ponto B:0, = 240,0, = —24,0 MPa, 

0pi = —45,0º, 0,2 = 45,0º 
No ponto C:o;=o,=256MPa,0,=0,=0, 
Noponto D:o, = 0,680 MPa,o, = —154 MPa, 
0pi = 3,80º, 0,2 = —86,2º 

0y = —5,167 MPa 
For point 4:0, = o, = 152MPa,0, = 0,=0, 
For point B:0, = 0,229 MPa, o, = —196 MPa, 

pi = 88,0º,0,2 = 1,96º 
Noponto 4:0,=0,=0,02=0;, 87,1 MPa, 
No ponto B:0, = o, = 939MPa,o, = 0,=0, 
No ponto 4: fi 43,6 MPa, 
«= 47,0 MPa, 0, = 45,0º and —45,0º 


—1,96 MPa, o, = 80,06 MPa, 


No ponto B: 7, 


ca, — O MPa, ca, = — 0,942 MPa, 

08, = 0,764 MPa, os, = O MPa, 

(Oméeg)a = —0,471 MPa, (omed) B = 0,382 MPa, 
(Tmá)a = 0,471 MPa, (tmax)a = 0,382 MPa, 
(O) = 45º, (OA = —45º,(0))p = —45º, 
(09)p = 45º 

No ponto 4:0, = 150 MPa, o, = —1,52 MPa 


No ponto B:o, = 1,60 MPa, o, = —143 MPa 
» 64T2 
= F 2 
é dal FR ) 
p) 6475 
[0 80) Le FP? - g 
qd d 
2 — 64TO 
mo ad? É 


9.33. 
9,34. 


9.35. 


9.37. 


9.38. 
9.39, 


9.41. 


9,42, 


9,43. 


9.45. 
9.46. 
9,47. 
9,49. 
9.50. 


9.51. 
9.53. 


9.56. 
9.57. 
9.58. 
9.59. 
9.61. 


9.62. 


9.63. 


9.65. 


9.66. 


On = 82,3 kPa 
4 [2PL 
O|/=0,= (E F) 02=0,=0, 
md 
2 (E - E) 
Tu 23 
a nd 
a) 0, = 24,51 MPa,o, = —33,96 MPa, 


b) tmáx = 29,24 MPa 
oc/=0,= 441 MPa,0o,= 


o, = 198 MPa, 02 = —1,37 MPa 


01 = 441,63 MPa, 0, = —229,42 MPa, 6,, 

Bp, = —54,22º 

01 = 314,07 MPa, 0, = —314,07 MPa, 6, = 48º, 
9, = —45º 


Noponto4:0,=0,=0,0,2=0; 


p= —54,2º, 0,,= 35,8º 
Tou = 23,2 MPa 
co, = 0,863 MPa, o, = — 0,863 MPa 
03 = 2,385 MPa, o, = —0,523 MPa 


A: 01 = 0,494 MPa, 0, = 0,000 MPa 
B: 0, = 0,000 MPa, 0, = —0,370 MPa 


Ox = 70,00 MPa, 7, — 98,99 MPa, M = 1,484 Nm, 


T = 4,199N-m 
0,=0,=0,02=0« 
o, = 74,6 kPa, o, = —271 kPa, 


Te = 50,9 kPa 
= —0,387 MPa, Ty = 0,455 MPa 
Tey = —4,052 MPa, Tu y = —0,404 MPa 
+ = 0,123 MPa, rey = 0,271 MPa 
ow = 0,148 MPa, o, = —1,048 MPa, 


ty = 0,345 MPa 
Ow = —0,0289 MPa, o = 0,329 MPa, 
1ey = 0,0699 MPa 


o, = 53,0 MPa, o, = —68,0 MPa, 0,, = 14,9º 


= 60,5 MPa, 

Oméd= 7,50 MPa, 04 = 30,1º horário 

o, = 265 MPa, o, = —84,9 MPa, 6, = 29,5º 
horário, Tie = 175 MPa, omea= 90 MPa, 

0, = 15,5º anti-horário 

o, = 4,21 MPa, o, = —34,21 MPa, 

Tmáx = 19,21 MPa, omég= 
8, = 64,330º 

oy = 4,986 MPa, o, = 
Try = —1,457 MPa 


anti-horário, 7. 


» “pa 


—3,986 MPa, 


Oy= 0, Tas = 22,1 MPa 
o, = 54,6 MPa, o, = —59,8 MPa, tas 57,2 MPa 


= 35,78º, 


30,5 MPa, 
No ponto B:o, = 0,541 MPa, o, = —1,04 MPa, 


20kPa, Tu, = 10 kPa 


—15 MPa, 6,, = 19,330º, 


9.67. 


9,69. 


9.70. 


9.71. 


9.73. 


9.74, 


9.75. 
9.76. 


9.77. 
9,78. 


9.79. 


9.81. 
9.82. 
9.83. 
9.84. 
9.85. 
9.86. 
9.87. 


9.88. 


9.89. 


9,90. 
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v = —0,0228 MPa, o, = —0,0272 MPa, 
Te'y = —0,896 MPa 
Oy = —5,240 MPa, o, = 20,240 MPa, 
Try = 7,933 MPa 
a) o, = 646 MPa, o, = —496 MPa, 
9p; = 30,6º (anti-horário) 
b) oméd= 75,0 MPa, 7... = 571 MPa, 
9, = 14,4º (horário) 
a) o, = 114 MPa, o, = —24,5 MPa, 
9p, = 60,1º (horário) 
o Oméd= 45,0 MPa, Tu = —69,5 MPa, 
= 15,1º (horário) 
o, = —5,53 MPa,o, = —14,47 MPa, 
Tmáx = 4,47 MPa, Oméd— —10 MPa 
a) o, = 881 MPa, o, = —13,1 MPa, 
9p = —40,7º b) Ta = = 50,6 MPa, 
Oméd= 37,5 MPa, 0, = 4,27º 
o, = 0,267 MPa, o, = —0,267 MPa 
o, = 115,60 MPa, 6, = 28,155º 
Tmáx = —63,10 MPa, o, = —10,60 MPa 
o. = O MPa, R = 30 MPa 
a) o. = 01 MPa, R = 0,7 MPa 
b) o, = —1 MPa, R = 1 MPa 
e) o. = O MPa, R = 20 MPa 
ow = 74,38 kPa, ow = —42,38 kPa, 
Try = 22,70kPa 
o, = 10,52 MPa, o, = —0,165 MPa 
o, = 0,560 MPa,o, = —4,491 MPa 
o, = 3,125 MPa,o, = —9,375 MPa 
= 40,224 MPa, 0, = —0,224 MPa 
= 11,0kPa, tu» = —22,6 kPa 
= —12,5 kPa, Tvy = 21,7 kPa 
E Eae o, = 0,0, = —87,1 MPa, 
Tux= 43,6 MPa, 0, = 45,0º (anti-horário), 
No ponto B:o, = 93,9MPa, o, = 0, 
Taj = 47,0 MPa, 9, = 45,0º (horário) 
a) Omáx T 6 MPa, Omín = 0, Oint = 0 
c) omáx = 600kPa, omm = 100 kPa, 
Om = 200kPa 
8) omix = O, 0min = —9MPa, om = —7 MPa 
a)o, = 15MPa,o, = 0,04 = —15 MPa, 
Tmáx = 15 MPa 
Omáx = 98,94 MPa, o; = —88,94 MPa, 


= —100,00 MPa, tmax = 99,47 MPa 


Omín 
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9.91 máx = 7 MPa, on, = 5 MPa, omin = —5 MPa, 
Tmáx = 6 MPa 
9.93. Paraoplanox-y: Omeda= 0, Tou = 40,0 MPa 
Parao plano y-z: oméeg= —40,0 MPa, Tas = 0 
Para o plano x-z: Omea= 0, Tu = 40,0 MPa 
9.95. No ponto 4: Omi = 5,50 MPa, Gin = 0, 
Omin = —0,611 MPa, 7, = 3,06 MPa, 
No ponto B: Omáx = 129 MPa, Cn = 0, 
Omín = —1,29 MPa, 7, = 1,29 MPa 
9.96. máx = 441,63 MPa, on, = 0,00 MPa, 
Omin = —229,42 MPa, Tmáx = 335,53 MPa 
9.97. máx = 314,07 MPa, om = 0,00 MPa, 
Omín = —314,07 MPa, Tua, = 314,07 MPa 
9.98. mix = 75,44 MPa, on, = — 95,44 MPa, 
Omin = —120,00 MPa, tmax = 97,72 MPa 
9.99. ow = 187,5 MPa, Tvy = —62,5 MPa 
9.100. o, = —0,611 MPa, o = —3,389 MPa, 
Tey = 7,878 MPa 
9.101. más = 403 MPa 
9,102. mix = 3,41 MPa 
9.103. o = —0,898 MPa, 0, = 0,598 MPa, 
Tey = 0,605 MPa 
Capítulo 10 
10.2. es =771,4(109), yy = 1,279(10%), 
ey = 383(109) 
10.3. e =55,1(109), yy = 133(10), 
ey = 325(10*) 
10.5. ev = 649(10%), yy = —85,1(1079), 
ey = 201(105) 
10.6. a)e; = 138(107*),e, = —198(109),0,, = 13,3º, 
0, = 16,7,b) ya = 335(107), 
Eméa= —30,0(1079), 0, = —31,7º e 58,3º 
10.7. a)e, = 1039(10), e, = 291(10*), 
9p1 = 30,2º, 9,2 = 120º,b) ya. = 748(107), 
Emed= 665(10*), 0, = —14,8º € 75,2º 
10.9. a)ej = 441(10*),e, = —641(10),0, = —24,8º, 


9p, = 65,2º,b) Ya = L,08(107), 
9, =202º e —69,8º, ema= —100(10"*) 


10.10. 


10.11. 


10.13. 


10.15. 


10.17. 


10.18. 


10.19. 


10.21. 


10.22. 


10.23. 


10.25. 


10.26. 


10.27. 
10.29. 


10.30. 


a) e = 283(10%), e, = —133(10), 0,1 = 84,8º, 
02 = —5,18º,b) ya = 417(1079), 

Emed= 75,0(100),0, = 202º e 0, = 110º 

a) e, = 441(10), e = —641(10"9),0,, = —24,8º, 
0p; = 65,2º,b) y, = 1.082(10), 0, = 20,2º 

e —69,8º, eméd= —100(1079) 

a) e, = 713(10"9), e, = 36,6(107), 0, = 42,99, 
b) (yx'y máx = 677(1079), Eméd= 375(1076), 

9, = —2,12º 

ev = 174(109), yyy = 1.279(1079), 

ey = 383(107º) 

ev = 55 1(109), ye = 133(1079), 

ey = 325(107º) 

ev = 649(10 9), yuy = —85,1(107$), 

ey = 201(107º) 

a) e, = 138(1079), e = —198(10),0,, = 13,3º, 
9p; = —76,7º,b) 7, = 335(10*), 

Eméd= —30,0(1079), 6, = —31,7º e 58,3º 

« = 1039(10%), e = 291(10%), 6, = 30,2º 

dis, E 748(10"9), emea= 665(10*), 6, = —14,8º 
e = 441(109), e, = —641(1076), 0, = —24,8º 
Ya = 1,08(10), eméa= —100(10"*), 6, = 20,2º 
a) e, = 773(1079), e = 76,8(1079), 

b) Ya = 696(1079), e) yu, = 773(1079) 

Ya = —985(10*), emáx = 437(109), em = 0, 
Emin = —547(10*), yo, = 985(107º) 

a) e; = 192(109), e, = —152(109), 

Yo = 344(1079) 


Ymáx = 2,7083 x 107º 

a) e, = 862(109), e, = —782(1079), 

9p, = 88,0º (horário), 

b) emea= 40,0(10), ya, = —1644(10), 
0, = 43,0º (horário) - 

a) « = 889(10*), e, = —539(10*), 

9p; = 59,4º (anti-horário), 

b) emea= 175(10 9), ya = 1428(10"9), 
0,= 14,4º (anti-horário) 


bec) Ya = 


10.31. 


10.36. 
10.37. 
10.38. 
10.39. 
10.41. 
10.42. 
10.43. 
10.44. 
10.45. 
10.46. 


10.47. 


10.49. 
10.50. 
10.51. 
10.53. 


10.55. 
10.57. 


10.58. 
10.59. 


10.61. 
10.63. 


10.65. 


10.66. 


10.67. 
10.68. 
10.69. 
10.70. 
10.71. 
10.73. 
10.74. 


a) e, = 502(10*), e» = —355(10*), 

0p, = 69,8º (horário), 

b) emea= 73,3(1079), Ye = —857(10 9), 

9, = 248º (horário) 

Ecobre = 106,38 GPa, eopre = 2,820 X 1074 

E = 212,77 GPa, v = 0,295 

«= 11,90 GPa 

o, = 71,64 MPa, 0, = 51,64 MPa 

Emáx = 30,5(109), int = Emin = —10,7(1079) 
E = 174 GPa, Ad = —12,6(10*) mm 

01 = 58,56 MPa, 0, = 43,83 MPa 

a' = 50,09 mm, b' = 50,17 mm,t' = 5,99 mm 
Emáx = 0,0243, ent = —0,0142, ein = —0,0311 
cv = ey = 252410") 

3»M 6»M 

ZEbh" Aco = ap 

E = 17,4 GPa, ôd = 12,65(10%) mm 

P = 0,438kN 


ALAB = 


Emáx = 288,7 X (o pec Em = 0, emin = —288,7 x 1076 


e, = 2,353 x 102,6, = —9,720 x 104, 
E =-Didas dos 

tn = 4,94 mm 

o,= —487,2 MPa, 0, = —487,2 MPa, 
o, = —385,2 MPa 

0,e, = 5,48 x 10º? 


e = Ge, = 
pr pr 

Ecir = 26112 o v), “ong * 261 (1 = 2v), 

Ad = 319mm, AL = 2,25 mm 

k = 1,35 


or + o) 


lo; — 02] = 256,12MPa > o, 
O material escoa de acordo com a teoria da 


0x0 1 Sr = 0) 


tensão de cisalhamento máxima. 
07 — 0102 + 03 = 49.825< o: = 62,500 


O material não escoa, de acordo com a teoria da 


energia de distorção máxima. 
o, = 71,33 MPa 

o = 80,88 MPa 

7 = 202,1 MPa 

T= 175,0 MPa 

0, = 23,9 MPa 

o, = 175,0 MPa 

o, = 193,55 MPa 


10.75. 
10.76. 
10.77. 
10.78. 
10.79. 
10.81. 
10.82. 
10.83. 
10.85. 
10.86. 
10.87. 


10.89. 


10.90. 
10.91. 


10.92. 
10.93. 
10.94. 
10.95. 


10.98. 


10.99. 
10.101. 


10.102. 
10.103. 
10.105. 


RESPOSTAS 


do = 21,89 mm 
do = 20,87 mm 
do = 55,23 mm 
a = 47,50 mm 

a = 47,50 mm 
FS = 5,38 

ce. = 137,9 MPa 
o, = 178 MPa 
do = 41,67 mm 
o: = 660,4 MPa 
co. = 636,8 MPa 


Te = VEM +? 


do = 24,49 mm 


M= JM + ST 


do = 39,35 mm 

a) Esegurança = 2,05, b) Fsegurança =2,35 
o. = 212,9 MPa 

o. = 224,1 MPa 


619 


a) e, = 996(10), e» = 374(10), 0, = —15,8º, 


9p, = 74,2º,b) yes = 622(10*), 

Eméa 685(1079), 0, = 292º e 0, = 119º 
Não. 

Não. 

Superior: À, = 0,03429 mm 

Inferior: A, = —0,03429 mm 


Capítulo 11 


11.1. 
11.2. 
11.3. 
11.4. 
11.5. 
11.6. 
11.7. 
11.8. 
11.9. 


b = 211 mm, h = 264 mm 
a = 130 mm 

P =2,49kN 

W310 x 24 

b = 4243 mm 

h = 160 mm 

h = 125 mm 

w = 21,39 kN/m 


Falha por conta do critério da tensão de flexão. 
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11.10. 
11.11. 
11.12. 
11.13. 
11.14. 
11.15. 
11.16. 
11.17. 
11.18. 
11.19. 
11.20. 


11.21. 
11.22. 
11.23. 
11.24. 
11.25. 


11.26. 


11.27. 
11.28. 
11.29. 
11.30. 


11.31. 


11.33. 


11.34. 
11.35. 


11.37. 


11.38. 
11.39. 
11.41. 
11.42. 
11.43. 
11.45. 
11.46. 


W310 x 33 
W310 x 39 
130 mm 
W410 x 53 
W310 x 39 
W250 x 58 

b = 10,40 mm 
P = 290 kN 


Falha por conta do critério de tensão de flexão. 


W360 x 33 

Segmento AB:W250 x 18 

Segmento BC:W150 x 14 

P = 9,52kN 

h = 210 mm, P = 14,70 kN 

b = 208,9 mm 

W = 76,96 kN 

w = 302kN/m. Para0 =x <2me 

4m<x<s6m:s = 16,7mm, 

para2m <x<4m:s=50,2mm 

Região AB:s = 17,76 mm 

Região BC: s' = 14,21 mm 

Região CD:s” = 71,03 mm 

s=55mm,s' = 30 mm,s” = 55 mm 

d = 35 mm 

d = 30 mm 

P=7V8N,smáx = 342,9 mm 
Ro 

más gphQ 


d=dy/ã 


x = 450 mm, omáx = 0,3018 MPa 


= b; a 3PL 

“o b>bo "ME 2wbi(b — by) 
— 8PL 

Ro VImrj 

d = 46 mm 

d = 4imm 

d = 34,3 mm 

do = 39 mm 

do = 4 mm 

d = 2Amm 

do = 28 mm 


11.47. do=3!mm 
11.49. d=33mm 
11.50. d=2imm 
1 
us. »- a | 
TWO adm 
11.53. Tensão máxima de flexão ocorre em x 
Onix = 4527 MPa 
11.54. W250 x 18 
11.55. d=44mm 
11.57. W460 x 74 
Capítulo 12 
12.1. o=20MPa 
12.2. o = 582 MPa 
sc RES PE unia 3 
12.3. 04 16ETº v= A8EI (4x 3L9), 
E an 
mix 48EI 
P 
12.5. v,= Ei [BM(L-a?x;—-3a(L-a?- UL-a)), 
Pta 2 
Vv7 = 6EI [13 3(L a)23) 
Px, 2 2 
6 v= = + D?), 
12.6. »; ET x1 ) 
pda SS 3 2 2. 
v = At — 9Lx3 + 1012x; — 31º), 
- PL 
Cinto = GRI 
Pa(a — L) Px (o 
127. 04=—E E E + 3a(a — L)), 
Pa 
= [Bx(x — L) + 2), 
va 667 Xl ) + 4º] 
Pa 2 2 
pa -3L 
Umix = SEI (4a* — 3Lº) 
P Tas 
12.9. n=— 412 |P>- 7 
Omáx tail e) É 
-Pp|1 lg 
1210. 0 L-P+ | 
DE Em Tac 
dv 3:PE* =PLº 
12.11. UCS ——>— 
da  8E['“" GEI 
12.13. cmi = 11,25 MPa 
MoL Mo 2.3 
12.14. 04 3ETº'" O GEIL (3Lxº — x 
-0,0642MoL? 


Umáx — EI 


12.15. 


12.16. 
12.17. 


12.18. 


12.19, 


12.21. 


12.22, 


12.23. 
12.24, 


12.25. 


12.26. 


12.27. 


12.29. 


12.30. 


: MoL | —Mol? 
O 

5 6Er' “rd CT6EI 
P=200N,s = 911mm 

1 
vi = cp (150x7 — 85,071 + 9,375) Nem”, 

1 
vo = o (12523 — 20,022) Nem? 

4M9L Mo e 
ia 3E1 = ger + Rui) 
vo = rr | 3Laê + 82x, — 512], 

SM 
Pe meE! 
0 

= cg + Pu) 

E. My 3 2" 3 MoL 
vo = crrç | 3La + 80x, — 51º], 04 = 
we wi 2 o) 

= = 7 + 4x, — 64º 
0 GE" ral xi + 4x, — 6a IR 
wa 
3= EI [dx, + a — 4L], 
wa 
= 2461687 42) 
po Mob N3MgL 
máx 3EI » Umáx 27EI 
F =1.375N 
T.avo = 58.18 kN 
wa Wax, 
dc — EI UV DEI (2x7 9ax1), 
v = o (—a3 + 280º x, des 4la!), 
me 4a! 
» 24EI 
Twa Wax 2 Twa! 
p= er = 2g7 CM Pax), ve=— REI 


3 A 
PAR Es E TT [40L/xº — 16º — 2514, 
o woLé 
Cut TogEl 
2y1º yLt 
4 a2p'"4C  2RE 
2y1Ê yL4 
0a Valeo 5 


“RE RE 


12.31. 
12.33. 
12.34. 


12.35. 


12.37. 


12.39. 


12.40. 


12.41. 


12.42, 


12.43. 


12.45. 
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a. 3PL 
2nbt? 
x=3m,Mmix = 11,25 Nm 


O máx 


P 
= 3 ) 3 
v EI W-—2(x-—a) 
+7(x — 202 + Salx) 
ã 3wa? Twa? 
4 A6EP 2 48ENP 
v - (6ax* — 2x! + 2x — a)! — 98x) 


“ 48EI 
ao = 8,33 N,ay = 33,33 N,a, = 91,67, 
as = 12,50 Nm? 

1 
EI 
+," Px — 20) + as" x)m 

279kN -m? 835kN-m? 
Efe Re) | dE pi 
EI EI 


(ao Plx — 0) +a,- Px — a) 


v= 


AS 


ao = 2,08 N,ay = —1,67 kN,a, = —3,33 kN, 
as = —76,00 kN -m? 


v= o (ag Px 0) ta Mx — a) 
E:I 
+, Px — 29) + a; : xJm 
1 4 4 
= 1-095xt + e 
v A! 0,25x 0,25 (x — 1,5) 
+ 0,208 (x — 1,5)) + 4,625 (x — 4,52 


+25,1x — 36,4) KN em? 


dv 1 3 
FS TE cê 


+ 0,5 (x — 5)) — 3,125) kN «m?, 


0,52) + 5,25 (x — 5)? 


= do figa 4 E ceNã 
v= EI [0,75x 0,125xº + 1,75 (x — 5) 
+ 0,125 (x — 5)! — 3,125x]kN mê 


RR Iwa? 
RR 7 
v= sap7 (60º 2x* +2(x — a)! — 93x), 
ao Swa! 
VC a8EI 
1[ 10,10 4,10 
“34 LSP+ (x 45) 
= 5a a tAS Red) 


+ 67,5x — 0 kN -m? 
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12.46. 


12.47. 
12.48. 


12.49, 


12.50. 


12.51. 


12.53. 
12.54. 


12.55. 


12.57. 


12.58. 
12.59. 
12.60. 


12.61. 


12.62. 


12.63. 


12.65. 


dido 5 [0,100x2 — 0,333? + 0,333 (x — 5)? 


dx 

+ 890 (x — 52 + 9,58) kN -m?, 
v= 7 (0,033 — 0,0833x!+ 0,0833 (x — 5)! 
+2.97 (x — 52 + 9,58x) kN -m? 


9,58 kN -m? ne 161 kN-m? 
E E) dao EI 


dA 


ay = —6,25 kN/m, ay = 0,42 kN/m?, a, = 91,67 kN, 


as = 410,00 kN:m?, ay = —720,00 kN-m 


v= (ag - Dx — 0)! + a: P(x — Ly) 


1 
EI 
+o Px-L)P+a x+a)m 
aa kN.mº m? 
e 720 E ro 
EI EI 


w wL2 TwL? wIê 
tau litro a pu 
v= se + do - 13 

w wIê2 TwL' TwL* 

e a | C> 24EI 
Umáx = —3,64 mm 
o, 1400 ,, — 4800 

C Eº'C E 
PLS qo. PER 
p= Ser ÓB > 3EI 

«SB — 4Pá 
We er Pe GET 

DRE SP 

ETR REI 
A máx = 5,84 mm 


o! — 0008 5, — 0008 
4 ESB EI 


a apa «POP | 
A SER O  oGET 
SPL? 3PL? 
Omi = 667º Amix = J6ET 
— SMoL | AML 
AE SEL PO SET 
Moça 


12.66. 


12.67. 
12.68. 
12.69. 


12.70. 


12. 


12.73. 
12.74. 
12.75. 
12.77. 


12.78. 


12.79. 


12.81. 


12.82. 
12.83. 


12.85. 
12.86. 


12.87. 


12.88. 
12.89. 
12.90. 
12.91. 
12.92. 


12.93. 


12.94. 
12.95. 
12.96. 
12.97. 


12.98. 
12.99, 


o Abd E gia Tosco ãO 

ES ENCA CEPE ERC TAEL 
5Pa? 7Pa? 

= Ser MM 3ET ! 


Omáx = 330,17 MPa, Amas = 65,74 mm 


a 

Pa 20 42 
E = z4A] EL da”) 
A — MPá 

máx 48EI 
a = 0,152L 


64 = 0,0105 rad, 6 = 0,00968 rad 
Ama: = 8,16 mm 


Ap = 498 mm 

Mob? + 3ab? — 20º) Moab(b — a) 
Ps 6EI(a+b2 "CC 3EI(a+b) 
Gn= 3Pa a 13Pê | 

4EI 12EI 
Amáx = 1.18 mm 


Aláx = 1.597,50/EI 
Use W310 x 21. Para a viga de aço A-36: Amáx = 


24,15 mm, para a viga de plástico reforçado com 
fibras: Amáy = 22,93 mm. 


04 = 0,175º 

9 wa? a 25wa! 

Bº 42E7 €C 48EI 
Po? 3Pa? 

94 = Ep ADS GEI 


9 = 0,00243 rad, Amix = 1,56 mm 
Au = 16,13 mm 4 
64 = 0,00498 rad, Ac = 5,08 mm 4 
Ac = 10,84 mm ) 
04 = 0,285º, Op = 0,435º 
os 

6 


W410 x 74 
W360 x 51 
Aa = 10,54 mm | 
Ap = 93,91 mm d 


F = 0,349 N,a = 0,800 mm 


12.100. 


12.101. 
12.102. 


12.103. 


12.105. 


12.106. 


12.107. 


12.109. 


12.110. 


12.111. 


12.113. 


12.114. 


12.115. 
12.116. 


12.117. 


12.118. 
12.119. 
12.121. 


12.122. 


12.123. 
12.124. 


12.125. 


12.126. 


12.127. 
12.128. 
12.129. 


— 0,00329 
EI 


0,313 
EI 


04 , Às 


(AA), = 1,875 mm 4, (AA), = 6,250 mm 
Ac = 169,04 mm 
dt 3Mo 3Mo y Mo 
PO RE E, OO DA Eua 
5 11 5 
A,=0,C,=>P,B,=DP,A, => 
por qu ido da Td 
PL 3P SP 
A,=0MAa= 7» Ay 2º By = 5 
L-a 
M'=P 
o( L ) 
woL 4woL woL 
Aq = 5 o E 10 
34,EwLy 
Tac = 
8(A,EjLÀ + 3EjhLo) 
wL? wL? 
Ma="'Ms=42 
Ena 3Mo 3Mo 4, Mo 
x TU RR 30 9.º A 2 
Mo Mo 
MAa= 3º By 0, ME = 
2P 4P 
A,=0,B,=5, » Ay = 30 Ma = Pa 
A, = 10,80 kN, B, = 28,40 kN, C, = 10,80 kN 
1P 13P 3P 
BS tr as 
Mo Mo Mo 
A,=0,B,= 0º 49 = E MAS o 
a = 0,414L 
woL 2woL = woL? 
e = Tg = aspas 
B,=550N, A, = 125N,C, = 125N 
do = 19,16 mm 
A = 11,88kN,B = 166,24kN, C = 81,88kN 
P 
C=0,C,=5 
PL 3PL 
M= 90 MB="408:=0,B,=P 
0.B IwL 57wL = 9wL? 
AU boa qop AT os 
P=1,33kN 
SwL 3wL 
A,=0,B,= 4 "Cy = Ay= ã 


RespOsTAS 623 


5 4 
ADO E, e RE 
4(6EI + kL?) 
12.131. F.=31,07kN 
1 
12133. a=L- (2 ABr ) 
Wo 
o wL?2 
12.134. MB = 12 
wo Wo 
12.135. = = e 4 — 4I$ 
35. 04 MEI DOEIL( x + 5L'x — 419, 
o woL! 
“AS 30EI 
wLº 
12.137. (v))máx = —— 
“nd 18W3EI 
Pa? Pá 
12.138. 65 = 17º Ac = an! 


12.139. 
12.140. 


12.141. 9 


12.142, 


12.143. 


Ac = 51,80 mm y 
Co = 11,11N,C, = —4,00 N:m2, C4 = 4,00 Nm? 
1 


ad (Co xP + Cy x1), 


1 
TA (=Co' x) + Ca +12) 
" 21%y ir q Ly 
3Ef? 2EÉ 
woL? = woL? 
3074/20 


Swa? 
Mo = 


Mp= 


Capítulo 13 


13.1. 


13.2. 
13.3. 
13.5. 
13.6. 
13.7. 
13.9. 
13.10. 
13.11. 
13.12. 
13.13. 
13.14. 
13.15. 
13.17. 


KL 
Pe 


Ps =kL 

Po = 227 kN 

a = 43,59 mm 

do = 15,94 mm 

Po, = 151,4 kN 

Po = 1.561,7 kN 

Po =2.116,7kN. Fogurança= 423 
Pw = 8.466,8 kN. Não, não pode. 
P = 64,6kN 

d = 209,76 mm, P,, = 1.052,8 KN 
Po = 2.621,2 kN 

Po = 321,1 kN 

P., = 325 kN 
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13.18. 
13.19. 
13.20. 
13.21. 
13.22. 
13.23. 
13.24. 
13.25. 
13.26. 
13.27. 
13.28. 
13.29. 
13.30. 
13.31. 


13-32. 


13.33. 
13.34. 
13.35. 
13.36. 


13.37. 


13.38. 
13.39. 
13.40. 
13.41. 


13.44. 


13.45. 


13.46. 


13.47. 
13.48. 
13.49. 
13.50. 
13.51. 
13.52. 
13.53. 
13.54. 


Po = 118,8 kN 

Po = 242,4 kN 

Po = 13,7 kN 

Po, = 28 kN 

P = 454,19kN 

P = 232,55 kN 

P = 32,30 kN 

do = 45mm 

P = 64,97 kN 

das = 50mm,dsc = 45mm 
P = 1,16kN 

P = 18,37 kN 

d; = 40mm 

das = 40mm,dsc = 40mm 
P = 0.718 kN 

F.S. = 2,38 

P = 428 kN 

P = 29,9kN 

P = 14,8kN 


A estrutura não pode suportar a carga 
com o FS exigido. 


P = 28,39 kN 
P = 14,53 kN 
w = 9,46 kN/m 
AT = 303ºC 
MEI 
cr 4L? 


, ano b 
mx" 5pivVP SiVEIZ) 2 


F [EI EE 
Mas t 
mit 54 P e ( o) 
P 


P = 121,66 kN 

P = 7,50 kN 

P=14,71kN 

P = 31,4kN 

Fsegurança = 1,42 

A coluna não falha por escoamento. 
L=1,7m 

P = 174 kN, Vmáx = 16,5 mm 


13.55. 
13.56. 
13.57. 
13.58. 
13.59. 
13.60. 
13.61. 
13.62. 
13.63. 
13.64. 
13.65. 
13.66. 
13.67. 
13.68. 
13.69. 
13.70. 
13.72. 
13.76. 
13.77. 
13.78. 
13.79. 
13.80. 
13.81. 
13.82. 
13.83. 
13.84. 
13.85. 
13.86. 
13.87. 
13.88. 
13.89. 
13.90. 
13.91. 
13.92. 
13.93. 
13.94. 
13.95. 
13.97. 
13.98. 
13.99. 


P' = 1.199,03 kN, Pmáy = 509,74 kN 
P' = 1.353,26 kN, Pmáx = 624,10 kN 
P' = 84,58 kN, Pmáx = 84,58 KN 
Pmáx — 320,08 kN 

Pmáx = 334,13 kN 

Pam = 15,2 kN 
Pmáx = 171,25 kN 
Pmáx = 42,81 kN 
Pmáx = 87,37 KN 
Pmáx = 1.551,14 kN 
Pmáx = 83,07 kN 
Omáx = 120,32 MPa, Vvmás = 34,85 mm 
Pmáx = 394,78 kN 

L=835m 

P = 3,20 MN, vmáx = 70,5 mm 

Omáx = 199 MPa, vmáx = 24,3 mm 
E, = 102,13 GPa 

L=356m 

L = 5,206m 

L=3222m 

L=644m 

A coluna é adequada. 

W150 x 24 

W150 x 14 

W150 x 18 

W250 x 80 

L =10,20m 

L=2126m 

b = 1820 mm 

b = 12,87 mm 

L=1,703m 

L =3406m 

Paam = 540,5 kN 

Padm = 597,9 kN 

Padm = 454,4 kN 

b = 20,89 mm 

do = 36,72 mm 

do = 25,97 mm 

a = 200 mm 


a = 190 mm 


13.100. dim — 275,42 mm 
13.101. Prix = 165,2 kN 


13.102. 
13.103. 
13.104. 
13.105. 
13.106. 
13.107. 
13.108. 
13.109. 
13.111. 
13.112. 
13.113. 
13.114. 
13.115. 
13.116. 
13.117. 
13.118. 
13.119. 
13.120. 
13.121. 
13.122. 
13.123. 
13.124. 
13.125. 
13.126. 
13.127. 
13.128. 
13.129. 
13.130. 
13.132. 
13.133. 


Pmáx = 293,4 kN 
L =1,078m 
Pmáx = 8,07 kN 

P = 26,90 kN 
Não adequado. 

P = 126,67 kN 

P =4,52kN 

P = 442kN 

P = 2,64 kN 

Não adequado. 
Não adequado. 

P = 59,31 kN 

P = 114,21 kN 
Não adequado. 
P=1,47kN 

P = 5,08kN 
Seguro. 

P = 434,43 kN 

P = 586,87 kN 

O máx = 0,795 MPa 
P=7,44kN 

P = 15,18kN 

a = 103 mm 

a = 63,8 mm 
Paim = 2385 kN 
das = 688 mm, dcp = 40,2 mm 
t = 5,92 mm 

M = 442kN-m 
P = 1071 kN 

Se P, < 1,5 Bs = 7,50 kN, o elemento AB 
sofrerá flambagem. 


Capítulo 14 


14.1. 


14,3. 
14.5. 


14.6. 


14.7. 
14.9. 


ae b) U;= 800] 
U; = 7448] 


14.10. 
14.11. 


14.13. 


14.14. 
14.15. 


14.17. 


14.18. 


14.19. 


14.21. 
14.22. 
14.25. 
14.26. 
14.27. 
14.28. 


14.29. 


14.30. 


14.31. 


14.32. 
14.33. 


14.34. 
14.35. 


14.36. 


14-37, 


14.38. 


14.39. 


14.41. 


RESPOSTAS 


ML 

*2EI 
ae b)U,;=2821k] 
v2Lº 
240EI 


a)e b)U,= 


E, w2L3 
* 20GA 
U, = 222,51] 
woLS 
( SQ4EI 
na PÉIS 
Co nPE' 
A energia de deformação na viga é 1,5 
vezes maior que na viga com uma seção 
transversal. 


(U Ja = 0,477(102) 3, (U))p = 0,0171] 


U; = 0,469 J 


a=5r 
2 


(Aa)a = 0,442 mm 


625 


3,50PL 
Ap) = — 
(Ao) = "E 
9; = 1(107?) rad 
Ap = 62,18 mm 
PL/15cos?6 | SLíseto | I8sero 
Ap + + 
15 AE EI GA 
Mça 
0B = Eai 
3EI 
Ba 4Mça 
4º 3EI 
Ap = 76,06 mm 
As = 158,41 mm 
- 3PL 
10bhAG 
0; = 3,15º 
Ap = 1529 mm 
mPr? 
dA SEI 
pa — 16PR 
máx > “md [Sem 9+1] 
— 64nPRê 
d'G 
40,95 . 


Pe 


) 
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14.42. 


14.43. 
14.45. 
14.46. 
14.47. 
14.48. 
14.49, 
14.50. 
14.51. 
14.52. 
14.53. 
14.54. 


14.55. 


14.56. 
14.57. 


14.58. 
14.59, 
14.60. 
14.61. 
14.62. 
14.63. 
14.64. 
14.65. 
14.66. 
14.67. 
14.68. 
14.69. 


14.70. 
14.71. 
14.72. 
14.73. 
14.74. 
14.75. 
14.77. 
14.78. 
14.79. 
14.81. 


a)o máx = 366,4 MPa, b) máx = 2,210 MPa 
0) Gráx = 4,421 MPa 


h = 394,8 mm 
v = 0,499 m/s 
O máx = 359 MPa 
h = 69,6 mm 


O máx = 80,2 MPa 

Omáx = 107,6 MPa 

O máx = 244 MPa 

L = 850mm 

> Oadm = 175 MPa (excedeu!) 

h = 5,29 mm 

a) Omáx = 158 MPa, b) omáx = 0,312 MPa, 
€) Omáx = 0,156 MPa 

Se Omáx < Ce = 924 MPa, o peso pode ser 


solto da posição de repouso em qualquer ponto 


da barra sem causar dano permanente a ela. 
Omáx = 27,3 MPa 


E “ati eua | 
3Ec WLc 
n = 110,44, o máx = 129,1 MPa 
h=3197m 
O máx = 233,2 MPa 
h=017lm 
(Abmáx = 17,21 mm 
Omáx = 237 MPa, Amix = 3,95 mm 
(A máx = 410,8 mm 
O máx = 50,82 MPa 
Omáx = 17,99 MPa, (Ap)máx = 9,638 mm 
Omáx = 17,99 MPa 
h = 1,129m 
O máx = 249,60 MPa 
A máx = 23,3 mm, Omáx = 489 MPa 
(Aga = 0,0554 mm > 
(Ap)n = —8,00 x 10 mm — 
(Ap)» = 36,58 x 10 mm 4 
(Ap) = 20,27 x 102 mm -> 
(Ap), = 2,70 x 10º mm 
(Ap), = 1,16mm À 
(Ap), = 0,3616 mm J 
(Ap), = 0,2813 mm ) 
(A) = 0,889 mm -> 


14-82. A 8, = 0,367 mm 
14-83. Ac, = 0,0375 mm 
14-85. (Ac), = 5,266 mm | 
14-86. (Ap), = 5,052 mm ) 
PR PL? 
Mi sho na b0s 16EI 
SPa? 
14-89. 0c = SEI 
Pa? 
14-90. 04 = GET 
14-91. Ac=10,7!mml) 
14-92. 05 = 0,409º (horário) 
14-93. Ac=—33imm 7 
14-94. 64 = —0,253º (anti-horário) 
14-95, Ap = 45,63 mm 
14-96. 94 = 3,153º (horário) 
14-97. Ap = 478mm 
14-98. Flexão e deformação: 
(NTE) +; 
Gy/Na 384 /la/ 20 | 
, 4 
Flexão apenas: = (E) 
96G Va 
= 5SMod 
14.99. Aç= GET 
14.101. Ap = 3,24mm 
14.102. 04 = 0,289º 
14.103. 0, = 0,124º 
LA 
4.105. Ac = E 
14.105. Ac = 5 
wL? 
4.106. 0, = — 
14.106. 65 = 57 
14.107. Ay = 27,4m 1,04 = 5,75(10"?) rad 
2wa? Swa! 
4.109. 90 = - 
Mio sorvÃe Gel 
14.110. Ac = 179mml 
14.111. 9, = 0,991(10?) rad 
574 
14113. Ac, = "E 
"BEI 
4 
4114. Ap =— 
1414. Ag = 57 
14115. = 
EI 
14117. (Ap) = 0,0554 mm -—> 


14.118. 
14.119. 
14.120. 
14.121. 
14.122. 
14.123. 
14.125. 
14.126. 
14.127. 
14.129. 
14.130. 


(Ap), = 36,58 x 102 mm | 


(Ap)n = 20,27 x 10 mm — 
(Ap)n = —8,00 x 10º mm — 


(Ap) = 2,70 x 10 mm ) 
Ac, = 0,234 mm — 
(Ap), = 1,16mm U 
(Ap) = 0,3616 mm J 
(Ar), = 0,2813 mm y 
(Ar) = 0,889 mm — 
AB, = 0,367 mm 

Ac, = 0,0375 mm 


14.131. (Ac), = 5,266 mm J 
14.132. (Ao), = 5,052 mm ) 

PL? PL? 
14.133. Ac = 57 98 = TEET 

SPa? 
14.134. 0c = GEI 

Pa? 
14.135. 04 = GEI 
14.137. Ac = 10,71 mm 
14.138. Ac = -3,31mm1 
14.139. 04 = —0,253º (anti-horário) 
14.140. 9; = 0,409º (horário) 
14.141. Ap = 45,62 mm! 
14.142. Ap = 47,8 mm 

5Moa? 
14.143. Ac = GEI 
14.144. 64 = 3,153º (horário) 
14.145. Ap = 324 mm 
14.146. 04 = 0,289º 


RESPOSTAS 


14.147. 66 = 0,00216 rad 
7 4 
14149. Ap = "E 
4EI 
wL? 
4.150. 0, = = 
14.150. 05 BEI 
14.151. A, = 27,4m ),04 = 5,75(10?) rad 
2wa? Swa! 
14.153. 0 = 3E7º ÔC = SEI 
SwL? 
14.154. Ac = EI 
wL? 
155. Ap =" 
14.155. Ap 2EI 
Pp 
14.157. Ap = 2 — 
PE REL 8) 
40,95 
À = 
14.158. Ac EI m 
SP?g 
14.159. U, = SEI 
14.160. (U,); = 0,0624J, (U,); = 22,05 J 
14.161. 0, = gor 
o o B fai EI 
14.162. 0p = EI 
MD 
14.163. Ap = SEI 
14.165. A, = 0,536 mm 
14.166. Ap = 98,85 mm 
14.167. omni = 76,7 MPa 
14.169. Ap, = 338 mm 
14.170. As, = 295mm 
14.171. As, = 295 mm 
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Índice remissivo 


A 


Acoplamentos simples, projeto de, 
33-35 
Análise de pequenas deformações,49 
Anel diferencial, 128, 167 
Ângulo de torção (4), 125, 139-142, 
159,178 
área de seção transversal para, 
139-141 
convenção de sinal para, 141 
deformação por torção e, 125 
fórmula para, 139-140, 178 
procedimento de análise para, 142 
seções transversais fechadas de 
tubos de parede fina, 159 
torque constante e, 140-141 
Apoios de pino, colunas ideais com, 
478-482 


B 


Barras prismáticas, 15-20 


C 


Carga concêntrica de colunas, 502-506 
Carga crítica, 477-478, 478-482, 483- 
484,516 
coluna com apoios de pinos, 478-482 
colunas com vários tipos de apoio, 
483-484 
colunas ideais, 478-482, 516 
equilíbrio e, 477-478 
equilíbrio neutro e, 478, 480 
flambagem e, 477-478, 516 
forças de mola e, 477 
fórmula de Euler para, 480-482, 484, 
516 
menor momento de inércia e, 481 
ponto de bifurcação, 478, 480 
Carga de impacto, 535-540 
Carga excêntrica de colunas, 510-512 
Cargalinear distribuída, 1 
Carga plástica, 114 
Carga axial, 15-20, 35, 85-124,522 
área de seção transversal, 15,35, 
86-87,111,114,121,122 
concentrações de tensão em, 
111-113, 122 
convenção de sinal para, 87, 122 
deformação de, 85, 86-87,114 
deformação elástica de, 86-88, 122 
deformação inelástica, 114-115,122 
deslocamento relativo(ô) de, 86-87, 
88 
energia de deformação elástica de, 
522 


estaticamente indeterminada, 96-97, 
122 

força axial interna, 522 

método de análise de força para, 100 

princípio de Saint Venant, 85-86, 88, 
122 

prismáticas, 15-220 

procedimentos para análise de, 88, 
97,101 

propriedades materiais de, 15-16 

relação carga e deslocamento, 96, 
100, 122 

superposição, princípio da, 95, 121 

tensão admissível de, 145 

tensão normal (o) em, 15-20 

tensão residual em, 117,122 

tensão térmica e, 107, 122 


Cargas combinadas, 300-320 


direção circunferencial ou do aro, 
300, 318 

direção longitudinal ou axial, 300, 
318 

estado de tensão provocado por, 304 

pressão manométrica, 300 

procedimento de análise para, 
304-305 

tensão biaxial, 301 

tensão em eixos provocada por 
carga axial e torção, 345 

tensão radial, 301 

vasos cilíndricos, 300-301 

vasos de pressão de parede fina, 
30-301 

vasos esféricos, 301 


Cargas distribuídas, 188-189, 435-436 


funções de descontinuidade para, 
435-436 

funções de Macauly para, 435 

funções de singularidade para, 436 

regiões de, em diagramas de força 
cortante e momento fletor, 
188-189 


Cargas triangulares, 435 
Cargas uniformes, 435 
Cargas, 2, 15-20, 32-33, 35, 87,114, 


188-189, 435-436, 502-506, 510-512. 

Veja também Cargas axiais; Cargas 

combinadas; Carga crítica 

admissíveis, 32-33 

axiais, 15-20, 35 

concêntricas, projeto de colunas 
para, 502-506 

constantes, 87 

diagramas de força cortante e 
momento para, 188-189 

distribuídas, 188-189, 435-436 

excêntricas, projeto de colunas para, 
510-512 


externas, 2 
fator de segurança (FS), 32-33 
funções de Macauly para, 435 
funções de singularidade para, 436 
lineares distribuídas, 2 
plásticas, 114 
resultantes internas, 3-5 
triangulares, 435 
uniformes, 435 
Carregamentos internos resultantes, 
3-5 
Centro de cisalhamento, 289-290, 297 
eixo de simetria para, 290 
elementos de parede fina, 289-290, 
297 
procedimento de análise para, 290 
seções transversais abertas, 289-290, 
297 
Centro de flexão. Veja Centro de 
cisalhamento 
Chapas de assento para, 401 
Círculo de Mohr, 338-344, 359, 368- 
371, 398 
deformação plana e, 368-371,398 
procedimento de análise para, 
340-340, 367-368 
tensão no plano e, 338-344, 359 
Cisalhamento duplo, 21 
Cisalhamento simples ou direto, 21 
Cisalhamento transversal, 432-299, 
525-526 
centro de cisalhamento para seções 
transversais abertas, 289-291,297 
distribuição de tensão de 
cisalhamento, 262-263, 266-268 
elementos de parede fina, 285-288 
energia de deformação elástica e, 
525-526 
estruturas compostas por vários 
elementos, 277-278, 297 
fator de forma para, 525 
fluxo de cisalhamento (9), 277-278, 
285-288, 297 
fórmula do cisalhamento para, 263- 
265, 297 
seções transversais entortadas e, 
262-263 
tensões de cisalhamento (7), 
264-268, 297 
vigas e, 262- 299 
vigas retas, 201-203, 262-263 
Coeficiente linear de expansão 
térmica, 107 
Colunas de aço, projeto de, 503 
Colunas de alumínio, projeto de, 503 
Colunas de madeira, projeto de, 503 
Colunas ideais, 478-482, 516 
carga crítica de, 478-482, 516 


fórmula de Euler para, 480-482,516 
gráficos para tensão em, 482 
índice de esbeltez para, 481-482 
menor momento de inércia em, 481 
raio de giração para, 481 
seção transversal de, 481-482 
solução trivial para, 480 
Colunas, 477-518 
carga concêntrica, projeto de, para, 
502-506 
carga crítica de, 477-478, 478-482 
carga excêntrica, projeto de, para, 
510-512 
com apoios de pinos, 478-482 
comprimento efetivo de, 484 
de aço, 503 
de alumínio, 504 
de madeira, 504 
deflexão máxima de, 493-494 
equação de Engesser para, 498,516 
flambagem de, 477-518 
flambagem inelástica, 497-498 
fórmula da secante para, 492-495, 
516 
fórmula de Euler para, 480-482, 484, 
497,516 
gráficos para, 482,493-494, 497-498 
ideais, 478-482,516 
índice de esbeltez específico para, 
484 
índice de esbeltez para, 481-482 
menor momento de inércia em, 481 
procedimento de análise para, 504 
projeto de, 502-504,510-511 
raio de giração de, 481 
seções transversais de, 481-482, 492 
vários apoios e, 478-482, 483-484 
Componentes cartesianas da 
deformação, 49-50 
Comprimento de referência, 57 
Comprimento efetivo, 484 
Concentrações de tensão, 111-113, 122, 
165-166, 178, 236-238, 259 
áreas de seção transversal de, 111, 
236-238, 259 
cargas de torção e, 165-166, 178 
descontinuidades em seções 
transversais e, 236-238, 259 
elementos com cargas axiais, 111- 
113,122 
fator de concentração de tensão (K), 
111,122,165,237 
flexão e, 236-238 
gráficos para, 112-113,165-166, 
236-237 
vigas, 236-238, 259 
Condição cinemática de elementos 
estaticamente indeterminados, 96 
Condições de continuidade, 425-426, 
474 
Condições de contorno, 425, 428, 474 
curva elástica e, 425, 428,474 


funções de descontinuidade e, 435, 
474 
integração e, 425,474 


Conservação de energia, 531-533, 566 
Convenções de sinal, 87, 121, 128, 


141-141,181,324-324, 362, 424, 436. 

Veja também Regra da mão direita 

ângulo de torção (4), 141,141 

cargas axiais, 87, 121 

curvas elásticas, método da 
integração, 436 

funções de descontinuidade, 436 

método da integração,436 

torque interno (T), 128 

transformação de deformação no 
plano, 362 

transformações de tensão no plano, 
324-324 

vigas, 181 


Critério de falha de Mohr, 392-3093 
Curva elástica, 421-423, 423-430, 


435-440, 474 

convenção de sinal para, 424 

curvatura para, 422-423, 423 

deslocamento da, 421, 423-430 

diagrama de deflexão de, 421-423 

diagrama de momento fletor para, 
421 

elástica para, 423 

funções de descontinuidade, 
435-440, 474 

inclinação da, 421, 423 

integração, método da, para, 
423-430,474 

momentos internos e, 422 

ponto de inflexão, 421 

procedimentos de análise para, 426, 
438 

raio de curvatura (p), 422 

relação momento-curvatura, 422-423 


Curvatura, 422-423. Veja também 


Curva elástica 


D 
Deflexão, 402, 421-476, 426-427 


convenção de sinal para, 424 

curva elástica para, 421-423, 423-430, 
435-440, 474 

deslocamento, 421, 423-430, 443-447 

eixos e vigas estaticamente 
indeterminados, 457-471, 474 

funções de descontinuidade, 435- 
436, 474 

inclinação, 421, 423-430, 443-447, 474 

integração, método da, para, 423- 
426, 458, 474 

máxima em colunas, 492-493 

método dos momentos de áreas, 
para, 443-447, 462-465 

procedimentos de análise para, 426, 
438, 444, 468 


ÍNDICE REMISSIVO 629 


projeto de vigas para, 402 
superposição, método da, para, 
452-455, 466-471,474 
Deformação elástica, 86-88, 
121. Veja também Módulo de 
compressibilidade; Módulo de 
elasticidade 
áreas de seção transversal de, 86-87, 
121 
cargas constantes e, 87, 121 
convenção de sinal para, 87, 121 
deslocamento relativo(6) de, 86-87, 
88, 121 
elementos com cargas axiais e, 
86-88, 121 
procedimento de análise para, 88 
Deformação elástica, 114 
Deformação inelástica, 114,122 
área da seção transversal de, 114, 
122 
carga plástica e, 114 
elementos com cargas axiais, 114, 
122 
Deformação localizada, 85 
Deformação normal (£), 47, 203, 204, 
231,244,362-363 
determinação de, 47 
flexão inelástica, distribuição linear 
de, em, 244 
maneira hiperbólica de, 231 
transformação da deformação plana 
e, 362-363 
variações lineares de, 203, 204 
Deformação permanente de material, 
63 
Deformação plana, 361-362, 362-365, 
367-371,373-376,398 
círculo de Mohr para, 367-371, 398 
convenção de sinal para, 362 
deformação normal (£) e, 362-363 
deformações principais e, 364, 375 
determinação de, 362-362, 398 
equações para, 362-365 
tensão de cleformação (y) e,362-363 
tensão de deformação máxima 
absoluta e, 373-376 
tensão de deformação máxima no 
plano e, 365 
transformação, 361-362, 362-364 
Deformação plástica, 59 
Deformação por cisalhamento (y), 48, 
125-126, 127,362-363, 364, 373-375, 
398 
componentes da deformação no 
plano,375 
deformação por torção e, 125-126 
determinação de, 48 
máxima absoluta,374-375 
máxima no plano, 364 
transformação da deformação no 
plano, 362-363 
variação linear em, 127 
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Deformação por cisalhamento 
máxima absoluta e, 373-375, 399 
componentes da deformação plana, 

374 
deformações principais e, 374, 375 
determinação da, 373-375,399 
Deformação uniforme, 15-16 
Deformação, 15-16, 47,59, 86-88, 114, 
125-126,201-203 
ângulo de torção (4), 125 
dimensões da seção transversal e, 
201-203 

eixos circulares, 125-126 

elástica, 86-88 

elementos com cargas axiais, 85, 
86-88, 114 

flexão, 201-203 

inelástica, 114 

localizada, 85 

mudanças devido a, 47 

plástica, 59 

tensão de cisalhamento (7), 125-126 

torção e, 125-126 

torque (T), 125 

uniforme, 15-16 

vigas, 201-203 

Deformação, 47-56, 58-59, 114, 125- 
126,203,231,244,365. Veja também 
Deformação normal (£); Tensão de 
deformação (+); Diagramas tensão- 
deformação; Transformação por 
deformação 
análise de pequenas deformações, 50 
cisalhamento, 48, 125-126 
cisalhamento máximo no plano, 365 
componentes cartesianas da, 49-50 
comportamento elástico e, 59 
deformação e tensão de, 47,125-126 
elástica, 114 
endurecimento, 59 
engenharia, 58 
estado de, 49-50 
flexão e, 203, 204,231,244 
nominal,,58 
normal (£), 47, 203, 204, 231,244 
principal,365 
unidades de, 48 

Deformações principais, 365, 374-375 

Densidade de energia de deformação 
(11), 64, 389-290 

Descontinuidades em seções 
transversais, 236-237, 259 

Deslizamento, 388 

Deslocamento estático, 537 

Deslocamento relativo (6), 86-87, 88, 
121 

Deslocamento, 421, 423-430, 443-447, 
474,531,537 
curva elástica e, 421, 423-430 
estático, 537 
integração, método da, para, 

423-430, 474 


método dos momentos de áreas, 
para, 443-447, 474 
resistência de momentos e, 421 
trabalho externo (força) e, 519,531 
Diagrama de força normal, 18 
Diagrama de torque, 128,141,413-414 
Diagramas de corpo livre, 2-5 
carregamentos internos resultantes 
para, 3-5 
força de cisalhamento V, 4-5 
força normal N,3 
forças coplanares , 5 
método das seções para, 3 
momento de torção ou torque T, 4 
momento fletor M,3 
regra da mão direita, 4 
seção transversal, 3 
três dimensões em, 4 
Diagramas de força cortante e 
momento fletor,181-187, 188-195, 
257 
cargas distribuídas, regiões de, 188- 
189 
flexão e, 181-187, 188-195 
força concentrada e momento, 
regiões de, 189-190 
funções de,181, 182 
funções descontínuas de, 181 
inclinação de, 188, 190,257 
método gráfico para construção de, 
188-195,257 
procedimentos de análise para, 182, 
191 
regiões de, 181, 188-190 
vigas e, 181-187 
Diagramas de momento, 414, 421, 
462-463. Veja também Diagramas de 
força cortante e momento fletor 
curvas elásticas e, 421 
fletor, para projeto de eixos, 414 
método dos momentos de áreas, 
para, 462-463 
superposição, construída pelo 
método de, 462-463 
Diagramas tensão-deformação por 
cisalhamento, 74, 82 
Diagramas tensão-deformação 
verdadeira, 59-60 
Diagramas tensão-deformação, 58-62, 
63-63, 75, 80-82, 497-498 
cisalhamento, 74,82 
comportamento elástico e, 59 
convencionais, 58, 80-81 
endurecimento por deformação e, 
59 
escoamento e, 59 
estricção e, 59 
flambagem inelástica de colunas, 
497-498 
histerese mecânica e, 63 
lei de Hooke e, 63 
limite de proporcionalidade, 59 


limite elástico, 59 

materiais dúcteis e, 60-61 

materiais frágeis e, 61-62 

ponto de escoamento , 59 

reais, 59-60, 80 

tensão de fratura, 58 

tensão total,59 
Dilatação, 381-382, 399 
Direção circunferencial, 233, 301, 318 
Direção longitudinal, 301,318 
Distância excêntrica, 492-493 
Distribuição de tensão de 

cisalhamento, 262-263 
Distribuição linear de deformação 

normal,244 


E 


Eixo centroide, 204 
Eixo de simetria, 290 
Eixo longitudinal, 202 
Eixo neutro, 202, 204-205, 218, 244, 258 
deformação por flexão e, 202 
flexão assimétrica e, 216 
força resultante e localização de,244 
fórmula da flexão e, 204-205, 258 
orientação do, 218 
seção transversal de vigas, 204-205, 
258 
tensão zero sobre, 204, 205 
Eixos circulares, 125-126, 128, 178 
Eixos não circulares, 161-156, 178 
Eixos principais de inércia, 414 
Eixos tubulares, 128,135 
Eixos, 125-126, 127-129,132-133, 
139-142,150-151, 155-156, 165-166, 
1792-173, 177-178, 345, 414-415,419, 
421-476. Veja também Deflexão 
anel diferencial para, 128 
ângulo de torção (4), 125, 139-142, 
177 
circulares, 125-126, 128, 178 
concentração de tensão de, 165-166, 
179 
deflexão de, 421-476 
deformação por torção de, 125-126 
diagramas de momento de flexão, 
413 
diagramas de torque para, 128, 141, 
413-414 
eixo principal de inércia para, 414 
estaticamente indeterminados, 
150-151, 177, 457-471,474 
fórmula da torção para, 1277-129 
integração, método da, para, 
457-459,474 
maciços, 128, 135, 155-156 
método da superposição para, 
466-471, 474 
método dos momentos de área para, 
462-464, 474 


momento polar de inércia de, 127, 
128 
momento resultante de, 414 
não circulares, 161-156,178 
projeto de, 132, 414-415,418 
seções transversais para, 128, 
139-141,155-156 
tensão de torção máxima absoluta, 
128 
tensão plana de, 414 
tensão provocada por carga axial e 
torção em, 345 
tensão residual de, 172-173, 179 
transmissão de potência, projeto 
para, 132-134 
tubulares, 128, 135 
Elástica, 423 
Elementos de parede fina, 285-288, 
289-291,297 
centro de cisalhamento de, 289-291, 
297 
eixo de simetria e, 290 
fluxo de cisalhamento (q) e, 285-288, 
297 
Elementos estaticamente 
indeterminados, 96-97,116, 121, 
150-151, 177, 457-458, 462 
carregados por torque, 150-151, 177 
condição cinemática de, 96 
condições de compatibilidade para, 
458, 466 
deflexão de, 457-471,474 
eixos, 150-151, 177, 457-459, 461-463, 
466-471, 474 
equação de compatibilidade para, 
96,150 
grau de indeterminação, 457 
integração, método da, para, 
458-459,474 
método da superposição para, 
466-471, 474 
método do momento de área para, 
461-465, 474 
procedimentos de análise para, 97, 
151 
redundantes,457-458 
relação carga-deslocamento, 96, 121 
tensão residual de, 116 
vigas, 457-459, 461-465, 466-471, 474 
Elementos retos. Veja também Vigas 
Endurecimento por deformação, 59, 
63,80, 81 
deformação permanente, 64 
diagrama tensão-deformação para, 
58-60 
histerese mecânica, 64 
lei de Hooke e, 63 
Energia de deformação elástica, 
522-528 
cargas axiais e, 522 
cisalhamento transversal e, 526 
momentos de torção e, 526-528 


momentos fletores e, 523-525 
Energia de deformação, 64-65, 81, 520- 
521,522-528 
elástica, , 522-528 
módulo de resiliência, 64-65,81 
módulo de tenacidade, 65,81 
tensão de cisalhamento (7) como, 
520-521 
tensão multiaxial como, 521 
tensão normal (o) como, 520, 523 
Energia de distorção, 389-390 
Ensaio de torção para materiais 
frágeis, 392 
Ensaio de tração, 57, 80, 391 
Equação da compatibilidade, 96 
Equação de Engesser, 498,516 
Equilíbrio estável, 477 
Equilíbrio instável, 477 
Equilíbrio neutro, 478 
Equilíbrio, 1-13, 16-17,22, 477-478, 480 
carga crítica e, 477-478, 480 
cargas externas e, 1-2 
carregamentos internos resultantes 
e, 3-5 
equações de, 2 
estável, 477 
forças de corpo e, 2 
forças de superfície e, 1-2 
instável, 477 
neutro, 478, 480 
reações nos apoios e, 2 
tensão de cisalhamento (7) e, 22 
tensão normal (0) e, 16-17 
Erros de fabricação, método das forças 
virtuais e, 547 
Escoamento, 59, 388-390 
Estado de deformação, 49-50 
Estado de tensão14, 304, 321-322 
cargas combinadas, provocadas por, 
304 
determinação de, 14 
no plano, 321-322 
procedimentos de análise para,304, 
322 
Estricção, 59 
Estruturas compostas por vários 
elementos, 277-278, 297, 403, 419 
fluxo de cisalhamento (q) e, 277-278, 
297 
seções para projeto de vigas, 403, 
419 
vigas de lâminas coladas, 403 
vigas mestras de chapas, 403 
Extensômetro de resistência elétrica, 
57,376 
Extensômetro, 57 


F 


Fadiga, 77-78, 82,237 
Falha, 76-78, 82, 388-394 
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critério de escoamento de Tresca, 
388 
critério de falha de Mohr, 392-393 
densidade de energia de deformação 
(11), 389-390 
deslizamento, 388 
energia de distorção, 389-390 
escoamento, 388-390 
fadiga, 77-78, 82 
fluência, 75-77,82 
materiais dúcteis, 388-390, 399 
materiais frágeis, 3092-393, 399 
propriedades do material, 76-78 
ruptura, 392-393 
teoria da energia de distorção 
máxima, 3809-390 
teoria da tensão de cisalhamento 
máxima, 388 
teoria da tensão normal máxima, 
391 
teorias da, 399-394, 399 
Fator de impacto, 537 
Fator de comprimento efetivo (K), 484 
Fator de forma, 247 
Fator de forma, 525 
Fator de segurança (FS), 32-33 
Fator de transformação, 225-227,229 
Flambagem inelástica, 497-498 
diagramas tensão-deformação para, 
497-498 
equação de Engesser para, 498,516 
módulo tangente para, 497-498,516 
teoria de Shanley da, 498 
Flambagem, 477-518 
carga crítica e, 477-478, 478-482 
colunas, 477-518 
determinação de, 477-478 
equação de Engesser para, 498, 516 
fórmula da secante e, 492-495 
fórmula de Euler para, 480-482,484, 
516 
inelástica, 497-498 
menor momento de inércia e, 481 
módulo tangente para, 497-498,516 
ponto de bifurcação, 478, 480 
Flexão assimétrica, 216-221,258 
determinação de, 216-221,258 
eixo neutro, orientação do, 219 
eixos de inércia principais, 217 
momento aplicado ao longo do eixo 
principal, 217 
momento aplicado arbitrariamente, 
217-218 
produto de inércia, 217 
Flexão inelástica, 244-250, 259 
distribuição linear de deformação 
normal, 244 
fator de forma, 247 
força resultante igual a zero para, 
244 
momento elástico máximo de, 245 
momento plástico de, 246-247,259 
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momento resistente de, 247-248 
momento resultante de, 244 
Flexão, 181-261. Veja também 
Momentos (M) 
assimétrica, 216-221, 258 
concentrações de tensão por, 236- 
237,259 
convenção de sinal para, 182 
deformação por, 201-203 
diagramas de força cortante e 
momento fletor para, 181-187 
elementos retos, de, 201-203 
fórmula da flexão para, 203-208 
inelástica, 244-250, 259 
procedimentos de análise para, 182, 
191,205,234 
tensão residual por, 251-252, 259 
vigas compostas, 225-229,258 
vigas curvas, 231-236 
vigas de concreto armado, 229-230 
vigas, 181-261 
Fluência, 76-77,82 
Fluxo de cisalhamento (q), 157-158, 
179,277-278, 285-288, 296-297 
cisalhamento transversal e, 276-278, 
285-288, 296-297 
elementos de parede fina e, 285-288 
estruturas compostas por vários 
elementos e277-278 
linear, 285 
parabólico, 287 
paralelo, 285 
torção e, 157-158, 178 
tubos de parede fina com seções 
transversais fechadas, 157-158, 
178 
Força axial interna, 522 
Força concentrada, 1, 189-190, 436 
Força de cisalhamento (V),3, 182 
Força de mola,477 
Força de reação, 437 
Força de restauração da mola , 477 
Força normal (N), 4 
Força perturbadora, 477 
Força redundante, 100 
Força resultante, 1,244,414 
Forças (F), 1-2, 2-4,33-35, 189-190, 
244, 436-437, 477,519. Veja também 
Carga crítica; Cargas; Tensão 
carga crítica e, 477 
cisalhamento V, 4,33 
concentradas, 2, 189-190, 436 
coplanares, 2, 5 
de corpo, 2 
de mola, 477 
de reação, 437 
de restauração da mola, 477 
de superfície, 1, 2 
diagramas de corpo livre para, 2-4 
diagramas de força cortante e 
momento fletor, regiões de, para, 
189-190 


equilíbrio de, 2 
equilíbrio e, 1-2 
funções de singularidade e, 436-437 
normais N, 4, 33 
perturbadoras, 477 
peso, 2 
reações no apoio, 2 
redundantes, 100 
resultantes, 1, 244 
tensão admissível de, 33-35 
tensão, distribuição de, para, 14, 44 
trabalho de, 519 
Forcas coplanares, 2,5 
Forças de corpo, 2 
Forças de superfície, 1 
Fórmula da flexão, 203-208, 258 
flexão e, 203-208, 258 
momento de inércia, 205 
procedimento de análise para, 205 
variações lineares em tensão normal 
e deformação normal, 203 
vigas, aplicações para, 203-208, 258 
Fórmula da secante, 492-495, 516 
deflexão máxima e, 492-493 
determinação de cargas sobre 
colunas pela, 492-495, 516 
distância excêntrica de, 492, 494-495 
índice de excentricidade, 494-495 
projeto de colunas utilizando, 495 
Fórmula da torção, 127-129,177 
diagrama de torque para, 128 
eixo maciço, aplicação de, para, 127 
eixo tubular, aplicação de, para, 128 
lei de Hooke e, 127 
momento polar de inércia, 127, 128 
procedimento de análise para, 129 
tensão absoluta máxima e, 128 
variações lineares em tensão e 
deformação, 127 
Fórmula de Euler, 480-482, 484, 497, 
516 
carpa crítica e, 480-482, 484,516 
colunas apoiadas por pinos, 480-482 
colunas com vários tipos de apoio, 
484 
colunas ideais, 480-482,516 
comprimento efetivo na, 484 
fator de comprimento efetivo (K), 
484 
flambagem inelástica e, 497,516 
módulo tangente e, 497,516 
Fórmula do cisalhamento, 263-264, 
266-268, 297 
determinação da, 263-264,297 
distribuição de tensão de 
cisalhamento, 262-263, 267-268 
limitações ao uso da, 266-267 
procedimento para análise pela, 268 
Funções de descontinuidade, 435-440, 
474 
cargas triangulares, 435 
cargas uniformes, 435 


carregamentos distribuídos, 435 
condições de contorno e, 435, 474 
convenção de sinal para, 436 
curvas elásticas e, 435-440, 474 
forças concentradas, 436 

forças de reação, 437 

funções de Macauly, 435 

funções de singularidade, 436-437 
procedimento de análise para, 438 


Funções de Macauly, 435 
Funções de singularidade, 436 
Furos como descontinuidades em 


seções transversais, 236-237,259 


G 


Gráficos para concentrações de tensão, 
112-113, 165-166,236-237 
Grau de indeterminação, 457 


H 


Histerese mecânica, 63 


I 


Inclinação, 188, 190, 421-421, 423-430, 
443-447,474 
curva elástica e, 421, 423-430 
diagramas de força cortante e 
momento fletor e, 188, 190 
integração, método da, para, 423- 
430, 474 
método dos momentos de áreas 
para, 443-447,474 
resistência da força e, 421 
Índice de esbeltez efetivo, 484 
Índice de esbeltez, 481, 482 
Índice de excentricidade, 494-495 
Índice de Poisson (v), 73, 82, 382 
Inércia, 127, 128, 205,217,481 
eixos principais de, 217 
menor momento de, 481 
momento de, 205 
momento polar de, 127, 128 
produto de, 217 
Integração, 423-430, 458-459, 473 
condições de continuidade para, 425 
condições de contorno para, 425 
convenção de sinal para, 424 
curva elásticase,423-430, 458, 474 
deslocamento por, 423-430, 474 
eixos e vigas estaticamente 
indeterminados,458-459, 474 
elástica, 423 
inclinação por, 423-430, 474 
procedimento de análise para, 426 
Intensidade média da força, 519 
Intensidade variável, 559 


J 


Juntas sobrepostas, 21 


L 


Lei de Hooke, 63, 80, 127, 204, 258, 
380, 399 
deformação, 127 
diagramas tensão-deformação e, 63 
endurecimento por deformação e, 
63 
fórmula da flexão e,204,258 
fórmula da torção e, 127 
módulo de elasticidade, 63 
relações entre as propriedades dos 
materiais e, 380 
transformação de deformação e, 
380-381, 399 
Limite de proporcionalidade, 59 
Limite elástico, 59,259 
Linhas de Liider, 388 


M 


Magnitude, Intensidade, 17, 519,559 
Maneira hiperbólica da deformação 
normal em vigas curvas, 231 
Materiais coesivos, 14 
Materiais contínuos, 14 
Materiais dúcteis, 60-61, 63, 80, 388- 
390, 399 
critério de escoamento de Tresca, 
388 
diagrama tensão-deformação para, 
61 
endurecimento por deformação 
(encruamento) de, 63 
falha (escoamento) de, 388-390, 399 
linhas de Liider, 388 
método da deformação residual 
para, 60 


porcentagem de alongamento, 60, 80 


redução percentual da área, 60, 80 
teoria da energia de distorção 
máxima, 389-390 
teoria da tensão de cisalhamento 
máxima, 388 
Materiais elastoplásticos, 114 
Materiais frágeis, 61-62, 81,237, 
392-393, 399 
concentração de tensão e, 237 
critério de falha de Mohr, 392-393 
diagrama tensão-deformação para, 
62,81 
ensaio de torção para, 392 
ensaio de tração para, 392 
falha (ruptura) de, 3092-393, 399 
teoria da tensão normal máxima, 
392 
Materiais perfeitamente plásticos, 59 


Materiais plásticos perfeitamente 
elásticos, 114 
Material anisotrópico 
propriedades, 15-16 
Menor momento de inércia em 
colunas ideais,481 
Método da deformação residual para 
ductilidade, 61 
Método da seção transformada para 
vigas,225-227 
Método das forças virtuais, 545, 546- 
547,553,552-555 
erros de fabricação e,546-547 
mudança na temperatura e, 547 
procedimentos de análise para, 547, 
553 
treliças, aplicado a, 546-547 
vigas, aplicado a, 552-555 
Método das seções, 3 
Método de análise de força, 100-1011. 
Veja também Superposição 
força redundante e, 100 
procedimento para, 101 
relação carga-deslocamento, 100 
Método dos momentos de áreas, 
442-447, 461-463, 474 
deslocamento por, 442-447 
diagramas de momento para, 
461-463 
eixos e vigas estaticamente 
indeterminados, 462-463, 474 
inclinação por,442-447 
procedimento de análise para,444 
teorema 1, 442-443 
teorema 2, 443 
Métodos de energia, 519-567 
carga de impacto, 535-540 
conservação de energia, 531-533, 566 
energia de deformação elástica, 522- 
528, 566 
energia de deformação, 520-521, 
522-528 
método das forças virtuais, 545, 546- 
547,552-555 
procedimentos de análise para, 547, 
553, 559-560 
teorema de Castigliano, 558-561, 
561-565 
trabalho externo, 519-521,531,566 
trabalho interno, 520-521,531 
trabalho virtual, 544-546, 546-549, 
552-555, 566 
Módulo de compressibilidade, 382, 399 
Módulo de elasticidade (E), 63,381 
Módulo de elasticidade de 
cisalhamento, 75-76 
Módulo de resiliência, 64, 81 
Módulo de rigidez, 75 
Módulo de ruptura, 173, 252 
Módulo de seção, 402 
Módulo de tenacidade, 65,81 
Módulo de Young, 63 
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Módulo tangente, 497-498,516 
Momento conjugado, trabalho de um, 
520, 545 
Momento de inércia,205 
Momento de torção. Veja Torque (T) 
Momento elástico máximo, flexão 
inelástica e, 245 
Momento elástico, 245, 251,259 
flexão em vigas e, 245,251,259 
flexão inelástica e, 245 
máximo, 245 
tensão residual e, 251, 259 
Momento fletor (M), 3, 181, 244-247, 
258-259 
diagramas de força cortante e 
momento fletor e, 181,258 
energia de deformação elástica de, 
523-525 
equilíbrio e, 4 
flexão inelástica e, 244-247,259 
Momento plástico,246-247,251,259 
flexão inelástica e, 246-247,259 
tensão residual e, 252,259 
vigas e, 246-247,251-252, 259 
Momento polar de inércia, 127, 128 
Momento resistente, flexão inelástica 
e, 247-248, 259 
Momentos (M), 2, 4, 182, 189-190, 
244-248, 251,258-259. Veja também 
Momentos fletores; Diagramas de 
força cortante e momento fletor 
elásticos máximos, 245 
equilíbrio de, ,2 
fletores, 4, 182, 247, 258-259 
flexão inelástica e,244-248, 251 
plásticos, 246-247,251,259 
regiões concentradas em diagramas 
de força cortante e momento 
fletor, 189-190, 257 
resistentes, 247-248,259 
resultantes, 244 
Momentos internos, 422-423 
Mudança de temperatura, método das 
forças virtuais e, 547 


P 


Percentual de alongamento , 60 
Peso, força como, 2 
Ponto de bifurcação, 478, 480 
Ponto de escoamento, 59 
Princípio de Saint-Venant, 85-86, 88, 
122 
Projeto, 33-35, 132-134, 401-420,495, 
502-504, 510-511 
acoplamentos simples, 33-35 
carga concêntrica de colunas, 
502-504 
carga excêntrica de colunas, 510-511 
colunas de aço, 503 
colunas de alumínio, 504 
colunas de madeira, 504 
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colunas, 495, 502-504, 510-511 
eixos, 133, 414-415, 419 
fórmula da secante e, 495 
transmissão de potência e, 133-134 
vigas, 401-413, 418 
Propriedades de materiais 
homogêneos, 15 
Propriedades de materiais isotrópicos, 
15 
Propriedades dos materiais, 14,15-16, 
57-84,380-384, 399. Veja também 
Falha 
anisotrópicos, 15-16 
cargas axiais, avaliação de, para, 
15-16 
coesivos, 14 
comportamento elástico, 59, 80 
contínuos, 14 
diagrama tensão-deformação para, 
58-62 
diagrama tensão-deformação por 
cisalhamento para, 75, 82 
dilatação (e),381-382, 399 
dúcteis, 60-61, 63,80 
endurecimento por deformação, 59, 
63, 80, 81 
energia de deformação, 64-65, 81 
ensaio de tração para, 57-57,80 
escoamento, 59, 80 
estricção, 59, 80 
fadiga, 77-78, 80 
falha de, 76-78 
fluência, 76-77,80 
frágeis, 62, 81 
homogêneos, 15 
índice de Poisson (»),73,82, 381 
isotrópicos, 15 
lei de Hooke para,63, 80, 380, 399 
mecânicas, 57-84 
módulo de cisalhamento (G), 381 
módulo de compressibilidade, 382 
módulo de elasticidade (E), 63, 381 
módulo de resiliência, 64, 81 
módulo de rigidez, 75 
módulo de tenacidade, 65, 81 
transformação por deformação e 
relações de, 380-383, 399 


R 


Raio de curvatura (p),421-423 

Raio de giro, colunas ideais, 481 

Ranhuras como descontinuidades em 
seções transversais, 236-237,259 

Reações nos apoios, 2 

Redução percentual da área, 60 

Redundantes, 457-458 

Regiões de força e momento 
concentrados, 189-190 

Regra da mão direita, 4, 127, 128,141 

Relação carga-deslocamento, 96, 100, 
121 


Relação momento-curvatura para 

curvas elásticas, 422-423 
Resistência dos materiais, 1 
Rosetas de deformação, 376 
Ruptura, 59, 392-393 


S 


Seções de aço de vigas, 402 
Seções de madeira de vigas, 402 
Seções transversais abertas (em U, 
canal) 
centro de cisalhamento de, 289-291 
Seções transversais entortadas, 
155-156, 2262-263 
Seções transversais entortadas, 
155-156 
Seções transversais fechadas, 157-159 
Seções transversais parabólicas, 265 
Seções transversais, 3, 15, 34-35, 86-87, 
111,114,139-141,155-156, 157-159, 
201-203, 225-227,236-237, 262-263, 
265-266, 289-290, 481-482, 492 
abertas (em U, canal), 289-291 
ação da força de flexão sobre, 
203-205 
acoplamento submetido a 
cisalhamento de uma, 33-34 
ângulo de torção (&) para, 139-141, 
159 
anel diferencial, 128 
cargas axiais, 15, 35,87,111 
cargas de torção, 139-141, 155-156, 
157-159 
centro de cisalhamento de, 289-291 
colunas, 481 
concentrações de tensão e, 111-112, 
236-238, 259 
deformação elástica, 86-87 
deformação inelástica, 114 
deformação por flexão e, 201-203 
descontinuidades em, 236-237,259 
diagramas de corpo livre, 3 
distância excêntrica de, 492 
eixo centroide para vigas, 204 
eixo de simetria para, 290 
eixo neutro para vigas, 204-205, 258 
elemento de tensão de, 34 
entortadas, 155-156 
entortadas, 155-156, 262-263 
fechadas, 157-159 
índice de esbeltez de, 481-482 
menor momento de inércia em, 481 
método da seção transformada para 
vigas, 225-227 
método das seções e,3 
parabólicas, 265 
raio de giração de, 481 
retangulares, 265-266 
tensão admissível, para 
determinação de, 144-145 


tensão normal média, para 
determinação de, 15 

tensões de cisalhamento e, 265-266 

torque constante e, 140-141 

vigas, 201-203, 204-205, 225-227, 258 


Seções transversais, tensões de 


cisalhamento em,265-266,297 


Solução trivial, 479 
Superfície neutra, 201-202 
Superposição,95, 121, 304,319, 


452-454, 461-463, 466-471,474 
diagramas de momento construídos 
pelo método da, 461-463 
eixos e vigas estaticamente 
indeterminados, 466-471, 474 
estado de tensão e, 304,318 
método da força, como, 466 
método da, 452, 466-471, 474 
princípio da, 95, 121 
procedimento de análise para, 468 
viga primária para, 466 


Tensão admissível, 32-33, 33-35 


acoplamentos simples, projeto de, 
baseado em, 33-35 

áreas de seção transversal para 
determinação de, 33-35 

carga admissível e, 32-33 

cargaaxiale, 35 

determinação de, 32 

elemento de tensão e, 34 

fator de segurança (FS), 32-33, 44 

procedimento de análise para, 35 

tensão de cisalhamento uniforme e, 
34,35 

tensão no apoio e, 34 


Tensão biaxial, 301 
Tensão de aro ou circunferencial, 305, 
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Tensão de cisalhamento (+), 14, 


21-25, 44, 127, 264-266, 324-326, 

352-354, 359,520-521 Veja também 

Cisalhamento transversal 

componentes de tensão no plano, 
324-326 

determinação de, 14,44 

duplo, 21 

energia de deformação e, 520-521 

equilíbrio, 22 

fórmula do cisalhamento e, 266-268 

máxima absoluta, 351-354, 359 

média, 20-25, 44 

procedimentos de análise de, 22, 268 

propriedade complementar de, 22 

seções transversais retangulares, 
265-266 

simples ou direto, 21 

simples, 21 

variação linear em, 127 

vigas de abas largas, 266 


vigas, 265-268 
Tensão de cisalhamento absoluta 
máxima e, 351-354, 359 
determinação da, 352, 359 
tensão no plano e, 353-354, 359 
tensão triaxial e, 352 
Tensão de cisalhamento média, 20, 
158-159,178 
Tensão de compressão, 14, 346 
Tensão de deformação máxima no 
plano, 364 
Tensão de engenharia, 58 
Tensão de escoamento, 59 
Tensão de torção absoluta máxima, 
236 
Tensão de tração, 14,347 
Tensão elástica, 114 
Tensão multiaxial, 521 
Tensão no apoio, 34 
Tensão no plano, 321-324,324-326, 
338-344, 353-354, 358, 414. Veja 
também Tensão no plano 
círculo de Mohr para, 338-344, 359 
componentes da tensão de 
cisalhamento (7), 324-326 
componentes da tensão normal (0), 
324-326 
convenção de sinal para, 324 
equações de, 324, 358 
estado de, 321-322 
procedimentos de análise para, 322, 
324, 340-340 
projeto de eixos e, 414 
tensão de cisalhamento máxima 
absoluta e, 353-354, 359 
transformação, 321-324, 324-327 
Tensão no plano, 327-328, 329, 358 
cisalhamento máxima, 328, 358 
principal, 327-328, 358 
Tensão nominal, 58 
Tensão normal (o), 14, 15-20, 44, 
324-326,520,523 
área de seção transversal para, 15 
barra com carga axial, em uma, 
15-20 
barras prismáticas e, 15-20 
componentes de tensão no 
plano,324-326 
constante, 16 
determinação de, 14, 44 
energia de deformação e, 520, 523 
equilíbrio de, 16-17 
intensidade, magnitude e, 17 
média máxima, 17 
média, 15-20,44 
média, distribuição da, 16 
procedimento de análise para, 18 


propriedades de materiais, premissas 


para, 15-16 
Tensão normal média, 15 
Tensão radial, 233, 301 


Tensão residual, 116, 122, 172-173, 179, 


251-252,259 
cargas axiais, 116,122 
elementos estaticamente 
indeterminados, 116 

flexão e,251-252 
módulo de ruptura, 173, 252 
momento plástico e, 251-252, 259 
torque plástico e, 172-173,179 
vigas, 251-252,259 

Tensão resistente, 59 

Tensão térmica, 106, 122 

Tensão triaxial, 352, 353 

Tensão uniaxial, 17 

Tensão zero, 204, 205 


Tensão, 1-45, 59, 106, 114, 117,127,128, 


172-173,233, 2251-252, 300-301, 327- 

328. Veja também Tensão normal 

(o); Tensões principais; Tensão de 

cisalhamento (7); Diagramas 

tensão-deformação; Transformação 

de tensão; Cisalhamento transversal 

acoplamentos simples, projeto de, 
33-38 

admissível, 32-33, 33-35, 44 

aro, 301 

axial, 300 

biaxial, 301 

cargas combinadas e, 300-301 

cargas externas, 1-2 

carregamentos resultantes internos, 
3-4,44 

circunferencial, 233, 301 

de cisalhamento (7), 14, 20-25, 44, 
127,520-521 

de cisalhamento absoluta máxima, 
352-354 

de compressão, 14, 346 

de torção absoluta máxima, 128 

de tração, 14,346 

elástica, 114 

em apoios, 34 

energia de deformação e,520-521 

equilíbrio de, 1-13, 16-17,22 

escoamento, 59 

estado de, 14 

estricção, 59 

flexão e, 300, 251-252 

força, como distribuição de, 14,44 

fratura, 59 

longitudinal, 301 

multiaxial, 521 

normal (o), 14, 15-20, 44, 520 

principal, 327-328, 346 

radial, 231, 301 

residual, 117, 172-173, 251-252 

resistência dos materiais e, 1 

térmica, 106 

torção e, 172-173 

total,59 

trajetórias, 346 

triaxial, 351-353 
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uniaxial, 17 
unidades de, 14 
vigas prismáticas e, 346 
Tensões principais, 327-331, 346, 358- 
359 
de cisalhamento máxima no plano, 
329, 358 
no plano,327-328, 358 
planos de, 328, 358-359 
vigas prismáticas, transformação de 
tensão para,346 
Teorema de Castigliano, 558-559, 559- 
561, 562-565, 566 
dedução do, 558-559 
procedimento de análise para, 559- 
560, 562 
requisitos de compatibilidade do, 
559 
treliças, aplicado a, 559-561 
vigas, aplicado a, 562 
Teoria da tensão normal máxima,392 
Teoria de Shanley da flambagem 
ineslástica, 498 
Torção inelástica, 167-170, 178 
anel diferencial para, 167 
torque elástico máximo e, 168, 178 
torque elástico-plástico e, 168, 178 
torque máximo e, 169-170 
torque plástico e, 169-178 
Torção, 3, 125-180, 345 
ângulo de torção (4), 125, 139-142, 
159,178 
concentração de tensão e, 165-166 
convenções de sinal para, 128, 141- 
142 
deformação, 125-126 
eixos, 125-126, 128, 128,132,155-156, 
178-179, 345 
elementos estaticamente 
indeterminados e, 150-151,177 
fórmula para, 127-129 
inelástica, 167- 170, 179 
procedimentos de análise para, 129, 
142,151 
seções transversais para, 128, 139- 
141, 155-156,157-159 
tensão em eixos provocada por 
carga axial e, 345 
tensão residual e, 172-173,179 
torque (T), 4, 125-126, 127-129, 140, 
168-170, 178 
transmissão de potência e, 133-134, 
178 
tubos com seções transversais 
fechadas, 157-159 
Torcedura, veja Torção 
Torque (7),3,126,127-129,140,167- 
170, 177- 179,526-528 
constante, 140 
diagramas de corpo livre para, 3 
elástico máximo, 168, 179 
elástico-plástico, 168-169 
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energia de deformação elástica e, 
526-528 
externo, 125 
fórmula da torção para, 127-129,177 
interno, 127-129 
lei de Hooke, 127 
momento de torção, como, 1 
plástico, 169,172-173, 179 
regra da mão direita para, 127,128 
tensão residual e, 172-173, 179 
torção inelástica e, 167-170 
total, 169-170 
Torque constante, 140 
Torque elástico, 168, 178 
Torque elástico-plástico, 168 
Torque plástico, 169, 172-173,179 
torção inelástica e, 169, 179 
tensão residual e, 172-173,179 
Torque resistente, 169-170 
Trabalho externo, 519-520, 531-532, 
566 
conservação de energia e, 531-532 
deslocamento e, 519, 531 
energia de deformação, 520-521 
força, 519-520, 531 
momentos conjugados, 520,532 
Trabalho virtual interno, 545-546 
Trabalho virtual, 544-546, 546-550, 
552-555, 566 
condições de compatibilidade para, 
544 
condições de equilíbrio para, 544 
equação, 545 
interno, 545, 546 
método das forças virtuais, 545, 
546-547,552-555 
método dos deslocamentos virtuais, 
545 
momento conjugado, 545 
princípio do, 544-546 
treliças, aplicado a, 546-547 
vigas, aplicado a, 552-555 
Trabalho, 519-521,531, 566. Veja 
também Energia de deformação; 
Trabalho virtual 
externo, 519-520,531, 566 
interno, 520-521, 531 
momento conjugado, de um, 520 
Transformação de deformação, 
361-400 
círculo de Mohr, 367-371, 398 
deformação plana, 361-362, 362-364, 
367-371,375,398 
dilatação e, 381-382, 399 
extensômetro de resistência elétrica 
para, 376 
falha, teorias da, 388-394, 399 
lei de Hooke para, 380-380, 399 
módulo de cisalhamento (G) para, 
380-381, 399 
módulo de compressibilidade e, 382, 
399 


procedimento de análise para, 
367-368 
relações entre o material e suas 
propriedades, 380-384 
rosetas de deformação, 376 
tensão de deformação máxima 
absoluta, 373-375, 398 
Transformação de tensão, 321-360 
carga axial e torção, provocada por, 
345 
círculo de Mohr para, 338-344, 359 
deformação por cisalhamento 
máxima absoluta e,351-354,359 
eixos, 345 
equações para, 324-326, 358 
procedimentos de análise para, 322, 
326,340 
tensão de cisalhamento no plano, 
327-331,358 
tensão no plano, 321-324, 324-326, 
338-344, 353-354, 358 
tensão triaxial, 351-353 
tensões principais, 327-331, 358 
vigas prismáticas, 346 
Transmissão de potência, 132-133,177 
Treliças, 546-547, 558-561 
método das forças virtuais aplicado 
a, 546-547 
teorema de Castigliano aplicado a, 
559-561 
Tubos, parede fina, 157-159 
ângulo de torção (&) for, 159-160 
fluxo de cisalhamento (q) em, 157- 
158 
seções transversais fechadas, com, 
157-159 
tensão de cisalhamento média e, 
158-159 
torção e, 157-159 


U 


Unidades, 14,48, 133 
deformação, 48 
tensão, 14 
transmissão de potência, 133 


V 


Variações lineares em tensão normal e 
tensão de deformação, 204 

Vasos de pressão de parede fina, 300- 
301,318 
cargas combinadas para, 300-301 
cilíndricos, 300- 301,318 
esféricos, 301,318 

Vaso de pressão esférico, 301 

Vaso de pressão cilíndricos, 300-301 

Viga primária, 466 

Vigas apoiadas com uma extremidade 
em balanço,181 

Vigas compostas, 225-229,258 


Vigas curvas,231-236, 259 
análise de flexão de, 231-236, 259 
direção circunferencial de, 233 
fórmula para, 233 
maneira hiperbólica da deformação 
normal em, 231 
procedimento de análise para, 234 
tensão radial de, 233 
Vigas de abas largas, tensões de 
cisalhamento em, 267 
Vigas de concreto armado, 229-230 
Vigas de lâminas coladas , 403 
Vigas em balanço, 181 
Vigas fabricadas, 402-403 
seções compostas, 403 
seções de aço, 402 
seções de madeira, 402 
Vigas não prismáticas, 411,418 
Vigas prismáticas, 201-203, 203-209, 
346, 402-410,418 
deformações por flexão de, 201-203 
fabricadas, 402-403 
fórmula da flexão para, 204-209, 402 
módulo de seção, 402 
procedimento de análise para, 404 
projeto de, 402-410, 418 
seções compostas de, 403, 410 
secções de aço de, 402 
seções de madeira de, 402 
variações de tensão em, 346 
Viga simplesmente apoiada, 181 
Vigas totalmente solicitadas, 411-413, 
418 
Vigas, 181-261, 262-299, 346, 401-413, 
419, 421-476, 552-555,562. Veja 
também Deflexão 
abas largas, 266 
apoiadas com uma extremidade em 
balanço, 181 
centro de cisalhamento para seções 
transversais abertas de, 289-291 
chapas de assento para, 401 
cisalhamento transversal em, 
262-299 
compostas, 225-229, 258 
concentração de tensões em, 
236-237,259 
concreto armado, 229-230 
convenções de sinal para, 182 
curvas, 231-236 
deflexão de, 402, 421-476 
deformação normal de, 203 
deformação por flexão, 201-203 
diagramas de força cortante e 
momento fletor para, 181-187, 
188-195 
elementos de parede fina de, 
285-288 
elementos retos, 201-203, 262-263 
em balanço, 181 
estaticamente indeterminadas, 
457-459, 462-463, 466-468, 474 


estruturas compostas por vários 
elementos, 277-278, 297,403,419 

fabricadas, 402-403 

fator de forma para, 247 

fator de transformação, 225-226 

flexão assimétrica de, 216-221, 258 

flexão e, 181-261 

flexão inelástica de, 244-250, 259 

fluxo de cisalhamento (q) em, 
2771-278, 285-288, 297 

fórmula da flexão para, 204-209, 258 

fórmula do cisalhamento para, 
263-264 

integração, método da, para, 
457-459, 474 


método da seção transformada 
aplicado a, 224-226 

método da superposição para, 
466-471,474 

método das forças virtuais aplicado 
a, 552-555 

método do momento de área para, 
462-464, 474 

não prismáticas, 411-413,419 

primárias, 466 

prismáticas, 201-203, 204-209, 346, 
402-404, 419 

procedimentos de análise para, 182, 
191,403 

projeto de, 401-413, 419 
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seção transversal de, 201-203, 
204-205, 225-227, 236-237, 2258-259 

seções transversais planas de, 202 

seções transversais retangulares, 
265-266 

simplesmente apoiadas, 181 

superfície neutra de, 201-202 

tensão residual de, 251-252 

tensões de cisalhamento (7) em, 
265-268 

teorema de Castigliano aplicado a, 
563 

totalmente solicitadas, 411-413,419 

variações lineares da deformação 
normal longitudinal, 203 


Vigas-mestras de chapa, 403 


Equações fundamentais da resistência dos materiais 


Carga axial 


Tensão normal 


Es 
EA 
Deslocamento 
5 a P(x)dx 
ã 0 A(x)E 
PL 
ô=5-— 
x AE 
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Torção 


Tensão de cisalhamento em eixo circular 


Tp 
T=— 
J 
onde 
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J = E seção transversal maciça 
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Ângulo de torção 


Tensão de cisalhamento média em um tubo de parede fina 


T 
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Fluxo de cisalhamento 
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Flexão 
Tensão normal 
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Flexão assimétrica 
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Cisalhamento 
Tensão de cisalhamento direto média 


V 
Tméd TS A 


Tensão de cisalhamento transversal 


VO 
aa ETR 
Fluxo de cisalhamento 
e vo 
PESE To 


Tensão em vaso de pressão de parede fina 


Cilindro pr pr 
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t 2t 
Esfera o pr 
Cj — oem 24 


Equações de transformação de tensão 


Ow + Ty O.— O 
Oy = efe 


2 2 
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2 


E sen 20 + 7xy COS 20 


Tensão principal 


tg 20, 


d cos 20 + Tx sen 20 


Ox + oy Ox Oy 2 
O12 = E + ERRA EE T. 


(ow — 0y)/2 


tg20,= — E 
xy 
Toy? E 
Tmáx = Do + Tx 
Ow + o; 


O méd — 2 


Tensão de cisalhamento máxima absoluta 


Gus É Omáx — Omín 
abs — 
2 


máx 


— Omáx + Omín 
Oméd= eso. 
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Í 
i 


E] 
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Relações entre materiais e suas propriedades 


Coeficiente de Poisson Eli 
v=——— 


Eiong 


Lei de Hooke generalizada 
1 
Elo — do, + 09] 
1 


== lo, — v(o + 0,)] 


m 
“= 
I 


E 
1 

am z!& — v(o, + 0)] 
1 


1 1 
Yy = G Tey, Yz O G 5a Yax = G Tex 


onde E 
G = >———— 
2(1 +) 
Relações entre w, V M 
dV dM 
ni O PA re SD 
Linha elástica 1 M 
p El 
d'v 
Ela =—w(x) 
dp 
Erê = V(x) 
dv 
EI e O M(x) 
Flambagem 
Carga axial crítica EI 
o (KL? 


Tensão crítica 


Fórmula da secante 
P de: 
mas = [1 + Esec( 5) 
F 


Métodos de energia 
Conservação de energia 


U. = U, 
Energia de deformação 
2 
U, = carga axial constante 
RAE OR 
L M?dx 
U,= momento fletor 
so a; ft 
U o e E 
[= cisalhamento transversal | 
, o 2GA 
Ly2 
T'dx 
U, = momento de torção 
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Propriedades geométricas de elementos de área 


Lo= able 
Len 
L= bh 
Área triangular 
-—a A = dh(a+b) 
I 
h € % 
| a a T+ (de+t A 
b 3la+b 
Área trapezoidal 
y = 2 
A 
E L= am 
= am 
x 
I, 


Área circular 


| fa = 
b 
Eu mo 


SE E 
inclinação Ea 3g 
zero É a 


Área exparabólica 


Propriedades mecânicas médias de materiais típicos de engenharia ? 
(Unidades Americanas Usuais) 


Módulo de 
elasticidade 
t Ê É Ê 
Fig Módulo de Gnódulo E ensão de escoamento (ksi)| Limite de resistência (ksi) | /o de alongamento Coeficiente Coeficiente de 
específico ME atação 
Materiais (Densi da de) Elasticidade E “rigidez) G [ea o; em corpo de de térmica o 
(Ibfpo) | (10º) ksi (10º) ksi | Tração Compr.” Cisalh.| Tração Compr.? Cisalh. | provade50mm | Poisson v (1078)/ºF 
Metálicos 
Ligasde | —2014-T6 0,101 10,6 3,9 60 60 25 68 68 42 10 0,35 12,8 
alumínio forjadasl  6061-T6 0,098 10,0 37 37 37 19 | 42 42 27 12 0,35 13,1 
Ligas de. Cinzento ASTM 2 0,260 10,0 3,9 = — e 26 97 e 0,6 0,28 6:70 
ferro fundido |. Maleável ASTM A-197 0,263 25,0 98 e a E 40 83 E 5 0,28 6,60 
Ligas de — Latão vermelho C83400 0,316 14,6 5,4 11,4 114 35 35 35 0,35 9,80 
cobre !-Bronze C86100 0,319 15,0 5,6 50 50 95 95 20 0,34 9,60 
Liga de [Am 1.004-T61] 0,066 6,48 25 22 22 =" 40 40 22 1 0,30 143 
magiésio 
, — Estrutural A36 0,284 29,0 11,0 36 — 58 58 — 30 0,32 6,60 
fa | Inoxidável 304 0,284 28,0 11,0 30 - 175 75 - 40 0,27 9,60 
O Le peramenta 2 0,295 29,0 11,0 102 - [116 116 = 2 0,32 6,50 
Lisade  meatav) 0,160 174 64 134 134 = [145 145 - 16 0,36 520 
titâmio 
Não metálicos 
Conéreio — Baixa resistência 0,086 3,20 de = e 1,8 = = = = 0,15 6,0 
| Alta resistência 0,086 4,20 = ço = 5,5 = o = E 0,15 6,0 
Plástico: 7 Kevlar 49 0,0524 19,0 - = - = 104 70 102 28 0,34 = 
reforçado. = Vidro 30% 0,0524 10,5 = E = 13 19 : : 0,34 - 
SD de [7 Abeto Douglas 0,017 1,90 - - - - [030º 3789 0,909 E 0,29€ E 
selecionada de | Espruce branco 0.130 1,40 = = - — [036º sig! 097 - 0,31º - 
grau estrutural j à 


a Valores específicos podem variar para um determinado material devido a composição da liga ou composição mineral, 
processamento mecânico do corpo de prova ou tratamento térmico. Para obter valores mais exatos, consulte livros de referência para o material. 


bA tensão de escoamento e o limite de resistência para materiais dúteis podem ser considerados iguais para fração e compressão. 
“Medida perpendicularmente ao grão. 

“Medida paralelamente ao grão. 

*Deformação medida perpendicularmente ao grão, quando a carga é aplicada ao longo do grão. 


Propriedades mecânicas médias de materiais típicos de engenharia? 


(Unidades SI) 
Peso Módulo de 
A : elasticidade : : 
específico p | Módulo de  ,ansversal | Tensão de escoamento (MPa) | Limite de resistência (MPa) | % de alongamento | Coeficiente | Coeficiente de 
Materiai : : j RE 
ateriais (Densidade) | Elasticidade E (módulo de CA o em compude É di a ação 
rigidez) G térmica o 
(Mglm”) (GPa) (GPa) Tração -Compr.”. Cisalh. | Tração -Compr.”' Cisalh. |“ prova de 50 mm ' | Poisson p: |. (107)/ºC 
Metálicos 
Ligas de — 2014-T6 2,79 731 27 414 414 172 469 469 290 0,35 23 
alumínio forjadas L 6061-T6 271 68,9 26 255 255 131 | 290 290 186 0,35 24 
Ligas de E Cinzento ASTM 2 719 67,0 27 = — -— 179 669 =— 0,6 0,28 12 
ferro fundidol- Maleável ASTM A-197 7,28 172 68 — — — 276 572 - 5 0,28 12 
Ligas de — Latão vermelho C83400 8,74 101 37 70,0 70,0 — 241 241 — 35 0,35 18 
cobre !— Bronze C86100 8,83 103 38 345 345 — 655 655 — 20 0,34 17 
Ligade - [Am1004-T61] 183 447 18 152.:::152 Do [2765-276 1 0,30 26 
magnésio 
; Estrutural A36 7,85 200 75 250 250 = 400 400 - 30 0,32 12 
ea E Inoxidável 304 7,86 193 75 207 207 - [517 517 E 40 0,27 17 
á Ferramenta L2 8,16 200 75 703 703 — 800 800 — 22 0,32 12 
no e [TI-6A1-4V] 443 120 44 924 924 =| 1.000 1.000 = 16 0,36 9,4 
Não metálicos 
E sncreio Baixa resistência 2,38 224 — - — 12 — — — — 0,15 1 
Alta resistência 2,38 29,0 — — = 38 — — — Er 0,15 1 
Plástico E Kevlar 49 1,45 131 — — — - 717 483 20,3 28 0,34 — 
reforçado Vidro 30% 1,45 RA — — — — 90 131 - 0,34 = 
Madei 
caio der Abeto Douglas 0,47 13,1 - = - = 241º 264 6,24 = 0,29 = 
— Espruce branco 3.60 9,65 — - - — 2,5€ 364 6,7d = 0,31 Ei 


grau estrutural 


a Valores específicos podem variar para um determinado material devido a composição da liga ou composição mineral, 
processamento mecânico do corpo de prova ou tratamento térmico. Para obter valores mais exatos, consulte livros de referência para o material. 


b A tensão de escoamento e o limite de resistência para materiais dúteis podem ser considerados iguais para tração e compressão. 


“Medida perpendicularmente ao grão. 


iMedida paralelamente ao grão. 


* Deformação medida perpendicularmente ao grão, quando a carga é aplicada ao longo do grão. 
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